1 Determinant a stopa linearniho zobrazeni.

Pro sjednoceni znalosti z minulého semestru zacneme definici determinantu
a stopy linearniho zobrazeni.

Definice 1 Stopa Tr A matice A typu n x n je definovana pomoct vztahu

n
Tr A= Z Q.
i=1
Necht' V' je vektorovy prostor konecné dimenze. Stopa linedrniho zobrazeni
F:V—V je definovana jako stopa matice F' vici libovolné bazi V.
Determinant linedrniho zobrazeni F' : V — V je definovan jako determi-
nant matice F' vici libovolné bazi V.

Aby tato definice méla dobry smysl, je tfeba se presvédcit, ze stopa,
resp. determinant zobrazeni nezavisi na volbé baze v prostoru V. Pokud jsou
M ={ey,...,ep}, resp. M' = {e},... e}, dvé baze V a A, resp. A’ jsou
prislugné matice F' vidi témto bazim, pak vime, ze A’ = C~1- A-C, kde C
je matice piechodu od M k M’. Pokud toto plati, fikdme, Ze jsou matice A
a A’ podobné. Relace podobnosti mé vlastnosti ekvivalence.

Je ziejmé, 7ze det A’ = (det C')~1det Adet C' = det A, tedy determinant
zobrazeni F' je dobte definovan.

Pro stopu matice plati nasledujici jednoduché lemma

Lemma 1 Pro libovolné dvé ctvercové matice A a B plati
TrA-B=TrB-A.
Obecnéji, pro matice Ay, ..., A, plati
Tr(A;... Ay) = Tr(As ... Ay Ay).

Prvni tvrzeni je vidét ihned z toho, Ze podle definice je leva strana rovna

n n

> aijbi,

i=1j=1
a prava strana je rovna

bija]‘i.
1

n n

)

1j
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Tyto dvé sumy jsou stejné (staci pfejmenovat indexy). Druhé tvrzeni je di-
sledkem prvniho (A= A;,B=As... A,).

Tedy vime, ze

Tr(CtAC) = Tr(ACC™) = Tr A.

2 Spektrum linearniho zobrazeni

2.1 Rozklad polynomu na korenové cinitele

Nejprve si zopakujeme zakladni vlastnosti polynomi a jejich kotenii. Klicova
informace o polynomech je tzv. Zakladni véta algebry. Jeji ditkkaz se dozvite,
napi., pozdéji v komplexni analyze.

Véta 1 Zakladni véta algebry
Kazdy polynom, jehoz stupen je vétsi nebo roven 1, ma v komplexnim oboru
alespon jeden koren.

Jednoduchou matematickou indukci se z véty 1 odvodi nasledujici dilezity
disledek.

Lemma 2 KaZdy polynom p(z) stupné n md prdavé n kotent (pocitanych
véetné ndsobnosti), t.j. existuji navzdjem riznd komplexni ¢isla A\; € C,i =
1,...,k (uréend jednoznacéné az na permutaci jejich poradi) a prirozend cisla
ni, ..., Nk, tak Ze platt Z;‘?Zl n;=mna

p(2) = an 1:[1(2 — )",

kde a, je koeficient u nejoyssi (n-t€) mocniny polynomu p(z).

Pokud md polynom p redlné koeficienty, pak jsou bud koveny \; redlné,
nebo se vyskytuji ve dvojicich komplexnich cisel, které jsou navzdjem kom-
plexné sdruzené.

Toto lemma je dusledkem zakladni véty algebry a patii do analyzy (kde
jste ho uz jisté pouzivali pfi integraci raciondlnich funkci). Jeho odtivodnéni
neni tézké, takze ho jen stru¢né pripomeneme.



Existuje alespon jeden kofen polynomu p, oznacme ho napi. \;. Jak je
velmi dobfe zndmo, existuje série identit zacinajici vztahy

P —a®=(z—a)(z+a),?* —ad’=(z—a)Z®+az+d*),...

Pokud tyto identity pouzijeme pro rozdil p(z) — p(a), je vidét, Ze existuje
polynom ¢(z) stupné n — 1 takovy, ze p(z) = p(z) — p(A1) = (2 — A\1)q(z) pro
kazdé z € C. Nyni stac¢i pouzit indukéni predpoklad pro polynom gq.

Tvrzeni o polynomu s realnymi koeficienty plyne z predchoziho tvrzeni,
pokud si vS§imneme, Ze pro takovéto polynomy plati p(z) = p(z).
Poznamka:

1. Casto se pie rozklad polynomu p na kofenové ¢initele v trochu jiném

tvaru .
p(z) = an [T(z = Ap),
j=1
kde se ovSem koteny Ay, ..., \, vypisuji tolikrat za sebou, kolik je jejich
nasobnost.

2. Predpokladejme, ze polynom p je monicky, tj. ze koeficient a,, u nejvyssi
mocniny je roven jedné. Pak zifejmé ostatni koeficienty a; polynomu p
lze vypocitat pomoci kofentt \;. Naptiklad zfejmé plati

ap = (—1)"A\ ... Ay a1 = —(A1 4+ ..o+ ).
Umeéli byste napsat vzorecek, jak se vypocitaji ostatni koeficienty?

3. Je mozné si vS§imnout, ze vzorec pro ag presné odpovida vzorci pro de-
terminant diagonalni matice a vzorec pro a,_; presné odpovida vzorci
pro stopu diagonalni matice. Da se tedy ocekavat, ze by mohly exis-
tovat dalsi podobné pojmy jako determinant, ¢i stopa (tj. zobrazeni,
které maticim pfitadi ¢islo), odvozené z vzorcu pro koeficienty a; po-
moci kofenti, které by byly pro diagonalni matice definovany pomoci
vzorcll pro vypocet koeficientl a; pomoci kofentd, a které byly také
stejné pro podobné matice (a definovaly by tedy pfislusné pojmy pro
obecné linearni zobrazeni). To je opravdu pravda, ale nebudeme to v
prednasce probirat.



2.2 Spektrum operatoru

Definice 2 Predpoklidejme, Ze f je linedrni zobrazeni linedrniho vektoro-
vého prostoru V do sebe. Cislo \ se nazijvd vlastni ¢islo zobrazeni f, pokud
existuje vektor v € V,v # 0, takovy, Ze

flw)=X-v.

Vektor v se pak nazyvd vlastni vektor, odpovidagici vlastnimu ¢islu A. (Pro
pripad, Ze prostor V je prostor funkci, casto mluvime o vlastni funkci misto
o vlastnim vektoru). MnozZina vSech vlastnich cisel zobrazeni f se nazyvd
spektrum zobrazent f.

Priklad:

1. Necht V = R"™ a necht A je n X n matice realnych ¢isel. Pak zobrazeni
f, které (sloupcovému) vektoru x = (z1,...,z,)" € R" piifadi vektor
y=A-x € R" je zakladnim pfikladem linearniho zobrazeni v realnych
vektorovych prostorech. Vlastni ¢isla, resp. vlastni vektory f se obvykle
nazyvaji vlastni cisla, resp. vlastni vektory matice A. Totéz je pravda
pro n X n matice s komplexnimi prvky, které zadavaji typické linearni
zobrazeni z C" do sebe.

2. Necht V' je prostor vSech polynomu stupné nejvyse n a f je zobrazeni,
které kazdému polynomu ptiradi jeho derivaci (je jedno jestli uvazujeme
realnou nebo komplexni verzi). Jak vypada spektrum tohoto zobrazeni
a jaké jsou piislusné vlastni vektory (tj. vlastni funkce)? Jak se vlastné
daji najit vlastni ¢isla a spektrum linearniho zobrazeni?

3. Necht D = diag(ds,...,d,) je diagonalni (redlnd ¢ komplexni) ma-
tice, kterda ma na diagonale prvky di,...,d,. Pak kazdy element e¢; =
(0,...,1,...,0) (s jedni¢kou na i-tém misté) kanonické baze je zfejmé
vlastni vektor matice A a odpovidajici vlastni ¢islo je d;. Tedy spektrum
matice A je mnozina {dy,...,d,}.

4. Predpokladejme, Ze matice A je podobna matici B, tj. predpokladejme,
7e existuje reguldrni matice C' takovd, ze A = C~1- B-C. Je-li nenulovy
vektor x vlastnim vektorem matice A, odpovidajici vlastnimu ¢islu A,
pak v' := C-v je vlastni vektor matice B, odpovidajici témuz vlastnimu
¢islu A, nebot

Bv' =B-Cwo=C-(C""B-C)v=C-Av=C-(\) =\C-v) =\,
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Spektrum matice A je tedy stejné jako spektrum matice B. Vlastni
vektory stejné nejsou, ale prevadéji se na sebe pomoci matice C.

Podobné, je-li f:V — V linearni zobrazeni a je-li A matice zobrazeni
f vici néjaké bazi prostoru V, pak spektrum zobrazeni f je rovno spek-
tru matice A. (Oduvodnéte sami, ivaha je stejnd jako nahofe, misto
zobrazeni daného matici C' uvazujte isomorphism ¢ : V. — R"(C"),
dany volbou baze V| nakreslete si pfislusny komutativni diagram).

Tedy plati jednoduché, lec¢ dilezité tvrzeni.

Lemma 3 Podobné matice maji stejné spektrum. Je-li f linedrni zobrazent,
kterému odpovidd v néjaké bazi matice A, pak spektrum f je stejné jako
spektrum matice A.

Priklad:

5. Predpokladejme, Ze matice A je diagonalizovatelnd, tj. Ze je podobna
diagonalni matici D = diag(dy,...,d,). Pak spektrum matice A je
mnozina {di, ...,d,}. Pro takovéto matice se tedy jejich spektrum da
najit prevedenim na diagonélni tvar (pokud to ovSsem budeme umét).
Je kazda matice diagonalizovatelnd nebo existuji matice, které nejsou
pdoobné diagonalni matici? Existuji jiné zptsoby jak spektrum poci-
tat?

Véta 2 (Charakteristicky polynom zobrazeni)

Oznacme symbolem 1d identicke zobrazeni na vektorovém prostoru V. Je-li
f:V =V linedrni zobrazent, pak definujeme jeho charakteristicky polynom
p(A) vzorcem

p(A) :=det(f — A1d),

kde det je determinant prislusného linedrniho zobrazent.
Pak X € C je vlastni cislo zobrazent f pravé kdyzZ X\ je korenem prislusného
charakteristického polynomu.

Dikaz: Pripomenme si, ze determinant linearniho zobrazeni byl definovan
jako determinant libovolné matice, reprezentujici toto zobrazeni a ze nezavisel
na vybéru této matice (determinanty podobnych matic jsou stejné!). Vlastni
vektor zobrazeni f odpovidajici vlastnimu cislu A je totéz jako nenulovy
prvek v jadru zobrazeni f) := f — AId. Ale my uz vime, ze jadro linearniho
zobrazeni f) je trividlni pravé kdyz matice, které ho reprezentuje (v libovolné
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bazi) je regularni, coz je pravda pravé kdyz determinant zobrazeni f) je
nenulovy. O
Poznamka: Dalsi zptisob, jak najit spektrum linearniho zobrazeni f je tedy
nasledujici. Sta¢i zvolit bazi V| najit matici A zobrazeni f vici této bazi,
spocCitat determinant matice A — A\Id jako polynom v proménné A\ a najit
jeho vSechny kofeny (pokud toto vie budeme umét spocitat). Casto je linedrni
zobrazeni f uz zadano matici, takze prvni ¢ast tlohy odpada.

Véta 3 (Prosté spektrum)
Predpokladeyme, Ze charakteristicka rovnice linearniho zobrazeni f : V —
V' md vSechny koteny X\;,;i = 1,...,n navzdjem riuzné (tj. jednondsobné).
Oznacime-li pro v; libovolny vlastni vektor s vlastnim cislem \;,, 1 =1,...,n,
pak vy, ..., v, je baze V a matice zobrazeni f viuci této bazi je diagondlni
matice D = diag(Aq, ..., \n).

Dtikaz: Stupen charakteristického polynomu zobrazeni f je roven dimenzi
prostoru V. Podle pfedpokladi véty je tedy dimenze V' rovna n. Chceme
tedy ukdzat, ze mnozina vektora M = {v1,...,v,} je linedrné nezavisla.
Dokéazeme to sporem.

Predpokladejme, ze M je linedarné zavisld a necht W =< M > je jeji
linearni obal. Dimenzi W oznac¢me k, tedy k < n. Z mnoziny M lze vybrat
bazi W a mizeme predpokladat, ze vektory v mnoziné M jsou ocislovany tak,
ze {vy, ..., v} tvori bazi W. Vektor v je tedy linearni kombinaci vektori
{v1,..., 0}, t.j. existuji ¢isla ag, . . ., ag, takova, ze

k
Vg+1 = Z QU
J=1

Tedy plati také \p 101 = Zle Ak410;05. Na druhou stranu, pouzijeme-li
na vektor vy, zobrazeni f, pak dostaneme vztah

k k
Mt 1Vk41 = f(Up1) = Zajf(vj) = Z ;A V;.
=1 j=1

Tedy odectenim dostaneme 0 = Z?Zl a;[Ae+1—Aj]v; a protoze vy, . . ., g jsou
linedrné nezavislé, plati pro vSechna j = 1,..., k rovnost a; (A1 — A;) = 0.
Protoze podle predpokladu je spektrum zobrazeni f prosté, je o; = 0 pro
vsechna j =1,...,k a vp,1 = 0, coz je spor. O



Matice miize mit bazi z vlastnich vektort, i kdyz nemé prosté spektrum.
Diagonalizovatelna jsou i néktera linedrni zobrazeni, jejichz néktera vlastni
¢isla maji vyssi nasobnost. V fec¢i matic jsou to napt. vSechny matice podobné
libovolné diagonalni matici (kterd mize mit na diagonale cokoliv, napfiklad
jen jedno opakujici se ¢islo).

Je nutné si ale uvédomit, ze obecné mize byt mnozina vlastnich vektort
dané n xn malé a nemusi vzdy tvorit bazi prostoru R". Typicky je nésledujici
priklad.

1. Uvazme naptiklad 2 x 2 matici

1 1
J__<0 1).
Jeji charakteristicky polynom je ziejmé roven (1 — \)? a m4 ¢islo 1
jako dvojnasobny kofen. Vlastni vektory najdeme jako netrividlni prvky

jadra matice
0 1
J—M_<00>

Snadnym vypoctem zjistime, Ze vSechny vlastni vektory jsou nasobky
vektoru v = (1,0)". Tedy tato matice nemé bazi slozenou z vlastnich
vektorti.

Totéz se ukaze stejnym zptisobem pro matici
1 10
Jg - 0 1 1
0 0 1

a n xn matice J,, které jsou horni trojihelnikové a maji na diagonéale a
na horni vedlejsi diagonale jednicky a jinde nuly. Tyto matice se budou
vyskytovat zanedlouho v tzv. Jordanové kanonickém tvaru matice, jsou
to specialni pripady tzv. Jordanovych bunék.

2. V ptipadé redlnych vektorovych prostorti nemusi dokonce existovat ani
jeden vlastni vektor dané matice. Typickym prikladem je matice

A—< cos 6 Sinﬁ)

—sinf@ cos0

ktera odpovida rotaci o thel 6 v roviné. Pokud je tihel 6 v intervalu
< 0,7 >, pak zfejmé nemuze existovat zadny vlastni vektor matice A.
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Je-li 0 = /2, pak
0 1
a=(2 o)

jeji charakteristicky polynom je ziejmé A2 + 1 a ten mé kofeny =i.
Odpovidajici vlastni vektory najdeme jen, pokud budeme uvazovat A
jako zobrazeni z C* do C2. Obecné je pravda, Ze je-li V komplexni
vektorovy prostor, pak kazdé linearni zobrazeni V' do V' ma alespon
jeden vlastni vektor.

Lemma 4 Je-li V' komplexni vektorovy prostor a F' linedarni zobrazeni, pak
ma F' alespon jedno vlastni ¢islo a vlastni vektor.

Dtikaz: Charakteristicky polynom mé alespon jeden koren A, tedy linearni
zobrazeni F' — A\1d méa nulovy determinant a jeho jadro je tedy netrivialni.
Nenulovy prvek tohoto jadra je pak vlastni vektor pro vlastni ¢islo A. a

Pozndmka: Uz bylo zdiraznéno, ze rozklad polynomu na kofenové cinitele
je mozny jen v télese komplexnich ¢isel (to je jedna z jeho naprosto zékladnich
vlastnosti a divod pro neustalé a systematické pouzivani komplexnich ¢isel). I
v pripadé, ze A je komplexni ¢tvercova matice hleddme vlastni ¢isla a vlastni
vektory v komplexnim oboru. Charakteristicky polynom realné matice ma
realné koeficienty a tak vime, ze vlastni ¢isla s netrividlni imaginérni c¢asti
se vyskytuji vzdy ve dvojicich navzajem komplexné sdruzenych. Vsimnéte si,
Ze totéz plati i pro prislusné vlastni vektory: plati-li v € C", A-v = A v, pak
také plati A -7 = M. To plyne ihned ze znamé vlastnosti 12z = Z1 73, ktera
plati pro libovolna dvé komplexni cisla.

3 Jordanuv kanonicky tvar pro linearni zob-
razeni (matici).

Cilem celé této kapitoly bude popsat, jak pro dané linearni zobrazeni F' :
V +— V zvolit bazi V tak, aby matice F' pro tuto bazi byla co nejjednodussi.
Pro zobrazeni, jehoz spektrum je prosté jsme si jiz ukazali, ze prislusné vlastni
vektory tvori bazi a Ze v této bazi je matice prislusného zobrazeni diagonalni
(na diagondle jsou vlastni ¢isla). Toto je nejjednodussi piipad Jordanova
kanonického tvaru zobrazeni. Obecné je tloha popsat (a spocitat) Jordaniv
kanonicky tvar mnohem obtiznéjsi.



V celé této ¢asti berem (Etvercové) matice jako specidlni ptipad linearnich
zobrazeni. Kazda ¢tvercova matice A typu n X n urcuje linedrni zobrazeni Fu
z R™ do R™. Specielné tedy budeme mluvit o Jordanové kanonickém tvaru
matice.

V nasledujicim paragrafu tuto tlohu vyfesime pro nilpotentni zobrazeni.

3.1 Nilpotentni zobrazeni (matice)

Zakladni pripad, ktery je tieba pochopit, je pripad ostie hornich trojihel-
nikovych matic a jejich kanonického tvaru. Tyto matice maji jednoduchou
vlastnost, ktera je charakterizuje - pro kazdou horni trojihelnikovou matici
A existuje pfirozené &slo k takové ze A% = 0.

Definice 3 Nilpotentni zobrazeni

Rekneme, Ze linedrni zobrazeni F : V. — V je nilpotentni, pokud existuje
prirozené ¢islo k takové, Ze F* = 0. Nejmensi ¢islo, pro které toto plati se
nazyva stupen zobrazeni F.

Pozndamka: Pro dalsi tivahy bude podstatna tato posloupnost do sebe za-
fazenych podprostorit V' (platnost ptislusnych inklusi plyne ihned z definice
pfislusnych podprostori):

{0} CKerF CKerF?C ... CKer F¥ c Ker F¥*' C ...,
Pro piipad, ze F je nilpotentni fadu k, dostaneme
{0} CKer FCKerF2C...Cker F¥ =V.

Zaroven s touto posloupnosti inklusi je uzitecné uvazovat doplitkovou
posloupnost (odpovidajici inkluse plynou ihned z definice):

VoImF>ImF?> ... > ImF*={0}.

Z minulého semestru vime, Ze pro kazdé j = 1,...,k plati dim Ker F7 +
dimIm F? = dim V. Z toho napiiklad plyne, %e inkluse na odpovidajicich
si mistech téchto dvou posloupnosti jsou bud obé soucasné ostré, nebo obé
soucasné neostré.

Véta 4 Ekvivalentni podminka nilpotence
Linedrni zobrazeni F' je nilpotentni pravée kdyZ jediné vlastni cislo F' je nula.



Dikaz: Je-li F nilpotentni a v jeho vlastni vektor pro vlastni ¢islo A, pak
Fr) = Mo =0,tedy \*=0a \=0.

Predpokladejme naopak, Ze jsou vSechna vlastni ¢isla F' nulova. Dimense
V' je konecné, tedy v posloupnosti

{0 CKer FCKerF?C...CKer FF c Ker F*1 ...

nemohou byt vSechny inkluse ostré. Tedy existuje j prirozené, pro které plati
Ker F7 = Ker F7T!,

Pak také Im F7 = Im FV™! (vzpometiite si na vétu o souc¢tu dimensi jadra
a obrazu!). Zobrazeni F tedy zobrazuje podprostor Im F7 na sebe. ZtuZeni F
na Im F’ je tedy prosté. Pokud by Im F7 byl netrividlni podprostor, pak v
ném existuje vlastni vektor a odpovidajici vlastni ¢islo F' je nenulové (F' je
na Im F7 prosté!).

Tedy Im F7 = {0} a Ker FV = V. O

3.2 Primé soucty vektorovych prostorii.

V této Casti si struéné zopakujeme fakta o pfimjch souctech vektorovych pro-
stortl a zavedeme s nimi spojeny pojem blokového zapisu linearniho zobrazeni
(matice).

Definice 4 Primy soucet vektorovych podprostoru

Jsou-li V1, V4, dva podprostory V, pak linedrni obal L(Vy UV3) nazveme souc-
tem podprostori Vi a Va a oznacime Vi + V,. Tento soucet lze také vyjadrit
takto (rozmyslete si!):

Vi+Vo=H{veV|Tv € V],uy € Vo,v =11 + 13}

Pokud navic jeste plati, ze Vi N Vo = {0}, pak Tekneme, Ze podprostor
W =Vi + Vi je primy (direktni) soucet podprostori Vi a Va a oznacime to
symbolem

W=Vaol.

V tomto pripadé plati, Ze kaZdy element v € V' se dd napsat pravé jednim
zpusobem jako soucet v = vy + v9; v € V1,09 € Vi (proc?).

To umoznuge definovat prislusné projekce p1, ps na oba podprostory takto:
pi ViV — Vi 1 = 1,2 jsou linearni zobrazeni definované predpisem
pi(v) = v, pokud v = vy + vs.
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Analogicky (indukci) se definuje soucet Vi + ... + Vi a primy soucet
Vi & ... 3 Vi a odpovidajici projekce. Podminka pro primy soucet je, Ze
Vi (®;.;2V;) = {o} pro vsechna i =1,... n.

Priklad:
1. Nejjednodussi piiklad direktniho rozkladu prostoru na dva scitance je
rozklad R” = R* ® R, k + [ = n definovany vztahem
r=(21,...,2,) ER" =

r=2+2" 2 =(xv1,...,2), @ = (Tpi1,- -, Tn).

Totéz lze napsat pro slozitéjsi soucet R” = RF .. . oRM; 2:1 k; =n.

2. Rozmyslete si a nakreslete, ze R? nelze napsat jako pfimy soucet dvou
dvoudimenzionalnich podprostort (rovin). Nakreslete si pfipad, kdy
R3 je pfimym souc¢tem jednodimenzionalniho a dvoudimenzionalniho
podprostoru.

Definice 5 Blokovy zapis zobrazeni.

Predpokladeyme, z2e V =V @ Vo, W =Wy & Wy, a F : V. — W je linearnt

zobrazeni. Pak kazdé vy € Vi lze obraz F(vy) jednoznacné napsat ve tvaru

F(v1) = wy +wy; wy € Wi, wy € Wy, MuzZeme tedy definovat zobrazent

Fii : Vi — Wy a Fyy @ Vi — Wy predpisem Fii(vi) = wy, Fo(v1) = we.

Stejné se definuji zobrazeni Fis : Vo — Wy a Fog @ Vo — Wi,
Je-liv=uv+wvy €V, pak

F(v) = F(v1) + F(v2) = (Fui(v1) + Far(v1)) + (Fiz(va) + Fra(va)).

Symbolicky toto budeme zapisovat ve maticovém tvaru

F = (Fn F12)' F(v) _ (Fn F12) . (Ul) _ (FH(Ul) +F12(U2))
Fio Fy)’ Fy  Fy V2 Fo1(vy) + Fao(ve) ) -

Odpovidagici 2 x 2 matici budeme nazyvat blokovy zdpis zobrazeni F.
Analogicky (indukci) lze definovat blokovy zapis zobrazeni pro pripad slo-

zobrazeni F' representovano matici zobrazeni

F = (Fp)iZy oy Fyi o Vi— W

i=1,j=1
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Priklad: Nejjednodussi je pochopeni blokového zapisu linedrnich zobrazeni
v TfeCi matic. Predpokladejme, ze m x n matice A representuje prislusné
linearni zobrazeni z R™ do R™ a Ze mame dané rozklady

l t
R'=R"&...0R" Y k=nR"=R"@®...6R" Y s;=m.
j=1 j=1
Pak prislusny rozklad zobrazeni, odpovidajictho matici A, je dan prostym
rozdélenim matice na bloky prislusnych podmatic.
Pro jednoduchy ptipad 2 x 2 blokové matice vypada situace takto:

A:<A11 AlQ) x:<$1)
A21 A22 ’ X2

A-ZE:<A11 A12)_<$1):<A11'!E1+A12'$2)
Ay Ag T3 Aoy -1+ Ay -0 )

Formule pro blokové nasobeni je tedy stejna, jako by prislusné elementy byly

¢isla. Nesmi se ale zapomenout, ze kazdy jednotlivy soucin je v tomto pripadé
nasobeni pfislusnych podmatic!

Definice 6 Podprostor invariantni vzhledem k zobrazeni, nerozlo-
Zitelny podprostor
Predpoklddejme, e F : V. — V je linedrni zobrazeni. Rekneme, Ze podprostor
W C V' je invariantni podprostor vici zobrazeni F, pokud F' zobrazuje W do
sebe, t3. Im F* C W. Potom ma smysl mluvit o zuZeni zobrazeni na podprostor
W. Toto ziuzeni budeme znacit symbolem Fly : W — W.

Rekneme, Ze invariantni podprostor W je nerozloZitelny (& ireducibilnig)
vict F, pokud ho nelze napsat jako primy soucet jeho dvou invariantnich
podprostorii.

Priklad: Predpokladejme, Ze F' je dano matici A. Rozdélme R™ na pfimy
soucet R" = R* ® R!, k + [ = n a napi$me matici A v blokovém tvaru

A A
A — ( 11 12) .
Agp Agy

Rozmyslete si, Ze R¥ je invariantni podprostor pro zobrazeni A pravé kdyz
Agl = 0.

Obdobné plati, Ze oba podprostory R* a R! jsou invariantni vi¢i A prave
kdyz A je ,blokové diagonalni“, tj. Ajp = Ay = 0.

Totéz plati pro linedrni zobrazeni misto matic (zformulujte si sami!).

12



3.3 Jordanova bunka

Nasledujici jednoduché tvrzeni ukazuje, jak vypada baze, ktera odpovida tak
zvané Jordanové bunce.

Lemma 5 Predpoklidejme, Ze F' je zobrazeni z prostoru V do sebe a pred-
pokladejme, Ze existuji vektory vy, ..., v, prostoru V s vlastnosti

F(vg) = vg_1, F(vp_1) = vk—2y ..., F(v3) = vy, F(v1) = 0.

Oznacme symbolem W podprostor generovany vektory vy, . .., vg.
Pak W je invariantni podprostor V' pro zobrazeni F, vektory vy, ..., v
tvori jeho bazi, a matice zobrazeni F |y vici této bazi md tvar

0100 ... 00
0 01 0 ... 00
Je=1: i i
0000 ... 01
000 0 ... 00

Je to ostre horni trojihelnikova matice, ktera md na vedlejsi diagondle jed-
nicky a vsude pinde nuly. Matice Ji se nazyva Jordanova burika dimenze k.

Je mozné si rozmyslet, ze podprostory L; := L(vj, ..., v;) jsou invariantni
podprostory V' (ve skutecnosti uz zadné dalsi invariantni podprostory neexis-
tuji) a Ze V' se nedd rozlozit na pfimy soucet dvou invariantnich podprostori.

Dtikaz: Invariance podprostoru W plyne ihned z vlastnosti F' na mnoziné

generatort W. Linearni nezavislost vektorii vy, ..., v, si za chvili dokdzeme v
obecnéjsi situaci. Tvar matice F' vici bazi vy, . . ., v plyne okamzité z definice
matice zobrazeni vici bazi. O

Tyto avahy vedou k nasledujici definici.

Definice 7 Retézce vektort
Necht F : V. — V je linedrni zobrazeni, pak Tetézec vektori pro zobrazeni
F' je posloupnost nenulovych vektori vy, ..., vy, pro kterou plati F(vg) =
1, F(vp_1) = vgp_a,...,F(vg) = vy, F(v1) = 0. Retézec vektori budeme
strucné symbolicky znacit vy, — vy_y — ... — v, — 0. Cislo k nazveme délka
retézce.

Rekneme, Ze tetézec je mazimdini vetézec, pokud neni cdsti Zddného del-
stho tetézce. To je ekvivalentni s tim, Ze vy & Im F.
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Obecné budeme potiebovat nasledujici pomocné tvrzeni.

Lemma 6 Predpoklidejme, Ze je ddan systém retézci vici zobrazeni F' v pro-
storu V. Pak mnoZina vsech vektori daného systému retézci je linedrné neza-
visld pravé kdyz je nezdvisld ta skupina z nich, kterd lezi v Ker F' (t.7. mnoZina
koncovyjch vektori jednotlivych retezci).

Dukaz: Jedna implikace je trividlni (protoze kazdd podmnozina linedrné
nezavislé skupiny vektori je linedrné nezavisla).

Predpokladejme naopak, zZe je linedrné nezavisla ta skupina nenulovych
vektort vSech fetézct, ktera lezi v Ker F. Pokud by mnozina vsech vektort
vSech Tetézcti byla linearné zavisla, existuje jejich netrivalni linearni kombi-
nace, rovna nulovému vektoru.

Zapisme si vektory v jednotlivych fetézcich do sloupct nad sebe tak, ze
v8echny vektory v KerF' (koncové vektory jednotlivych Fetézcii) jsou napsany

vedle sebe na nejniz§im fadku a jsou oznaceny vi,...,v) , mnoZina jejich

vzorti je nad nimi na druhém fadku a jsou oznaceny v?, . . ., vgl, a tak dale, az

konecéné nejvyssi fadek obsahuje poc¢atecni vektory nejdelsich fetézcu (délky

k) vf, o ,v?k. Predpokladame, ze tedy s; > s > ... > s > 0 a ze F
J+1

zobrazuje vzdy vektor v; " na vektor vg pod nim.

Necht tedy existuji ¢isla o tak, Ze Z?;l S0 alv! = o. Predpokladejme
déle, ze vSechny koeficienty « jsou nulové pro fadky s indexem j = I+1, ...,k
a ze v [-tém Tadku existuje alespon jeden nenulovy koeficient, ktery oznacime
ajo. Pak 35y 300 olv! =0 a tedy i I O DU S olv!) = 0. Ale pak

LS s
FO-N alvl) = alv! =o.
1 i=1

j=11=

Z linearni nezavislosti prvniho netrividlniho radku diagramu ale plyne, ze
vSechny koeficienty o ... ,alSl jsou nulové, coz je spor. O

14



3.4 Jordanuv kanonicky tvar pro nilpotentni zobra-
zeni.

Véta 5 O struktufe nilpotentniho zobrazeni

Predpokladeyme, zZe F : V — V' je milpotentni zobrazent stupné k a dimV =
n. Pak existuji nezdpornd celd ¢isla nq,...,ny s vlastnosti Zlejnj =na
mazimdlni retézce vektori

k E—1 1
Vpg = Upp — oo = Upq — 0,

k k—1 1
Uk;7nk—>vk H...H'Uk;

Mk - 07

Tk

E—1 k-2 1
V11 7 V11 7 - or 7 V11 0,

MNe—1
2 1
Vg1 =7 VUgq — 0,

2 1
U?,HQ - U2,n2 - 07

1
vy — 0,

1
V) py — 0,

takové, Ze mnozina vSech nenulovych vektori vsech téchto Tetézci tvori bazi
prostoru V.

Matice zobrazeni F' vuci této bazi je blokové diagondlni a na diagondle
mda postupne ny Jordanovych bunék Ji, nip_y Jordanovych bunék J,_1, a tak
dadle, aZno Jordanovych bunék Jo a ny Jordanovych bunek Jy. Tento Jordaniv
tvar F' je jednoznacny az na potadi Jordanovych bloki na diagondle (poradi
zavist na potadi, ve kterém bereme jednotlivé Tetézce v celkové bazi). Obuykle
se pise Jordanidv tvar tak, Ze na diagondle jsou bloky serazeny sestupné podle
jejich dimenze (tento tvar je jednoznacny a je urcen jen Cisly ny aZ ny).
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Poznamka: Abychom dostali vyse uvedeny kanonicky Jordantv tvar zobra-
zeni F, musime vektory v fetézcich sefadit tak jako v Lemmatu 5, tj. nejdiiv
koncovy vektor z Ker F', pak jeho vzor, pak vzor jeho vzoru, atd., a pak
napsat postupné fetézce v jakémkoliv pofadi za sebe. Libovtile je prave ve
vybéru zapisu poradi jednotlivych fetézct v bazi V| a tato liboviile se projevi
v liboviili umisténi Jordanovych bunék na diagonale. Cisla ny, . . ., n; uréujici
pocet fetézci jednotlivych délek jsou ale urcena jednoznacné.

Je uzitecné si nakreslit pro zkoumané nilpotentni zobrazeni F' diagram, ve
kterém si nakreslime Fetézce do sloupci, postupné podle jejich délky (zkuste
si nakreslit obrazek pro pripad, kdy

dimV =13,n3 =2,ny =3,n; = 1.

Ovéite, ze prvni (zespodu) netrividlni fadka tohoto diagramu je base
podprostoru Ker F, prvni dvé fadky tvoii basi Ker F2, atd. Zkuste si na
obrazku uvédomit, jak vypadaji base prostorti Im F,Im F2,... a prostorti
ImFNKer F,ImF?NKerF,...

Duikaz: Pozadovanou sadu (maximdlnich) fetézci sestrojime postupné né-
sledujicim zptisobem (striktné vzato bychom méli pouzivat indukei). Nejdiive
si vezmeme libovolnou bazi podprostoru Im F*~! C Ker F, a oznadime ji
v,ivl, ey U/i,nk' To budou nejnizsi vektory, které doplnime pomoci prislusnych
vzoril (tyto vzory existuji, protoze vektory patii do Im F*~1) do n; fetézct
délky k.

Dalsi krok v konstrukci bude tento. Protoze Im F*~1 C Im F¥~2 N Ker F,
miizeme doplnit difve zvolenou bazi prostoru Im F*~! pomoci vektorii V115
<y Uk_1,,_, do bazi celého prostoru Im F*~2 N Ker F. Opét miizeme tyto
nejnizsi vektory doplnit na fetézce délky k£ — 1.

Stejné postupujeme dale, bazi prostoru Im F*~2 N Ker F, kterou jsme jiz
sestrojili, doplnime na bazi prostoru Im F¥=2NKer F' a nové pfidané vektory
doplnime na fetézce délky k£ — 2, atd., az nakonec ziskanou bazi prostoru
Im F' N Ker F' doplnime na bazi prostoru Ker F, posledné doplnéné vektory
uz budou samy tetézce délky 1.

Chtéli bychom nyni ukazat, ze mnozina vsech takto sestrojenych fetézci
tvori bazi prostoru V.

Pro diikaz linearni nezavislosti stac¢i pouzit Lemma 6, protoze konce Te-
tézcu tvori podle konstrukce bazi prostoru Ker F' a jsou tedy linearné neza-
vislé.

Abychom védéli, ze je to baze V| staci spocitat, ze pocet téchto vektort
je pravé n = dim V.
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Oznac¢me
o = dimKer F/ —dimKer F77! j =2,... k;0q = dimKer F.

Prohlidkou diagramu fetézcti se snadno piesvédéime, ze dim Ker FV je pocet
vektorit ve spodnich j fadcich a Ze tedy «; je pocet prvki v j-tém fadku.
Zaroven se z diagramu snadno vidi, ze postupné

nk = ap = dimIm F*1,

ng-1 = p_1 — oy, = dim(Im F*"2 N Ker F) — dim(Im F*~* N Ker F)

ny = ay — az = dim(Im F' N Ker F) — dim(Im F? N Ker F)
ny = oy — ay = dim Ker F' — dim(Im F' N Ker F).

Celkovy pocet vektoril v sestrojenych fetézcich je tedy
apk 4+ (g1 —ag)(k—=1) 4+ ...+ (g — a3)2+ (a1 — ) =

ar+ap 14 ...+ as+a; =dimKer F¥ = dim V.

(I

Poznamka: Je-li dimV = 4, pak existuje 5 typd nilpotentnich zobrazeni,
jejichz Jordanovy buriky maji postupné dimense {4}, {3,1},{2,2},{2,1,1},
{1,1,1,1}. To odpovida rozkladiim 4 = 4,4 = 3+1,4 = 2+2,4 = 2414+1,4 =
14141+ 1. Posledni pfipad (jediny) odpovida diagonalizovatelné matici (a
to matici obzavlast jednoduché, totiz trivialni matici).

Nakreslete si urcité odpovidajici diagram maximalnich fetézct v kazdém
z téchto péti pripadi. Udélejte si sami podobny rozbor v dimensi 2 a 3.

Cisla a; jsou v téchto jednotlivych piipadech rovna postupné

044:0(320422041:1; 0432042:17041:2;

ay=a1=2; as=1,00 =3; oy =4.

Dimense dim Ker FV jsou v téchto piipadech dany postupné posloupnostmi
(4,3,2,1); (4,3,2); (4,2); (4,3); (4).

Vsimnéte si, ze stupen k nilpotentnosti F' v téchto péti typech neni stejny,
rovna se postupné 4, 3,2, 2, 1.
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Tyto dimense jader mocnin F' jsou ¢isla, ktera lze spocitat nejdiiv. Staci
si napsat matici A zobrazeni I v libovolné bazi, spoc¢itat si jeji mocniny A7
a jejich hodnosti a vyuzit vztahu dim Ker F/ = n — h(A7). Z nich lze snadno
zpétné odvodit ¢isla o; a ndsobnosti n; Jordanovych bunék. Tento vypocet
je potfeba udélat nejdriv, jesté nez se zacne hledat podle Véty 5 baze, ve
které ma F' blokové diagonalni tvar s Jordanovymi burikami na diagonéle.

Véta 5 naznacuje, jak se prislusna baze da hledat. Zaruceny postup je ten,
ze se nejdriive najde typ rozkladu na invariantni podprostory (¢isla o, nj, viz
vyse) spocCita se prostor Ker ) v ném najde posloupnost podprostort

(Im F*"'NKer F) C (Im F*?NKer F) C ... (Im F NKer F) C Ker F.

Postupné se najde baze (Im F*~! N Ker F), doplni se na bazi (Im F*~2 N
Ker F'), atd. a postupné az na bazi celého Ker F. Tato skupina vektort jsou
koncové vektory prislusnych maximalnich fetézcti, ke kterym je tfeba najit
pifslusné vzory (v prostoru (Im F*~* N Ker F) jich musi byt k — 1, pro dalsi
doplnéné vektory v (Im F*~2 N Ker F) je jich k — 2, atd.).

Tento postup je sice jisty, ale hledani vzort vektori vyzaduje tesit pri-
slusné soustavy rovnic, coz je dost prace. Jednodussi, ale ne zcela zaruceny
postup je konstruovat prislusné retézce odshora. Jejich strukturu je tieba v
kazdém pripadé od zacatku znat a mit spocitanou. Pak vezmu o4 vektori v
Ker F* = V nahodné (&asto je dobré zkusit nejdiive prvky kanonické base)
a budu doufat, ze jejich obrazy pii zobrazeni F*~!, které se lehce spocitaj,
vyjdou linedrné nezavislé v Ker F'; pokud ne, je t¥eba volbu korigovat).

Podobné pak sestrojuji fetézce délky kratsi. Retézce délky jedna je tfeba
nakonec sestrojit doplnénim koncovych vektori uz sestrojenych fetézci do
base Ker F.

Pro priklady, které jsme schopni sami spocitat, se jedna zpravidla o nej-
vyse 4 X 4 matice a tam tento navod jiz zpravidla staci.

Priklad: Najdéte strukturu Jordanova kanonického tvaru matice

-12 5 4 2

0 0 0 O

A= =30 12 10 5
-12 6 4 2

Thned zjistime, Ze A? = 0, a Ze tedy je matice A nilpotentni matice stupné
2. Snadnym vypoctem zjistime, ze hodnost matice A je 2. Tedy dim Ker A = 2
adimKer A2 =4, 00 =4-2=2,a; =2,any, = 2,n; = 2—2 = 0. Matice m4
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tedy strukturu odpovidajici rozkladu 4 = 2 + 2, ma dva maximalni fetézce
délky 2 a zadné dalsi.

Staci tedy najit tyto dva retézce. Nejjednodussi je zkusit uhodnout po-
catecni vektory dvou fetézci. Stac¢i napi. zvolit dva vektory kanonické baze
a spocitat jejich obrazy pii zobrazeni F. Volba es, e3 funguje (obrazy jsou
linedrné nezavislé), ale napf. volba eg, e4 by nebyla pfipustnd, protoze jejich
obrazy jsou linearné zavislé.

Tedy v bazi F(ez), es, F'(e3), e3 odpovidd matici A blokova matice tvaru

01 0 0
J— (J2 0 ) {0 0 0 O
~\0 J/) |0 0 0 1
0 0 0 O
Pro kontrolu miizete zkusit, ze pro matici
5 0 4 0
0 1 0 0
¢= 12 0 10 1|’
6 0 4 0

jejiz sloupce tvoii soufadnice vektorfi vybrané baze plati J = C~tA C, neboli
A= C JC1. Pokud se vam nechce vypod&itavat inversni matici k C, ovéite
misto toho ekvivalentni vztah AC = C' J.

3.5 Jordanuv kanonicky tvar obecné matice.

Definice 8 Zobecnéné vlastni podprostory
Predpokldadeyme, Ze F : V. — V je linedrni zobrazeni a A\ je jeho vlastni cislo.
Oznacme I\ = F — \1d.

Zobecnény vlastni podprostor Vy zobrazent F, prislusny vlastnimu cislu A
je definovan takto:

Vii={veV|3 jeN, F(v) =0}

Definice 9 Retézce vektoru prislusné vlastnimu d¢islu, Jordanova
bunka

Prostor KerF\\{o} je prostor vlastnich vektori pro vlastni ¢islo \. Rekneme,
Ze posloupnost vy, — vp_1 — ... — vy je Tetézec pro vlastni c¢islo \, pokud v,
je vlastni vektor pro vlastni cislo A a plati

F(vg) = Mg + Vg1, F(vg—1) = M1 + Uk—g, ..., F(v2) = Avg + 01
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Ctvercovou matici J?\ typu m x m

A1 00 ...0
a_for1o0 0
0000 ... A

nazveme Jordanovou burikou rYadu m pro vlastni c¢islo \.

Pozndmka: Vsimnéte si, Ze zobrazeni F zachovava zobecnény vlastni pod-
prostor V) a zuzeni F na V) je nilpotentni zobrazeni (protoze ma vsechny
vlastni ¢isla nulovd, viz diikaz nasledujici véty). Jeho strukturu muzeme zjis-
tit postupem popsanym v minulém paragrafu. VSimnéte si také, ze fetézec
pro vlastni ¢islo A pro zobrazeni F je totéz jako Tetézec pro zobrazeni I\ na

Vi.

Lemma 7 O vlastnich podprostorech zobrazeni
Predpokladejme, Ze F' : V. — V je linedrni zobrazeni a A € Spec(F') je jeho
vlastni cislo. Oznacme symbolem F)\ linedrni zobrazeni F\ := F — \1d.

Pak existuje prirozené cislo k takove, Ze

{0} CKer Fy CKer F C ... C Ker Ff = Ker F{™ = ..,

VolmF,DImF} C...D0ImFf =ImFy™ = ...

a viechny inkluse jsou ostré. Navic jsou podprostory Ker F¥ a Im F¥ invari-
antni vuct F' 1 F\ a plati pro né

Ker FY @ Im Fyf = V.
Podprostor Ker F¥ je totozny se zobecnénym vlastni podprostorem V.

Dukaz: Prvni ostra inkluse v prvni posloupnosti lemmatu plati, protoze A
je vlastni ¢islo zobrazeni F' a tedy jadro Ker F)\ je netriviadlni. Protoze V ma
koneénou dimensi, existuje piirozené &islo k takové, ze Ker F¥ = Ker Fitt,
miZzeme vzit za k nejmensi ¢islo s touto vlastnosti. Pak je lehké vidét, ze
rovnosti jsou na viech dalsich mistech inklusi. Vskutku, rovnost Ker F¥ =
Ker FY™ je ekvivalentni s implikaci v € V, F¥*(v) = 0 = F¥(v) = 0. Je-li
tedy v € V, FY™2(v) = FfT(F\(v)) = 0, pak FF(Fy\(v)) = Ff™ = 0. Tedy
Ker FF*t = Ker Ff2 a podobné se postupuje dél indukei.
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Protoze dim Ker F’ i + dim Im F/{ = dim V, plati také pro druhou radu
inklusi pro Im F: i neostré nerovnosti pro mocniny mensi nez k a pocinaje
mocninou k plati rovnosti.

Invariance podprostorti Ker F¥ a Im F viici F se ukaze pomoci jednodu-
ché rovnosti

F(v) = FA\(v) + M.
Tedy je-li v € Ker F¥, pak

FY(F(v)) = Fy™(v) + MY (v) = 0,
Podobng, je-li v € Im F¥, pak ziejmé
F(v) = F\(v) + \v € Im F¥™! = Im FY}.

Invariance Ker Ff a Im F¥ vii¢i F) je pak snadny diisledek.

Dale dokaZzeme tvrzeni o pfimém souctu jadra a obrazu zobrazeni FY.
Z minulého semestru vime, Ze dim Ker F¥ + dim Im Ff = dim V. Stadi tedy
ukézat, ze Ker FY N Im F¥ = {0}. Pokud v € Ker F{ N Im FY, pak existuje
u € V takové, ze v = F¥(u) a v € Ker F¥. Pak F2*(u) = 0, tedy u € Ker F¥
a tedy v = 0.

Posledni tvrzeni plyne z toho, ze podle definice V) je sjednoceni vsech
podprostort KerF/{, 1=12.... a

Véta 6 Jordantv kanonicky tvar

Predpoklddejme, Ze F' : V. — V je linedrni zobrazeni a {\1,..., \x} je jeho
spektrum. Pak zobecnéné korenové podprostory Vy,,j =1,...,k jsou invari-
antni vuci zobrazeni ' a plati

V:V)\l@...@‘/}\k.

Tedy zobrazeni F je blokové diagondlni vzhledem k tomu rozkladu. Jsou-li
Ny, ..., Nk, (N1 +...+n, =dimV ) ndsobnosti vlastnich cisel Ay, ..., A\, pak
dim Vy, = n;.

Pro kazdé vlastni cislo A je zobrazeni F\ = F' — \1d zuZené na V) nilpo-
tentni a jeho baze retézciu a Jordanidv kanonicky tvar se dd urcit postupem
vysvétlenym v minulém paragrafu.

Existuje tedy pro kaZdé \ baze prostoru Vy z Tetézcu pro zobrazeni F).
V této bazi odpovidd zobrazeni F' (zuZené na V) blokové diagondlni matici,
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ktera md na diagondle Jordanovy burnky J{ ruznych radiu. Sjednoceni téchto
bazi pro vSechny vlastni cisla ze spektra F' je pak baze V.

Matice A zobrazeni F' vzhledem k popsané€ bazi je urcena jednoznacné az
na poradi jednotlivych Jordanovych bunék na diagondle. Matice A se nazyvd
se Jordanuv kanonicky tvar zobrazeni F.

Dukaz: Necht \; je jedno z vlastnich ¢isel zobrazeni F. Vime jiz, Ze existuje
prirozené Cislo k takové, ze vlastni podprostor V), pro vlastni ¢islo A\; je roven
Ker F{ aze Vi, ®ImFf = V.

Zuzeni F! zobrazeni F na W, := Im F /{“1 ma pak opét alespon jeden vlastni
vektor, oznac¢me ho \,. Stejné jako predtim napiseme W; = Im F' /{““1 jako primy
soucet zobecnéného vlastniho podprostoru (W;),, C W; pro zobrazeni F|y,
a obrazu (F|y,)* pro vhodné k. Chceme si nyni rozmyslet, ze (W;)y, se
rovna zobecnénému vlastnimu podprostoru V),. Je jasné, ze prvni prostor je
casti druhého. Staci tedy dokézat inkluzi

Vi, € (W1)a,-

Necht k; je pFirozené ¢islo, pro které Ker F' )lfj =V,
Piedpokladejme tedy, Ze existuje 7 € N takové, ze F{Q (v) = o, t.j. pfed-
pokladame, ze
V=0 = Vj1+— ... VU=V — 0

je Tetézec pro F),.
Pro zobrazeni F), zfejmé plati

Fy = F, + (Ao — M) 1d,

kde a := Ay — Ay # 0. Z binomické véty dostaneme pro v € Ker F: )’fl
k k k\ k1 k\ k22 k—1 k
Fy (v) = ofv + NE Fy,(v) + N F3 () + . 4 kaFy " (v) + Fy (v). (1)

Nyn{ dokdzeme (indukci), ze v; € Wy =Im FY¥, Vi =1,...,j.

Pro v; plati F),(v1) = 0, tedy rovnice (1) se redukuje na vztah F} (v1) =
o*vy. Protoze je o # 0, plati v; € Im F¥ .

Pro v, plati F3 (v2) = 0, tedy rovnice (1) se redukuje na vztah

k
FY (v2) = vy + <1>aklvl.
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Protoze je v; € Im FY , plati taky v, € Im F¥..

Takto postupné indukei dokaZeme, Ze i v = v; patii do Im F/{‘“l. Vime tedy,
ze Vi, ®ImFf =V, Vs, CWiy =ImF}, a Vi, & Im F2 = .

Stejné postupujeme dal pro vlastni ¢islo A3 a indukci dokédzeme tvrzeni
véty o pfimém souctu vlastnich podprostori.

Pro libovolné vlastni ¢islo A ma F), zuzené na V), jediné vlastni ¢islo,
a to nulu. Vskutku, pokud by existoval vektor v € V), pro ktery by platilo
Fla(v) = Nv, N # 0, pak 0 = F¥(v) = (V)*v, tedy v = 0. Je tedy podle
véty 4 nilpotentni. Najdeme pro V) bazi z fetézcl pro F), v ni ma matice
Fy, blokové diagonalni tvar; na diagonale jsou Jordanovy buiiky Ji. Sjed-
noceni bazi pro vSechny vlastni ¢isla je baze V, ve které ma matice I’ blokové
diagonélni tvar, na diagonale jsou Jordanovy buriky pro vlastni ¢isla F. Cha-
rakteristicky polynom F' je tedy mozné spocitat z Jordanova kanonického
tvaru, nasobnost vlastniho ¢isla A je zfejmé rovna dim V). O

Véta 7 (Hamilton-Cayley)
Oznac¢me p(\) charakteristicky polynom matice A, pak p(A) = 0.

Dtkaz: Jsou-lin;i=1,...,j,n=>,n; nasobnosti kofenu \;, polynomu
p(A), pak

pA) = (=1)" (A= A)" ... (A=),
Je zfejmé, ze matice A — \;Id,7 =1, ..., 7 spolu navzajem komutuji a ze na
jejich poradi ve vyrazu

p(A) = (-1)"(A— X \Id)" ... (A= A\ Id)"™
nezalezi.
Z definice zobecnénych kotfenovych podprostort V; plyne, ze dim V; = n;,
V=Vd...eoV,a(A—-\Id)v; =0 pro vSechny vektory v; € V;. Tedy i

p(A)(v;) = 0 pro vektory v; € V. Ale kazdy vektor v € V' se d& napsat jako
soucet v = vy + ...+ v;, tedy také p(A)(v) = 0. O

3.6 Exponenciela matice

Definice 10 Limita posloupnosti matic
Je-li B, posloupnost matic typu k x m, rekneme, Ze lim B, = B, pokud
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pro kazdé i =1,... k;j = 1,...,m plati lim,_.(B,);; = B;j. Podobné se
definuje pro matice soucet rady predpisem

> B, = lim Y By,
n=0 "0
pokud limita existuge.

Definice 11 Exponenciala matice
Pro libovolnou ctvercovou matici A definujeme exponencielu exp A takto:

exp = iO:OA"/(n!) .

Lemma 8 Pro libovolnou ctvercovou matici A exponenciela exp A existuje.

Dukaz: Odivodnéni patii do analyzy, a tak ho jen nazna¢ime. Necht je
matice A typu k x k. Z analyzy vite, ze z absolutni konvergence fady plyne
jeji konvergence obycejné a ze fada >, ™ /(n!) konverguje pro kazdé realné
¢islo x absolutné.

Norma ||A|| matice A se da definovat takto: ||A|| = max;;{|Ai;|}, plati
tedy pro kazdé i, j ze A;; < ||A||. Induke se snadno ukéze, ze

[(A™)y] < [|A™] < B"H] Al
Z toho ihned plyne, Ze pro kazdé 7, j je fada

> (A™)i/(nh)

n

konvergentni, tedy exp A existuje. a

Véta 8 Vlastnosti exponencialy matice

1. Pokud AB = BA, pak exp(A + B) = exp Aexp B.
2. exp Aexp(—A) =1d.

3. Pro diagondlni matici A = diag(Ay, ..., Ay) plati
exp A = diag (e,. .., e?*)).
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4. Pokud A = C~'BC, pak exp A= c 'exp BC.

Dukaz:
1.
exp(A+ B) = S (A+ BY/(p) = 3 3 plf(nl(p — m)) A" B =

SN A B o) = 330 AY/(nl) - B fml

p=0n=0 p=0m=0

S A"/(nl) > -B™/m! = exp Aexp B.

p=0 m=0
2. Je to dusledek (1), protoze A a —A komutuji.

3. Ziejmé A" = diag(A7, ..., A}), a tedy >0 A" /nl =
diag(exp(A4;), ..., exp(Ag).

4. Staci si uvédomit, ze
(C'*BC)*=C7'B"C.
Priklad: Pokud J, znaci Jordanovu k x k bunku, pak
exp(t(AId +.Jp)) = e exp(tJy) .

Ptitom exp(tJx) vypadé nasledovné: na hlavni mé diagonéle samé jednicky a

na dalsi hornich vedlejsich diagonaldch ma postupné ¢, ..., #;t2/2!, ... t2/2. . ;t*/k!.
Overte, ze pro libolnou horni trojihelnikovou matici A, kterd ma na di-

agondle ¢isla aq, ..., a; je matice exp(A) opét horni trojihelnikovd a ma na

diagonale c¢isla

al

e, ... e,

Pozndamka: Pted Casem jsme si pro diagonalizovatelné matice dokazali po-
zoruhodny vztah
detexp A = exp(Tr A).

S tim, co ted vime je jednoduché ovétit platnost tohoto vztahu pro libovolnou
matici!
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Vskutku, jiz dlouho vime, ze Tr(C~'AC) = Tr(A). Vsimnéte si, ze bod
(4) ukazuje, Ze detexp(C 1AC) = detexp(A). VySe uvedeny vztah staci
tedy ovérit pro matice v Jordanové kanonickém tvaru. To jsou ale horni
trojuhelnikové matice, které maji na diagonale vlastni ¢isla A;, ..., \; s na-
sobnostmi n4,...,n;. Z toho ihned plyne, Ze prava i levd strana vztahu se
rovnaji exp(niA; + ... +njA;).

3.6.1 Reseni soustav obycejnych linearnich diferencialnich
rovnic

Zkoumejme feSeni soustavy rovnic zapsané jako y = Ay, kde A je matice a y
a g predstavuji n-tice funkci zapsané jako sloupcové matice.

Lemma 9 Oznacime-li Y (t) = e, potom plati Y (t) = Ae™ a sloupce Y (t)
tvoTi fundamentadlni systém Teseni soustavy rovnic, tj. jsou nezdvisle, coz lze
snadno overit pro t = 0.

Resent soustavy Y (t) = e, s pocdtecnimi podminkami y(0) = yo je ddno
vztahem
Y (t) = ey,
Dtikaz: Plati
[Id+tA+2A%/20 . ) = A+tA% + (12 /2D A% + ... = Aexp(tA).

(I
Poznamka: Vyse uvedeny jednoduchy vzorec pro feseni soustavy linearnich
obyéejnych diferencidlnich rovnic jesté neni definitivni odpovéd. Problém je
v tom, Ze exponenciela matice je ddna nekoneénym souctem (alespori podle
definice) a tak neni feSeni napséno v explicitnim tvaru. Je tedy tfeba umét
exponencielu matice v popisu feSeni napsat pomoci elementarnich funkci ex-
plicitné. Je vice moznosti, jak to udélat.

Prvni z nich pouzivd Jordanova kanonického tvaru matice (v tom je jeho
vyznam a uzite¢nost). Vskutku, zndme-li Jordantv kanonicky tvar J matice
A, A= C71JC, pak exp(tA) = Ctexp(tJ)C. Matice J je blokové diagonalni
a jeji bloky maji tvar A Id +J;. Matice exp(t.J) je tedy také blokové diagonélni
a jeji jednotlivé bloky maji tvar e exp(t.J;,) popsany explicitné vyse.

Druhy mozny postup je nésledujici. Oznacime si \; vlastni ¢isla matice
A, tj. kofeny rovnice det(A — A\) = 0; dale oznacme v; jejich nasobnosti a
m jejich pocet. Vime jiz, ze zobecnéné kofenové podprostory V; = {v €
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R™ (A= \)" = 0} vytvaii cely prostor V' = R", tj. R" = G} Vi, a jejich
jedinym spoleénym prvkem je nulovy prvek tj. Vj # k 'V ﬂVk = 0. Je-li

v; € Vi, potom etty; = eMitA=A)ty, = ehit Z(A i) /(j))vi, kde pro j > v;
=0

je vyraz (A — X\;)7/(j!) v sumé nulova matice, tj. soucet je tvofen pouze

konecné mnoha nenulovymi ¢leny a je tedy zcela explicitni.

m
Kazdy vektor v € R" lze jednoznacné rozlozit na v = 3 v;, kde v; € Vj.
j=1
K urceni e sta¢i nyni najit pouze projektory (tj. zobrazeni), které vektoru
veR pﬁfadi odpovidajici v; € V;. Charakteristicky polynom matice A je

p(A) = H()\ Ai)Vi(=1)"™. Necht plati:

=1

1/p(A) =>_ Pi(N) Ai)7)

=1

kde P;(\) jsou polynomy stupné nejvyse v; — 1 (rozklad na parcialni zlomky).
Pak

m m

1= 3 PO)/(A = M) )p(d) = 3 PO [T - A

i=1 i=1 i#j
Jednotlivé séitance pak urc¢uji (dosazenim A misto \) hledané projektory,
které oznacime [];:
1= AT - )1,
i#]

nebot kazdy z nich je linedrni zobrazeni, jehoz jadro ( nulovy prostor ) tvori
linearni obal vSech V; pro j # i, a jejich soucet je identické zobrazeni. Potom
plati:

v;—1

eto = (] (v) + .. H Ze’\t z;) (A —N) /(N

1
Priklad: Reste soustavu rovnic:
U= Y2
Yo = —U
Tedy:
j= Ay, A= (_01 (1)) .
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Najdéme nejprve vlastni cisla A:
p(N) = +1=0,)\==i
/(N +1)=i/2(A+14) —i/2(\ — )
IL(A) =1/(20) (A +1i) = 1/(2i)(A+1i) =1/2 (1 _12)

Ty(A) = —1/(20)(A — i) = —1/(2i)(A — i) = 1/2 < g i)

—1

L1 0 /10
eAt:e”<0 1)H1(A)+e”<0 1)H2(A)

e =12 (1 EZ) +e"1/2 (_12 i)
At _ (( (e + ) /2 (et —e“)/(%)) _ < cost sint)

c ey /(—24) (eit +e7)/2 —sint  cost
Pozndmka: Povsimnéme si, ze e =1 pro t = 0.
Pozndmka: Pov§imnéme si, Ze A2 =—1:

ZA%’ /(i) —12 1)R2% /((2k))+

+AZ A2 /((2k + 1)!) = 1cost + Asint.

Piiklad: Reste soustavu rovnic:
o= Y2
Y2 = %

. 0 1

Povsimnéme si, Ze A% = 1. Vypodet exponencialy bude tedy moZno provést
primo:

Tedy:

ZAZ# /() —12#’?/ 2k)! +AZt2k“/ 2k +1)!) =

k=0
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= 1lcosht+ Asinht = (COSht Smht)

sinh¢ cosht

Pozndmka: Pro pocateéni podminky udané sloupcovym vektorem y(0) je
feSenim soustavy y(t) = e?y(0). V prvnim piikladu je tedy obecné feseni s

podateénimi podminkami y(0) = (gl )) udéno jako:
p

[ yicost+ysint )
y(t) = (—y1 sint + ys cost

Povsimnéme si, ze plati: yi(t)* + y2(t)?> = y? + y2, tedy trajektorie bodt
(y1(t), y2(t)) tvori kruznice se stfedem v pocatku, viz obrazek 77 vlevo.
Ve druhém ptipadé:

yy cosht 4 yo sinh t
y(t) = :
yysinht + yo cosh t

Povsimnéme si, Ze plati y1(t)? — y2(t)? = y} — 2, a tedy trajektorie bodi
(y1(t), y2(t)) vypadaji jako na obrazku ?? vpravo.

Bod [0, 0], ke kterému se feseni blizi a poté se zase vzdaluji (v Case, tj.
jako funkce t) se nazyva sedlovy bod.

4 Dualni prostory, dualni zobrazeni

4.1 Dualni prostor

Poznamka: 'V této kapitole budeme vsechna tvrzeni formulovat jen pro pti-
pad realnych vektorovych prostori a realnych zobrazeni mezi nimi. Vsechna
tvrzeni lze ovSsem naprosto stejné fict pro pripad, kdy bychom uvazovali kom-
plexni vektorové prostory a komplexni lineadrni zobrazeni mezi nimi; ptislus-
nou jednoduchou modifikaci si ¢tenaf (¢i posluchac¢) snadno doplni. VSechny
prostory ale budou kone¢né dimenze, lecktera tvrzeni nejsou pro linearni vek-
torové prostory nekonecné dimenze pravdiva!

Dilezita dohoda = oznadeni.

Doposud jsme pouzivali indexy jako dolni indexy ve vSech pripadech, pro
vektory base, soufadnice vektort, koeficienty matic, apod. Je uz ale vhodny
Cas, zaCit systematicky pouzivat typicky fyzikalni oznaceni, kdy se indexy
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umistuji dolu i nahoru a pfitom mé pfislusné konvence presny smysl. Zéaro-
ven toto oznaceni prispéje k jisté automatické kontrole spravnosti vzorct a
umozni u¢inné pouzivat Einsteinovu sumacni konvenci.

Dohodnéme se tedy, ze:

1. Je-li ey, ..., e, baze vektorového prostoru V, budeme jeji indexy psat
vzdy dole.
2. Jsou-li o!, ..., a" soufadnice vektoru v € V vii¢i néjaké bazi, budeme

prislusné indexy psat vzdy nahote.

3. Je-li A; matice linedarniho zobrazeni f, pak budeme jeji prvni, radkovy
index psat nahote a druhy, sloupcovy index psat dole. V tomto pripadé
pak neni tfeba striktné hlidat umisténi indexti, oba mohou byt nad
sebou.

Postupné pri probirani dalsich pojm® budeme tyto konvence dopliovat.
Jde o oznaceni typické v tensorovém poctu, ktery budeme probirat zane-

dlouho.

Definice 12 Dualni prostor
Je-li V' linedrni vektorovy prostor, pak prostor vsech linedrnich zobrazeni V
do R nazveme dualnim prostorem k prostoru V' a oznacime ho symbolem V*.
Prostor V* je opét linedrni vektorovy prostor (v minulé kapitole jsme se jiz
dozveédéli, ze prostor L(V, W) vsech linedrnich zobrazeni jednoho vektorového
prostoru V' do druhého vektorového prostoru W je linearni vektorovy prostor,
pripad V* je specialni pripad této situace).

Prvkim prostoru V* se casto 7ika linearni funkcionaly. Ve fyzice se také
¢asto pouzivd pro provky z prostoru V* ndzev kovektory (na rozdil od prvki z
V', kter€ se tradicné nazyvaji vektory).

Poznamka: Chtéli bychom nyni zjistit, jak souvisi dimenze vektorového pro-
storu V' a dimenze jeho dualu V* a zavést pojem dualnich bazi obou prostorii.
Reknéme si nejdiive jesté obecnéjsi fakt, tj. jakym zpiisobem se da jedno-
duse zjistit dimenze vektorového prostoru L(V, W) vSech linearnich zobrazeni
jednoho vektorového prostoru V' do druhého vektorového prostoru W. (Pfi-
pomenme si, ze L(V, W) :={f :V — W]|f je linearni}.)

Slovy se to d& popsat takto: Linedrni zobrazeni je jednoznac¢né urceno
svymi hodnotami na pevné zvolené bazi a tyto hodnoty lze zvolit libovolné.
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Lemma 10 Zvolme pevn€ bazi eq, . .., e, linedrniho vektorového prostoru V
a predpokladejme, Ze W je vektorovy prostor. Pak pro kaZdou n-tici vektori
wy, ..., w, €W existuje pravé jedno linedrni zobrazeni f € L(V, W), spliu-
jict podminky

flor) =wy, ..., f(vp) = wy.
Tatko definované pritazeni (zobrazeni) je isomorfismus linedrniho prostoru
n-tic W x ... x W (n-krdt) a prostoru L(V,W).

Dukaz: Predpokladajme, Ze je tedy dana n-tice vektoru wy, ..., w,. Defi-
nujme zobrazeni f : V — W nasledujicim zpiisobem.

Jelliv e Vajeli V=3, ae jeho rozklad do baze ey,...,e,, pak
definujeme hodnotu f(v) pfedpisem

flv) = Z alw;.

Je lehké ovétit, ze takto definované zobrazeni je linedrni a je zfejmé, ze je
jednoznacné urceno vybranymi vektory wy, ..., w,.

Takto definované pfifazeni (zobrazeni) z prostoru W x ... x W (n-krat)
do L(V,W) je zfejmé na (je-i f € L(V,W), pak staci zvolit w; = f(e;) a
pouzit linearitu f).

Zaroven je toto zobrazeni prosté, protoze rovnaji-li se dvé linearni zobra-
zeni na vektorech e;, které tvori bazi, rovnaji se diky linearité vSude. O

Definice 13 Dualni baze

Predpoklddejme, Ze eq, . . ., e, je baze vektoroveho prostoru V. Pak definujeme
proky €', ..., e" predpisem £'(e;) = 5;, kde 5; je Kroneckerovou delta.
Tato n-tice prvki €',... " se nazgvd dudlni baze (nebo presnéji baze

dudlni k bazi ey, . .., e,).
Lemma 11 1. Pro libovolné v € V,p € V* plati

v = Zai(v)ei, Y= ng(ei)si.

2. Vyse definované prvky el, ... " tvori bazi prostoru V*. Tedy dim V* =
n.
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8. Je-lip =3 be' € V* av=3,de, pak
o(v) = Zbio/.

Dukaz:

1. Kazdy vektor € V se d4 rozlozit do baze v = 3, a’e;, pouzitim funkci-
onalu €’ na obé strany rovnice dostaneme

elv) => a'd(e;) = Zo/éf =l

Podobng, je-li ¢ € V* a ozna¢ime-li ¢ := 3, p(e;)e’, pak pro kazdé
v €V plati

B(0) = Y ple)el(0) = p(X £ (v)e;) = p(v).

2. Je tieba ovefit, ze prvky €!,...,e" generuji celé V* a Ze jsou linearnd
nezavislé. Prvni tvrzeni je dokédzano v predchozim bodé. Pokud plati
pro ¢isla aq, ..., a, rovnost >, a;e* = 0, pak pro kazdé j dostaneme

0= Zaisi(ej) = ZGZCS; = a;.
3. Plati

o(v) = Z bl-ei(z Ozjej) = Z Z biajei(ej) = Z Z bl-ajéj» = Z bt
J i g P g i
O
Véta 9 Transformace dualni baze
Nechtey, ..., e,, resp. €),..., e jsoubaze V ael, ... e resp. (), ... ()"

jsou k nim dudlni baze V*. Oznacme symbolem E matici prechodu od baze
€1, 6 kbaziey, ... e .

eé = Z ejEij.
J
Pak plati:
1. (&) = Zj(E_l)éej,
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2. Pro soutadnice of, resp. (o')! vektoru v € V' a pro soufadnice a;, resp.
a; linedrniho funkciondlu ¢ € V* plati

(@) =3 (BN, ap =) a;B].
j

J

Dukaz:
1. Bazi (&)}, ..., (¢")" lze vyjadiit pomoci nec¢drkované baze, koeficienty
v rozkladu do baze €!, ..., " budou tvofit matici, kterou oznac¢ime F :

SEH
J
Pak dostaneme

0= () (e)) = S Fie (Y en ") =
k m
=Y Y FE"" (en) = DY FEME =Y FLEF.
k

k. m E m
Tedy souc¢in matic F - E se rovna jednotkové matice a tedy F = £~

2. Vime jiz, ze soufadnice o', resp. (o)’ vektoru v € V jsou dany vztahy
= Y, e'(v), resp. (/)" = 3,(¢')'(v). Pozadovany vztah je pak du-
sledkem bodu 1.

Presné stejné plati, ze souradnice a; kovektoru se pfi zméné baze trans-
formuji stejné jako prvky e; baze V, nebot a; = (e;).
O
Pozndamka: Pokud si napiseme vSechny ¢tyfi vzorecky pod sebe, vidime, ze
¢ =3¢k

()" =X;(E7h)5e,

(o) =55 (E71)5a,

a; =, ajEZ-j )

Je zrejmé, ze veliCiny, které maji index nahofe se transformuji pomoci
matice £~1, zatimco veli¢iny s indexy dole se transformuji pomoci matice
prechodu E. To se pak dobfe pamatuje a je to prvni ukazka transformacnich
vlastnosti tenzort.
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4.2 Dualni zobrazeni

Definice 14 Dualni zobrazeni
Predpokladeyme, Ze F :' V. — W je linedrni zobrazeni.
Pak definujeme dualni zobrazeni F* : W* — V* predpisem

[F(@)l(v) := (F(v)); p €W, veV.

Poznamka.

Vsimnéte si, ze dudlni zobrazeni piisobi v opacném sméru, zobrazuje W*
do V*! Je to zcela prirozené, pokud se vezme v iivahu nasledujici interpretace
duélniho zobrazeni F* : linearni funkcional ¢ € W* je podle definice linearni
zobrazeni z W do R. Prirozené definované slozené zobrazeni ¢ o F' je pak
ziejme linedrni funkcional na V' a tedy je to prvek z V*. Dudlni zobrazeni F*
je pak prosté prifazeni F™* : o — @ o F!

Néekdy byva ve fyzice zvykem oznacovat hodnotu linearni formy na vek-
toru symbolem podobnym symbolu pro skalarni souc¢in. Hodné ¢asté je ozna-
¢eni, které do fyziky zavedl P.A.M. Dirac - hodnota lineadrniho funkcionalu
w € V* na vektoru v € V znadil symbolem (w|v). Definujici vlastnost dual-
niho zobrazeni F* ke zobrazeni F' v tomto zapise 1ika, ze

(w|F(v)) = (F*(w)]v), (4)

pro vSechnav € V aw e W*.

Dirac pouzival jesté své vlastni specialni oznaceni pro linearni operatory,
hodnotu linedrniho zobrazeni F' na vektoru |v) € V znadil |F|v). Podobné
hodnotu dudlniho zobrazeni F™* na kovektoru (w| € W* znacil symbolem
(w|F| Vztah (4) v jeho znaceni vypada takto:

(w]Flv) = (w|Flv)!

V soutadnicich je to vlastné také tak. Jeli F' = F4 linearni zobrazeniz V = R"”
do W = R™, urc¢ené matici A :

Fa(v) :A-v:Zaévj,vER",

kde vektor v = {v?} je ztotoznén se sloupcem (matici nx 1), pak pro libovolny
kovektor w = {wy} € W* maji obé strany rovnice (4) tvar

> S waed
(2]
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Takze matice F' a F* vzhledem k odpovidajicim dualnim bazim jsou totozné.
Pokud bychom nepsali kovektory jako fadky (matice typu 1 x n), ale jako
sloupce (matice typu nx 1), pak matice zobrazeni F'* je transponovand matice
k matici zobrazeni F.

4.3 Druhy dual

Véta 10 Souvislost mezi prostory V a (V*)*
Ezistuje kanonicky (tj. na nezavisly na jakékoliv volbé bdze) isomorfismus ®
mezi V' a (V*)*. Tento isomorfismus je urcen vztahem

O(v)(v*) =v*(v), v eV, v" € V"
Dikaz: Je ziejmé, ze P je linearni zobrazeni mezi prostory stejné dimenze.
Staci tedy ukazat, ze je prosté.
Pokud by pro néjaké v € V platilo ®(v) = 0, pak podle definice pro kazdé
v* € V* plati v*(v) = 0. Z toho ale ihned plyne, Ze v = 0, nebot pro kazdé
v € V,v # 0 existuje v* € V* takové, Ze v*(v) = 0 (rozmyslete se sami,

napi. 1ze v vzit jako prvni element baze a za v* si vzit prvni element baze
dudlni). 0

5 Bilinearni a kvadratické formy

5.1 Bilinearni formy

Definice 15 Bilinearni forma
Jsou-li Vi, Vs vektorove prostory nad R, pak zobrazeni

B:V; xV, — R,
se nazyvd bilinearni forma, pokud pro kazdy vektor v; € Vi je zobrazeni
vg € Vo — B(vy,12) €R
linearni funkciondl na Vy a pokud pro kaZdy vektor vy € Vs je zobrazent
v € Vi — B(vy,12) €R

linedrni funkciondl na V;.
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Mnozinu vsech bilinedrnich forem z V- x W do R oznacime symbolem
B(V,W;R).

Jsou-li eq,...,e, resp. fi,..., fm baze Vi, resp. Vs, pak nazveme matici
Aij = B(ei7 fm)
matici bilinedrni formy B vuci zvolenym bazim.

Definice 16 Zakladni pojmy tykajici se bilinearnich forem
Predpoklddejme v definici 15 ddle, e Vi = Vo = V. Rekneme, Ze je bilinedrni
forma naVxV

1. symetricka, pokud plati B(vy1,vs) = B(ve, v1), V1,09 €V,
2. antisymetrickd, pokud plati B(vi,vy) = —B(ve, v1), Vuy,v9 € V.

MnoZzinu vsech symetrickych bilinedrnich forem zV x V do R oznacime
symbolem S(V') a mnoZinu viech antisymmetrickjch bilinedrnich forem z V x
V do R oznacime symbolem A(V).

Rekneme, Ze bilinedrni forma B na V x V je nedegenerovan, pokud jeji
matice A vici néekteré bazi (a tedy vici véem bazim) V' je requldrni.

Véta 11 Prostory S(V'), resp. A(V'), jsou podprostory B(V,V;R) a plati

S(V) @ A(V) = B(V, V;R).

(n+1)n
2

n(n—1) '

a dimenze A(V) je rovna ==

Dimenze S(V') je rovna

Duikaz: Kazdou bilinearni formu B € B(V,V;R) lze snadno napsat jako
soucet prvka z S(V) a A(V) :

B(v,w) = By(v,w) + Ba(v, w),
kde
1 1
Bs(va w) = 5(3(1}, w)+B(w7 U))a Ba(vv w) = Q(B(vv w)_B(wv U))? v,we V.
Je ziejmé, ze B; € S(V) a B, € A(V).
Pokud forma B patii do priniku S(V') a A(V'), pak pro vSechny v € V

plati B(w,v) = —B(w,v), tedy B je trivialni.
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Zvolime-li libovolné bazi V, pak matice B € S(V') jsou symetrické a ma-
tice B € A(V) jsou antisymetrické. Dimenze prostoru symetrickych, resp.
antisymetrickych, matic se snadno spocitaji, stac¢i si rozmyslet kolik prvki
dané matice mohu zvolit libovolné. a

Pozndamka: Symetrické bilinearni formy tvori obecny ramec pro rizné druhy
skalarnich soucini, které se neustale pouzivaji na vektorovych prostorech.
Tento druh bilinearnich zobrazeni je tedy mozno potkat nejcastéji. Na dru-
hou stranu, také antisymetrické bilinearni zobrazeni hraji zcela podstatnou
a zasadni roli v matematikcé formulaci klasické mechaniky a potkate je tam
pod nazvem symplektickd struktura na vektorovém prostoru.

Priklad: Typicky se setkdvame s nasledujicimi bilinedrnimi formami.
1. Jsou-li ¢,9 € V* dva linearni funkcionaly, pak jejich soucin
v,w €V = p(v)h(w)
je zfejmé bilinearni forma na V.

2. Je-li A;; matice typu n x n, pak

Oé,ﬁ eR" — ZAijaiﬁj

ij
je bilinearni forma na V = R".

3. Je-li V' prostor polynomi (funkci) v jedné proménné a je-li A(z,y)
funkce dvou proménnych, pak

fgev— [ [ Awy)rao) dzdy

je bilinearni forma na V.

Lemma 12 Zapis bilinearni formy pomoci matice
Budiz B bilinedrni forma pisobici na V- x W.

1. Je-liey,... ey, bazeV, fi,..., fm baze W, a je-li A;; = B(e;, e;) matice
B, pak pro vektory v =3, a'e; a w =3, 3 f; plati

B(Ul,’UQ) = ZAZ‘jOéiﬁj .
ij
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2. Pokud je E matice prechodu od baze {e,...,e,} k bazi {e},... e}
prostoru V, F' matice prechodu od baze { f1, ..., fm} kbazi {f],..., f..}
prostoru W, pak matice A" bilinedrniho zobrazeni B viuci ¢arkovanym
bazim md tvar

k 1ol
A;j = ZAklEi Fja
kl

neboli
A=F-A-F

Dukaz:

B(v.w) = B  a'e. Y 91) = Y. Y a'#Blei. f)) = Y aya'

2. Stadi dosadit vyjadieni e = 3, e, EF které definuje matici piechodu
FE, a podobny vyraz pro matici F' a pouzit bilinearitu zobrazeni B.
O

5.2 Kvadratické formy

Definice 17 Kvadraticka forma
Rekneme, Ze zobrazeni B z redlného vektorového prostoru V do R je kvadra-
tické, pokud existuje bilinedarni zobrazeni B : V X V — R takove, Ze

Q(v) = B(v,v),Yv € V.

Matici A;; = B(e;, ej) nazveme matici kvadratické formy vici bazi ey, . .., e,
prostoru V. Rekneme, Ze je kvadratickd forma nedegenerovand, pokud je jeji
matice requldrnz.

Pozndamka: Pokud je bilinearni zobrazeni B antisymetrické, pak je jemu
odpovidajici kvadratickd forma trividlni. Je tedy vidét, ze dvéma rtznym
bilinedrnim zobrazenim miize odpovidat tataz kvadraticka forma. Vztah mezi
bilinearnimi zobrazenimi a kvadratickymi formami je ale jednoznac¢ny, pokud
se omezime jen na symetricka bilinedrni zobrazeni.
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Lemma 13 O souvislosti mezi bilinearnimi formami a symetrickymi
kvadratickymi formami

Zobrazent, které symetrickému bilinedrnimu zobrazeni B priradi odpovidajici
kvadratickou formu Q, je vzajemné jednoznacné zobrazeni mnoziny symetric-
kych linearnich zobrazeni a kvadratickych forem.

Dukaz: Existuje jednoduchy vztah (polarizacni identita), ktery umoziuje
zrekonstruovat symetrické bilinedrni zobrazeni B ze znalosti pfislusné kvad-
ratické formy Q:

Blun. 1) = H{Q(01 + 1) — Qo) — Q(r2)} )

Pro dikaz staci rozepsat Q(v; + v9) = B(v; + v9,v1 + v3) pomoci relaci
linearity:

B(U1—|—U2,’U1+’U2) = B(U1+U2,’U1)+B(U1+’U2,’U2) = B(Ul, U1)+2B(’01,’02)+B(U2,’02) .

Vyuzili jsme predpokladanou symetrii B. a

5.3 Diagonalizace kvadratické formy

Kvadratickd forma mé v riznych bazich riznou matici. Standardni tloha je
najit bazi tak, aby tato matice byla co nejjednodussi. Zakladni fakt je, ze je
mozné najit bazi tak, aby tato matice byla diagonalni.

Definice 18 Predpoklddejme, Ze A je ctvercovd matice typu n X n. Nasledu-
jici dvé upravy matice A nazveme elementdrni symetricke upravy:

1. Nechti € {1,...,n}. Vyndsobime i-ty radek nenulovym cislem b a pak
vynasobime timtéz cislem b i-ty sloupec.

2. Necht i,j5 € {1,...,n} a b je libovolné redlné cislo. K i-tému tddku
matice A a pricteme b-ndsobek j-tého rddku a pak k i-tému sloupci a
pricteme b-nasobek j-tého sloupce.

Véta 12 1. KaZdou symetrickou matici lze elementdrnimi symetrickymsi
upravami prevest na diagondlni tvar.

2. Pro kaZdou symetrickou matici A existuje reqularni matice B takovd,
Ze B A B je diagondlni matice.
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Dikaz: Jako cviceni si sestrojte regularni matice B, které realizuji elemen-
tarni symetrické tipravy dané matice jako transformaci A — B* A B.

Dtikaz tvrzeni véty je vidét z nasledujiciho algoritmu pro pfevod matice
na diagonalni tvar:

1. pokud ay; # 0, pak pouzitim elementarnich symetrickych uprav lze
dosédhnout toho, ze v prvnim sloupci je jediny nenulovy prvek, a to aq;
(také v prvnim fadku vyjde jen jediny nenulovy ¢len, a to aj1, protoze
vysledna matice je symetrickd);

2. pokud je a;; = 0, ale existuje ¢ tak, ze a; # 0, pak vyménime po-
stupné prvni a i-ty fddek prvni a i-ty sloupec matice (pfesvedcete se,
Ze tato operace je slozenim Ctyf elementarnich symetrickych tprav);
vysledna matice bude mit nenulovy prvek v levém hornim rohu; dale
pak pokracujeme jako v predchozim bodu;

3. predpokladejme, ze matice A mé na diagonéle samé nuly; pokud je v
prvnim sloupci na i-tém misté nenulovy prvek (a ze symetrie matice
totéz plati o prvku v prvnim fadku na i-tém miste), pak pricteme ity
fadek k prvnimu radku a i-ty sloupec k prvnimu sloupci; touto elemen-
tarni symetrickou upravou dosahneme toho, zZe vyslednd matice ma v
levém hornim rohu nenulovy prvek; pak pokracujeme jako v prvnim

bodé;

4. Jestlize ma matice cely prvni sloupec (a tedy i cely prvni fadek) nulovy,
neprovadime zadné tpravy.

Vyse uvedenym postupem jsme dospéli k matici, kterd mé na druhém
az n-tém miste prvniho sloupce a prvniho fadku samé nuly. Pak stejnym
zpusobem upravujeme postupné druhy az n-ty fadek a druhy az n-ty sloupec
matice. Po konecném poctu kroku tedy dospé€jeme k diagonalni matici.

Vzhledem k tomu, Ze kazda elementarni symetricka tprava matice A se
realizuje jako transformace A — B! A B, je moZné definovat vyslednou matici
B jakou soucin jednotlivych dil¢ich matic odpovidajicich jednotlivym kroktim
ve vysSe popsaném algoritmu a vysledna diagonéalni matice D méa tvar D =
B'AB. O

Pokud chci vypocitat vyslednou matici B ve vysSe uvedeném algoritmu,
pak vyjdu od blokové matice (A,I) (kde I je jednotkova matice), elementar-
nimi symetrickymi upravami prejdeme od A k diagonalni matici D a soucasne
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prislusnymi fddkovymi tpravami pfevedeme matici I na matici B'. Matici
(A,T) tak pfevedeme na matici (D, B).

Véta 13 O diagonalizaci kvadratickych forem
Necht V' je redlny vektorovy prostor. Predpokldddjme, Ze B je symetrickd
bilinedrni forma na V.

Pak existuje baze V, pro kterou je matice formy B diagondlni. Prislusnd
kvadratickd forma md v této bazi eq,. .., e, tvar

Q) =Y NP, v=> da'e;, \; R,
a je tedy mozné ji normalizact baze prevést na pripad, kdy \; € {—1,0,1}.

Vsimnéte si, ze pokud délate prvni elementarni symetrickou tpravu (na-
sobeni ¢islem b) na i-tém misté diagonalni matice, vynasobi se pfislusny prvek
¢islem b%. Tedy neni mozné ménit znaménko prvku, jen jeho velikost.
Pozndamka: Pravé jsme si rozmysleli, ze pro kazdou kvadratickou formu @)
existuje baze, pro kterou je matice A formy () diagonalni a na diagonale ma
isla A\; € {—1,0,1}. Tzv. zdkon setrvacnosti kvadratickych forem fika, ze v
riznych bazich se mtze poradi téchto ¢isel na didgonale ménit, ale ze pocet
Cisel {—1,0,1} je nezavisly na volbé baze.

Véta 14 O setrvacnosti kvadratickych forem
Pro kazZdou redlnou kvadratickou formu Q) existuje baze, ve které md matice
A formy Q tvar A =diag(1,...,1,—1...,—-1,0...,0).

Oznacme n,., resp. n_, resp. ng pocet cisel 1, resp. —1, resp. 0 na diago-
ndle. Pak trojice (ny,n_,ng) nezdvisi na vybéru baze.

Tuto vétu dokazovat nebudeme.

Definice 19 Signatura formy, definitni a indefinitni formy
Necht Q je redlnd kvadratickd forma na redlném vektorovém prostoru V. Tro-
jgice cisel (ny,n_,ng) z véty o setrvacnosti kvadratickych forem se nazjvd
signaturou formy Q).

Rekneme, Ze Q je:

1. positivné (semi-)definitni, pokud Yv € V,v # 0, plati Q(v) > 0(> 0),

2. negativné (semi-)definitni, pokud Yv € V,v # 0, plati Q(v) < 0(< 0),
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3. indefinitni, pokud existuji vektory v,w € V, takové, Ze plati Q(v) <
0, Q(w) > 0.

Poznamka: Ziejmé plati, ze forma je positivné definitni pravé kdyz ma sig-
naturu (n,0,0) a positivné semidefinitni pravé kdyz ma signaturu (n,0, k).
Podobné pro (semi-)negativni formu.
Forma je zfejmé indefinitni pravé kdyz obé ¢isla n, a n_ jsou nenulova.
Je také ziejmé, ze skalarni soucin je totéz jako positivné definitni forma.
Existuje uzitecné kritérium, jak poznat, kdy je realna kvadraticka forma po-
sitivné definitni.

Véta 15 Sylvestrova
Je-li A matice redlné kvadratické formy na V', pak je tato forma positivné
definitni prdavée kdyz

det({A;}F._)) >0, k=1,...,n, n=dimV.

i,j=1

Tuto vétu nebudeme dokazovat.

5.4 Hermiteovské kvadratické formy

Pozndmka: Pro kvantovou mechaniku je podstatné rozumét dobie vlast-
nostem komplexnich linedrnich prostorti se skalarnim soucinem. Takovyto
skalarni soucin je modelem pro obecné seskvilinearni zobrazeni, které si nyni
budeme definovat.

Definice 20 (Bilinearni formy na C: seskvilinedrni, hermiteovské)
Je-li V' wvektorovy prostor nad C, pak zobrazeni F' : V — V nazveme antili-
nearni, pokud pro vsechny vy,vy € V, A € C plati

F(Ul + UQ) = F(Ul) + F(Ug), F()\Ul) = XF(Ul)
Necht' V. a W jsou dva vektorové prostory nad C. Rekneme, Ze
B:VxW—=C,

je seskvilinearni, pokud je linedrni v pruni proménné a antilinedrni v druhé
Promenne.
Rekneme, Ze seskvilinedrni zobrazeni B na V x V je hermiteovské, pokud
platt
B(vg,v1) = B(vy,v9); vy,v9 € V.
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Definice 21 Hermiteovska kvadraticka forma
Je-li B seskvilinearni forma na V' a je-li {ey,... ,e,} baze V, pak nazveme
matici

Aij = Blei, e5)

matict seskvilinedrniho zobrazeni B vici zvolené bazi.
Rekneme, Ze zobrazeni () : V — R je hermiteovska kvadraticka forma na
V., pokud existuje hermiteovska seskvilinedrni forma B, pro kterou plati

Q(v) = B(v,v), ve V.

Poznamka: Uvédomte si, Ze hermitovska kvadraticka forma musi mit na

celém V redlné hodnoty. Plati totiz Q(v) = B(v,v) = B(v,v); ve druhém
kroku jsme prohodili argumenty a pouzili hermitovskost seskvilinearni formy.

Lemma 14 Zobrazeni, které hermiteovske kvadratické formeé Q) pritadi od-
povidagici hermiteovskou seskvilinedrni formu B je vzdjemné jednoznacné.

Dikaz: Toto tvrzeni je analogii lemmatu 13 pro komplexni prostory. Po-
kud pouZzijeme ptfimo vztah (5), dostaneme s vyuzitim hermiteovskosti B

Qv +v9) — Q(v1) — Q(ve) = 2 ReB(vq, v2) .

Abychom pomoci () zrekonstruovali i imaginarni ¢ast B, budeme misto ¢Q(v;+
v9) zkoumat Q(vy + ivs). Dostaneme vztah

B(Ul + iUg,Ul + ivz) = B(Ul,’l}l) + B(Ug,’l}z) + iB(Ug,Ul) — iB(Ul,Uz) =

Q(v1 +ivg) — Q(v1) — Q(v2) = 2 ImB(vy, v) .

Kdyz slozime realnou a imaginarni ¢ast dostaneme celkem

B(vi,vs) = %{Q(Ul + v2) — Q(v1) — Q(v2) — i[Q(vy + ivy) — Q(v1) — Q(v2)]} .

Poznamka: Vidime tedy, ze v komplexnich prostorech piebiraji tlohu sy-
metrickych a bilinearnich forem formy hermiteovské a seskvilinearni.
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Definice 22 Hermiteovska matice, unitarni matice
Necht A je n x n matice komplexnich cisel.
Rekneme, Ze matice A je hermiteovskd (resp. anti-hermiteovskd), pokud
platt
At = A, tj. Ay = Ay
resp.

A=A, tj. A;=—A

ij-

Rekneme, Ze matice A je unitdrni, pokud plati
At = A7

Pozndmka: Hermiteovské a unitarni matice (resp. operatory) hraji podstat-
nou roli v linearni algebfe na komplexnich vektorovych prostorech. Vsimnéte
si, ze ziejmé plati, Ze exponenciela exp A anti-hemiteovské matice A je uni-
tarni, nebot zfejmé plati

(exp A)t) = exp(Af) = exp(—A) = (exp A) .

Poznamka: Podle definice hermiteovské seskvilinearni formy je zfejmeé jeji
matice v libovolné bazi hermiteovska.

Priklad: Podobné jako u symetrickych forem na realnych prostorech jsou
dva nejjednodussi priklady tyto:

1. Je-li A;; hermiteovskd matice typu n x n, pak

a, ﬁ e R" — ZAZ]O/E
ij
je hermiteovska forma na V' = R"™.
2. Je-li V prostor polynomt (funkci) v jedné proménné s komplexnimi

hodnotami a je-li A(x,y) komplexni funkce dvou (redlnych) promén-
nych, pro kterou plati A(y,z) = A(z,y), pak

fgev = [ [ Al drdy

je hermiteovska forma na V.
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5.5 Ortogonalné diagonalizovatelné zobrazeni.

Predpokladejme, ze V' je vektorovy prostor se zadanym skaldrnim soucinem.
Nejjednodussi (a nejdulezitéjsi) linedrni zobrazeni f z vektorového prostoru
V' do sebe jsou zobrazeni, jejichz matice D v néjaké ortonormalni bazi je
diagonalni. Takovym zobrazenim budeme fikat ortogonalné diagonalizova-
telné. Vektory prislusné ortonormalni baze jsou tedy (normalizované) vlastni
vektory f a odpovidajici vlastni cisla jsou pravé ¢isl a na diagonale matice
D.

Ted si popiSeme, jak takova zobrazeni vypadaji. PFipometime si, Ze zob-
razeni f*:V — V dudlni (adjungované) k zobrazeni f : V +— V je charakte-
rizovano vztahem (f(v),w) = (v, f * (w)) pro vSechna v, w € V. Zobrazeni f
je samoadjungované, pokud f = f*. Pokud si napiS§eme matici A zobrazeni f
a matici B adjungovaného zobrazeni f* vzhledem k ortonormalni bazi, pak
B = (A)!. V redlném piipadé je tedy matice A samoadjungovaného zobrazeni
f vadi libovolné ortonormalni bazi symetricka, v komplexnim pripadé je to
matice Hermitovska.

Definice 23 Necht V' je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (nad R
nebo nad C). Rekneme, Ze zobrazeni f : V +— V je normdini, pokud f f* =

frr

Je ihned vidét, Ze mezi normalni zobrazeni patii v realném pripadé zob-
razeni symetrické a antisymetrické a ortogonalni, v komplexnim ptipadé Her-
mitovské, anti-Hermitovské a unitarni, které splnuji podminku f* = f, resp.

fr=—f resp. f*=f""

Véta 16 Necht V' je vektorovy prostor se skaldarnim soucinem (nad R nebo
nad C). Zobrazeni f : V +— V je ortogondlné diagonalizovatelné prave kdyz
je normdlni.

Dukaz:
1. Nejdrive si rozmyslime, ze kazdé ortogonalné diagonalizovatelné zobrazeni
je normalni. V redlném pripadé je to jednoduché. Kazda diagonalni matice
je symetricka, tedy samoadjungovana, a tedy normalni.

V komplexnim pripadé je mozné postupovat takto. Kazdé zobrazeni f :
V + V lze napsat pravé jednim zpusobem jako soudet f = f*if~, kde
fta f~ jsou samoadjungované (tedy if~ je anitsamodajungované). Staci vzit
fr=3(f+/f")af =5(f—f). Jednoznacnost rozkladu je zfejma z toho,
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Ze zobrazeni, které je soucasné samoadjungované a antisamoadjungované je
nutné trivialni.

Matice D zobrazeni f ve vhodné ortonormalni bazi je tedy diagonalni.
MiiZeme ji napsat ve tvaru D = Dy + i Dy, kde Dy, D5 jsou realné diagonalni
matice. Matice Dy, D, jsou Hermitovské. Diky jednoznacnosti rozkladu tedy
Dy musi byt matice f* a Dy musi byt matice f~. Matice f* = f* —if~ je
Dy —iDs, tedy f a f* spolu komutuji.

2. Predpokladejme naopak, ze f je normalni zobrazeni. Je-li v € V, pak

{(f(0), f(0)) = (v, fx [(v)) = (v, [ f + (v)) = ([ * (v), [+ (v)),

tedy /()] = |f * (V)] ]

Protoze (f — AId)* = f x —\1d, je také zobrazeni (f — AId) normalni.
Tedy |f(v) — Av| = |f*(v) — Av|. Je-li tedy v vlastni vektor f s vlastnim
islem A, je v vlastni vektor fx s vlastnim &slem ).

Ted uz dokdzeme diagonalizovatelnost f indukci. Pfepokladejme nejdiive,
ze vektorovy prostor V' je komplexni vektorovy prostor. Existuje alespon
jeden vlastni vektor v s vlastnim ¢islem A. Ozna¢me W = {w € V|[{(w,v) = 0.
Zobrazeni f zachovava prostor W, protoze pro libovolné w € W plati

(f(w),v) = (w, [ *(v)) = (w, ) = 0.

Zazeni zobrazeni f na W je opét normélni, tedy indukeci sestrojime ortogo-
nalni bazi z vlastnich vektort pro f. Normalizaci pak dostaneme ortonormalni
bazi s vlastnosti, ze matice f v této bazi je diagonalni.

V redlném piipadé budu uvazovat readlnou matici A zobrazeni f v né-
jaké ortonormalni bazi. Matice A zadava také zobrazeni z C" do sebe (kde
n = dim V'), které je normalni. Pro néj najdu ptislusnou ortonormélni bazi
vlastnich vektorii a presvédc¢im se, ze tyto vlastni vektory lezi v R™. O

6 Tenzory

6.1 Definice

Poznamka. Tenzory patil mezi bézny matematicky aparat ve fyzice. Za-
kladnim prikladem tenzort jsou vektory, ale nejjednodussi piiklad tenzoru

vvvvvv

patii linearni funkciondly, linedrni zobrazeni (nebo napf. tzv. Kroneckerovo
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delta) a kvadratické formy. VSechny tyto matematické veli¢iny jsou jen spe-
cidlnimi (a to velmi jednoduchymi) piipady tenzori. Ve fyzice potkate také
napf. tenzor kiivosti R;jj(v obecné teorii relativity) metricky tenzor g,
tensor 7}, hustoty energie a hybnosti, tenzor setrvacnosti ;;, tenzor napéti
a deformace (v klasické mechanice) a mnoho jinych. Dalsim matematickym
prikladem tenzoru je determinant, ktery jsme probirali v minulém semestru.
Nejprve si vzdy fekneme obecnou (bezsouradnicovou) definici pfislusnych
pojmi a pak si ukdzeme, jak prislusnou veli¢inu popsat v soutfadnicich, tj. ve
zvolené bazi.

Pro poradek je vhodné doptfedu upozornit, ze budeme probirat jen alge-
braickou ¢ast prislusnych definic. To je podobné tomu, Ze jsme od zacatku
probirali v algebfe pojem vektoru, ale nemluvili jsme o vektorovych polich,
které jste uz urcité také potkali. V budoucnu budete podobné potkavat nejen
tenzory, ale také tenzorova pole. Praveé tak, jako je vektorové pole zobrazeni,
které kazdému bodu prostoru (na kterém vSe uvazujete) prifadi vektor v
tomto vybraném bodé, je také tenzorové pole zobrazeni, které zévisi na bodé
prostoru, které kazdému bodu prostoru prifadi tenzor v daném bodé. Samo-
zfejmou podminkou je, Ze musim umét (jako tomu bylo pro vektory) kazdému
bodu prostoru prifadit ptislusny prostor tenzori. To je nejlépe si predstavit
tak, ze kazdy bod naseho uvazovaného prostoru (¢i dokonce prostorocasu)
mé svuj zvlastni tecny prostor, coz je vektorovy prostor (predstavte si pro
nazornost napft. dvourozmérnou plochu v prostoru a a jeji tecny prostor v
kazdém bodé). Tento vektorovy prostor je pak zékladni prostor, ze kterého
pak vytvorime tensorovy prostor v tomto daném bodé. Hodnota tenzorového
pole v tomto daném bodé pak musi byt v tomto tenzorovém prostoru.

Matematickd motivace pro zavedeni tenzort je jina, ale pravé tak funda-
mentalni. Uz jste si asi dobte zvykli, Ze prvky vektorového prostoru umim
sCitat a nasobit ¢islem. Ale pravé tak jsme mnohokrat fikali, ze vektory ne-
umim nasobit mezi sebou. Umim ovSem napf. nasobit funkce mezi sebou.

Nasledujici priklad je naprosto typicky pro motivaci tzv. tenzorového sou-
¢inu. Jsou-li @ € V* a f € W* dva linearni funkcionély, pak jejich ’soucin’
mohu zcela pfirozeny definovat jako bilinearni zobrazeni ¢ : z prostoru V x W
do R, dané ptedpisem ¢(v, w) = a(v)F(w), kde v € V,w € W. Sou¢inem dvou
linearnich funkcionalt neni tedy opét linearni funkcional, ale bilinearni funk-
cional. To vede okamzité k nasledujici definici.

Definice. Necht V* a W* jsou dudly ke dvéma vektorovym prostortim.
Pak tenzorovy sou¢in V* ® W* je definovan jako prostor L(V, W) vSech bili-
nearnich zobrazeni kartézského soucinu V' x W do realnych cisel.
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Jsou-li @« € V* a B € W* dva dané linearni funkcionaly, pak jejich ten-
zorovy soucin a ® # € V* @ W* je definovan jako bilinearni zobrazeni, které
kazdé dvojici vektorti (v, w) € V x W prifadi ¢islo [a® (](v, w) := a(v)F(w).

Jako obvykle je na mnoziné V*®@W* definovan prirozenym zptisobem sou-
¢et dvou prvku a nasobek prvku realnym ¢islem. (Prvky tenzorového soucinu
jsou definovany jako jakési zvlastni, specialni, tj. bilinearni, zobrazeni na kar-
tézském soucinu V' x W, a jejich soucin se definuje tak, jak se vzdy definuje
soudin funkci, napiste si sami definici jako cviceni!).

Lemma 4.1

(1) Prostor V* ® W* je vektorovy prostor.

(2) Jsou-li {e'}, i =1,...,n, resp. {¢/}, j = 1,...,m baze prostoru V*,
resp. W*, pak e @ ¢/, i=1,...,n;j5 = 1,...,m je baze prostoru V* @ W*;

(3) Libovolny prvek 7" € V* @ W se da (jednozna¢ny) napsat ve tvaru

T =Y Ty @, T =T(e f;),

ij

kde {e;},i=1,...,nresp. {f;}, 7 =1,...,m jsou dudlni baze prostoru V,
resp. W. Cisla Tj; se nazjvaji soutadnice tenzoru 7' vzhledem ke zvolenym
bazim.

(4) dim V* @ W* = dim V* - dim W*.

Dukaz.

(1) Uz jsme toto dokazali v kapitole o bilinearnich zobrazenich.

(2) Musime si, jako obvykle, uvédomit, Ze navrhovana baze je skupina
linedrny nezavislych vektori a ze generuji cely prostor.

(i) Linedrni nezavislost: Predpokladejme, ze existuji realna ¢isla a;;, pro
kterd plati 3,5 ;6" ® ¢/ = 0. Zvolme 4,5 pevny. Do tohoto (trivialniho)
bilinedrniho zobrazeni mizeme dosadit dvojici vektori e;, f; a dostaneme

0= Zakl[ek ® (pl](eia f]) - Zakl(slkéé = Qy;.
kl Kl

(i) Generuji cely prostor: Je-1i T' libovolny prvek V*@W™*, pak sta¢i ovéfit
tvrzeni (3) v lemmatu. Pro to sta¢i ukazat, ze bilinedrni zobrazeni na obou
strandch rovnosti maji stejné hodnoty na vSech dvojicich vektoru (v,w) €

V' x W. Zvolme takovouto dvojici (v,w). Pak vime, ze v = 3, &'(v)e;, w =

> ¢’ (w) f;. Pak ale

T(v,w) =T e W)er, D@’ (w)fy) =3 ()¢’ W)T(es, ;) = 3 Tyjle'@¢’) (v, w)

i i
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(4) Zfejmé.

Lemma 4.2 Pfedpoklddejme, ze {e;}, {e}}, resp. {f;},{f}}, jsou dvojice
bazi prostort V, resp. W, a E}, resp. Flj jsou pfislusné matice pfechodu mezi
tymito bazemi, tj. e; = X Efey, f; =3, Ffe.

Pak pro soufadnice 77, T;; plat1

50
=2 > TuE'F;.
(]

Diikaz. Pro outadnice T; plati

z’ ] = ZEkek,ZElel ZZTklEZkP}l

i

T’:

Poznamka.

(1) Pravé jsem se naudili, co znamend tenzorovy soucin V* @ W* dvou
dualnich vektorovych prostort. Je mozné definovat také soucin V ® W pro
libovolné vektorové prostory, nebo to bylo mozné jen pro dudly? Otéazka je
jednoduché a odpovéd uz zndme. Kazdy vektorovy prostor je zaroven také
duélem, a to dudlem svého duélu, nebot V ~ (V*)* tyto prostory se daji
kanonicky ztotoznit. Tady je mozné definovat V ® W jako prostor vsech
bilinedrnich zobrazeni kartézského soucinu V*xW* doR: VW = (V*)*®
(W*)* ~ L(V*, W*)

(2) Obdobny jako tenzorovy soucin dvou prostori 1ze definovat tenzorovy
soucin kone¢ny mnoha vektorovych prostori. Prostor V} ® ... ® V} je defino-
van jako prostor L(V{*,..., V") vSech multilinearnich zobrazeni kartézského
soufinu Vi* x ... x V¥ do redlnych ¢isel. (Napiste si jako cviceni definici mul-
tilinearniho zobrazeni, definujte operace sc¢itani a nasobeni realnym c¢islem a
a dokazte, Ze je to vektorovy prostor!)

Presny stejny jako pro dva cinitele 1ze dokazat, ze:

(i) Jsou-li
{ei},ii=1,...,n; ...;{efk}, ir=1,...,n;
postupné baze prostorua Vi,..., Vs, pak
e}1® ®6W nw=1,...,n..50.=1,...,ng

je baze soucinu V; ®...®Vj a dimenze soucinu je soucin dimenzi jednotlivych
prostort.
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(ii) Obecny prvek 7' € V] ® ... ® Vj, lze jednozna¢né napsat ve tvaru
T=3 Thie @.. . @c.

11...0%

Koeficienty 7% se nazjvaji soufadnice prvku 7 vzhledem ke zvolenym
bazim.

(iii) Pro zjednoduseni a prehlednost zapisu budeme pouzivat nadale po-
pularni a uzitecnou Einsteinovu sumacni konvenci, ktera fika, ze kdykoliv se
v néjaké formuli vyskytnou dva stejné indexy (standardné jeden nahote a
jeden dole), pak se pfes né automaticky s¢ita, aniz by se vypisoval znak >
pro soucet. Predchozi formule se napt. zapise takto:

_ ity 1 k
T=T e, ®...Q¢€; .

(iv) Jsou-li £}, j =1,..., k matice pfechodu od bazi egj k bazim e’{j, tj.

pokud '
el =EYel . j=1,...k
J J J
pak o
T/u...zk —— 1N (Efl)illl o (Efl)ifk’

kde jiz pouzivame Einsteinovu sumacni konvenci.

(v) Pro poradek a pfipomenuti si zopakujme, Ze je-li F' matice pfechodu
od baze e; k bazi €/;, tj. pokud ¢ = E"e,,, pak F' = E~! je matice pfechodu
od dudlni baze ' k dualni bazi €7, tj. € = Fie" a § = ELFF.

6.2 Tenzorova algebra.

Definice Nechf V' je pevny zvoleny vektorovy prostor a V* jeho duéal, necht
k, 1 jsou dvé dand nezaporna cela ¢isla. Prostor 79 (V') definujeme jako prostor
R redlnych cisel.

Pro ostatni pt¥ipady definujeme prostor T} = T}*(V) piedpisem

TFV)=V®..VeV'®...9V*,

kde v soucinu je [ ¢initelt V a k ¢initela V* (je-li k nebo [ rovno nule, pfislusné
¢initele v soucinu chybi). Rekneme, 7ze prvky T' € T}(V) jsou tenzory typu
(k,1), nebo Ze jsou to tenzory k-krat kovariantni a I-krat kontravariantni.
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Podle definice jsou tedy tenzory T € Tj(V) multilinedrni zobrazeni z
kartézského soucinu V* x ... x V* x V x ... x V, (I-krét ¢initel V* a k-krat
¢initel V). Pro kazdou k + [-tici

(v, 0,01, ) EVEX X VEX YV XXV

je tedy T'(vy,...,vf,v1,...,v;) Cislo a toto zobrazeni je linearni v kazdé ze
svych slozek.

Lemma.

(1) Je-li e;,i = 1,...,n baze prostoru V a ¢',i = 1,...,n dudlni baze

prostoru V*, pak
€i1®...®€il®8jl®...®€jk; il,...,il,jl,...jk:+,...,n

je baze prostoru TF(V).
(2) Kazdy prvek T € TF(V) se tedy (jednozna¢né) napise ve tvaru
T=T!""¢ ®.. Qe Q"®...Q¢k

J1--Jk

Sady ¢isel T, se nazyvaji soufadnice tenzoru 7.

3) Pokud FE je matice prechodu od baze e; k bazi ¢}, pak
(3) j p i P

T = T (B, (B BB
Priklady.

(1) Tenzory typu (0,0) jsou ¢isla (skalary).

(2) Piedpoklddejme, Ze V je vektorovy prostor a {e;}, resp. {€'}, jsou
duélni baze ve V| resp. V*.

Vektory jsou tenzory typu (0,1). Soufadnice vektoru v viiéi bazi {e;} jsou
¢isla A = ¢'(v). Je-li £ matice prechodu k ¢arované bazi, tj., i = Eijej,, a
je-li = E~ !, pak ¢! = Fjiej aat = Fjiozj.

Kovektory jsou prvky dudlu V*, a jsou to tedy tenzory typu (1,0). Je-li ¢
prvek V* pak jeho soutadnice jsou 3; = ¢(e;) a transformuji se podle vzorce
5 = El;.

(3) Dvakrat kovariantni tenzor je totéz jako bilinearni forma (jak jsme
pravé nedavno vidéli). Dvakrat kontravariantni tenzor neodpovida zadnému
z ndmi dosud probiranych objektii.

(4) Jednou kovariantni a jednou kontravariantni tenzor je totéz jako li-
nearni zobrazeni z prostoru V do sebe. To je vidét z toho, Zze v souradnicich
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jsou to oboje sady cisel s dvéma indexy a staci se tedy presvédcit, ze se
soutfadnice tohoto typu tenzort transformuji stejné jako matice linedrniho
zobrazeni viéi zvolenym bazim (doporucuji prekontrolovat!). Vsimnéte si, ze
souradnice vSech téchto tii typu tenzort vypadaji stejné, a to jako matice.
Ale jejich transformacni vlastnosti se lisi.

Pokud byste chtéli toto ztotoznéni (tj. ztotoznéni mezi tenzory typu (1, 1)
a linedrnimi zobrazenimi z V' do V') odivodnit v modernim bezsoufadnico-
vém jazyce, je to snadné. Dokonce jde si rozmyslet o néco vic - jsou-li V' a
W dva vektorové prostory, pak tenzorovy souc¢in W @ V* je mozné kano-
nicky ztotoznit s vektorovym prostorem vsech linedrnich zobrazeni z V' do
W. Ztotozneéni je zcela ptirozené. Prvek T € W ® V* je podle definice biline-
arni zobrazeni z W* x V do realnych cisel. Odpovidajici linearni zobrazeni
F 7z 'V do W definujeme takto: pro v € V' je obraz F(v) € W charakterizo-
van vztahem w*(F(v)) = T(w*,v) pro v8echny w* € W*. Pokud specielné
T=w®v*, v* e V* we W, pak definujeme odpovidajici linedrni zobrazeni
F jesté jednoduseji vztahem F(v) = v*(v) - w € W.

Zvlastni piiklad tenzoru typu (1,1) je tzv. Kroneckerovo delta. Je to tenzor
vyznacny tim, ze se jeho souradnice nemeéni, jsou stejné pro jakykoliv vybér
baze V' a jeji dudlni baze ve V*. Soutadnice jsou vzdy 5{ = 1proi=janule
pro i # j. Ve vySe popsaném ztotoznéni s linedrnimi zobrazenimi z V do V'
odpovida identité.

(5) Jako priklad tenzoru s vétsim poctem indexii je mozné uvést deter-
minant. Kazdou matici miizeme chapat jako mnozinu vektorti, napt. fadek
prislusné matice. Determinant n X n matice je zobrazeni, které n-tici vektort
U1, ..., v, € R (Fadka matice A) pritadi ¢islo det A. Z vlastnosti determi-
nantu vime, Ze toto zobrazeni z R™ x ... x R™ (n kopii) je multilinearni
(linedrni v kazdé slozce). Je to tedy tenzor T typu (n,0). Tento tenzor ma
specialni vlastnost, Ze je antisymetricky, tj. Zze pro kazdou permutaci 7w plati

T(Vr(1), Va(2)s - - - s Ur(n)) = ST (U1, V2, ..., Up).

(6) Definice tenzoru jako multilinedrniho zobrazeni je dobfe vidét v sou-
fadnicovém zapisu. Necht T je tenzor typu (k,!). Zvolime-li bazi {ey,...,e,}
ve V a dudlni bazi €', ...,&" ve V*, pak T mtiZeme popsat jeho soufadnicemi
T;ll ;; Hodnotu multilinearniho zobrazeni 7" pro prvek

1
(W vtho, o) EVEX X VEX Y XXV

pak popiSeme takto. Postupné najdu soufadnice a;, vektoru v*!, ay, vektoru
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v*2 atd. az o, vektoru v*!, a soufadnice a’* vektoru vy, a’? vektoru vs, atd.,
az a’* vektoru vy.

Cislo T(v*!, ..., v* vy, ..., v;) se pak rovna &slu

T;f _'_'_';,’cailab Cagalta L alk
(Nezapomeiite na Einsteinovu sumacni konvenci, ve vzorci je ve skutecnosti
souet pres indexy i1, ..., j1,-- -, Jk, VZdy od jedné do n.)

Dukaz. (1) a (2) jsou specidlni pfipady toho, co jsme se jiz naudili v
predeslém paragrafu o tenzorovych soucinech nékolika riiznych prostort.

(3) Plyne z pfedchoziho paragrafu a posledni poznamky, bod (v).
Oznaceni. Pokud budeme oznacovat tenzory jako dosud jen velkymi pis-
meny, neni v oznaceni nijak zachycen typ tenzord, tj. kolikrat je kontrava-
riantni a kolikrat je kovariantni a je tfeba to Fict. Pokud je tenzor zapsan
pomoci soufadnic, pak je tato informace ihned vidét z toho, kolik ma tenzor
indexti nahote a kolik dole.

Definice 24 Necht V;,5 = 0,...,00, je posloupnost vektorovyjch prostori.
Jejich direkini soucet @72,V je vektorovy prostor vsech posloupnosti

(U(),’Ul,...,l)j,...);vj S V}‘,

které maji jen konecné mmnoho nenulovych prvku. Scitani a nasobeni redl-
nym cislem je definovdno po komponentdch. Jednotlivé prostory V; jsou stan-
dardné ztotoZnovany s odpovidajicimi podprostory

{v=Avi} € &2 Visvi = 0,1 # j}
a D72V, je pak opravdu direkini soucet Vj, tj. kaZdy prvek v € ©52,V; lze
napsat jednoznacné ve tvaru
v = Z v;; v € V.
5=0
Tenzorova algebra T'(V') je definovdna jako direktni soucet
T(V) = @y Gyi=m T} (V).

Operace tenzorového ndasobeni na T'(V') budeme definovat nejdiive pro
dva homogenni elementy, t.j. pro T € TF(V) a T' € TF . Visledek soucinu
T T patri do ﬂlf:;k a je definovdn predpisem

17 %l wl  xl+1 sl 41
TRT (v, . . v v ™ 0, Uk ULy - e s Upkr) =

1 ! 10 lt1 I+
=T, v v, o) T (0 0T Uk, e Uk )
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Dva libovolné tenzory T a T" v T (V') jsou kazdy koneény soucet homo-
gennich ¢asti (rozklad je jednoznaény) a jejich soucin je definovan pomoci
distributivniho zakona a predchozi definice pro homogenni prvky.

Tenzorova algebra T'(V') je tedy opravdu algebra, libovolné prvku mohu
vynasobit.

Poznamka.

(1) Tenzorovy soucin tenzort je naprosto pfirozeny v soufadnicich. Mam—
Zl
~Jk
jejich soudin T'® T" mé souradmce

li tenzor T' se soufadnicemi T} 10 g tenzor 17 se soufadnicemi T / , pak

T

(2) Pavodni fyzikalni (a geometricka) definice tenzoru vypadala takto:

Tenzor T je prifazeni, které kazdym souradnicim na vektorovém prostoru
V' prifadi sadu cisel T;ll ;2 a tyto sady se musi pfi zméné soufadnic trans-
formovat podle vyse uvedeného lemmatu, bod (3). Tato definice je pomérné
slozita a tézkopadna, po provedeni kazdé operaci s tenzory se muselo vzdy
oveétovat, ze vysledek operace nezavisi na volbé soutadnic. V moderni ge-
ometrii se vyvinul v tomto stoleti moderni, bezsouradnicovy jazyk, ktery
umoznuje pocitat s tenzory bez téchto tézkopadnych souradnicovych popist.
Tento jazyk je také pouzit ve vyse uvedenych definicich. V kazdém piipadé
je pak vidét, jaky objekt pfislusnému tenzoru odpovidé ve zvolené bazi (jeho
”soutadnice”) a zaroven je snadné odvodit, Ze se tyto soufadnice transformuji
pozadovanym zpusobem pii zméné baze (a tedy zméné soutadnic).

6.3 UzZeni tenzoru.

Definice 25 Zvolme libovolné baze {e;} v prostoru V a k ni dudlni bazi {7}
v prostoru V™.

Uvazugme nejprve typicky pripad tenzoru typu (1,1) (tj. linedrnich zob-
razent, viz pozndmka vyse). Je-li T tenzor typu (1,1), pak definujeme novy
tenzor typu (0,0) predpisem T' = >, T(g%, e;).

Podobné, pro obecnyj tenzor TF(V), k,1 > 1 si musim nejprve zvolit jeden
z k ciniteld V* a jeden z 1 cinitelu V, ve kterych budu provadeét uiZeni. Dejme
tomu Ze vyberu cislor € {1,...,k} a s € {1,...,l}. Pak ziZeni T' tenzoru
T na vybranych mistech r, resp. s, je tenzor typu (k — 1,1 — 1) definovany
predpisem

T, v e, o) =
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_ x1 xr—1 i 7 xl—1
—ZT(U e, U e T T T 0, Vs, €4, Uy e V).
i

Lemma 15 ZuZeni tenzoru nezavisi na volbé baze a jeji dudlni baze.

Dukaz: Dokazeme to pro jednoduchost zapisu pro tenzor typu (1,1).
Pokud {e;}, resp. {7} jsou navzajem dudlni baze V a V* a pokud ¢aro-
kované baze {e,} pro V souvisi s ptivodni baze pomoci matice pfechodu E
vztahem € = Efek, pak vime, 7e pro piislusné dualni baze plati e = F! ™,
kde F' je matice inverzni k F.
Pak ale

Z T(gliv 6;) = Z E;F;kT(Ejv ek) = 5;?T(€j7 ek) = Z T({—jj’ 6]‘).
) ? J
O
Napfiiklad, je-li T tenzor typu (3, 2), pak ziZeni na druhém kovariantnim
a na poslednim kontravariantnim misté je tenzor 7" typu (2, 1), ktery je

definovan takto: A
T'(v,w,v*) =>_ T(v,ej,w,e,v").
J

V soufadnicovém zdpisu je ztZeni tenzoru T € T3 na uvazovanych mistech

dano vztahem
T =>" 1",
J
ktery se napadné podoba definici stopy zobrazeni.

6.4 Ztotoznéni V a VV* pomoci bilinearni formy

Existuje tradi¢ni procedura tzv. zvedani a spousténi indexti, ktera se ve fyzice
neustédle pouziva. Vyznam této procedury si ted vysvétlime.

Véta 17 O spousténi a zvedani indexti pomoci bilinearni, resp. se-
skvilinearni formy

Predpoklddejme, Ze B je symetrickd bilinedrni forma na redlném vektorovem
prostoru V. Tato forma pak indukuje linedrni zobrazeni G : V. — V* predpi-
sem

G(v)(w) = B(w,v).

Pokud je B nedegenerovand, je G : V. — V* isomorfismus.

95



Totéez je pravda i pro hermiteovskou bilinedrni formu na komplexnim vek-
torovém prostoru, ale zde je zobrazeni G antilinedrnyi.

Jsou-li e1,... e, ac' ... e" dudini baze V, resp. V* a je-li B = (b;;)
matice formy B vici zvolenym bazim, pak plati pro v = o' € V a ¢ =

Z ajf‘:] eV

a; =) bjal; o' =3 (B™)ay,
Vidéli jsme, ze pokud fixujeme bilinedrni formu s matici B = b;;, je mozné
pfifadit vektoru se soutadnicemi v* kovektor w se soufadnicemi w; = 3=, v'b;;.
Podobné muzeme postupovat i u objektu (tenzoru) s vice indexy. Mezi
takove objekty patii linedrni zobrazeni. Pokud ma linearni zobrazeni F' :
V +— W vidi néjakym bazim matici A = (aj, pak je mozné horni index snizit
a dostat tak matici C' = (¢;;) bilinearni formy na V' x W :

— J
Ci. — Z bl-jak.
J

Tuto operaci je mozné popsat také bez souradnic. Hodnota bilinearni formy
C na vektorech v € V,w € W je urcena vztahem

C(v,w) = B(F(v),w). (6)

Naopak zvednutim indexu (pomoci inverzni matice B~! lze zménit bilinedrni
zobrazeni C' na V' x W na linearni zobrazeni F' z V' do W. V soutadnicich se
to provede pomoci inverzni matice B~ :

i —1yij
ap, =Y _ (07"
J
Bez souradnicova definice je dédna stejnym vztahem (6), bilinedrni formy B
a ¢ jsou dané a linearni zobrazeni I’ je vztahem (6) jednozna¢né urceno.

6.5 Symetrické a antisymetrické tensory - definice.

Definice 26 Uvazujme nyni tenzory typu (k,0). Takovyto tenzor T je tedy
multilinedarni zobrazent, které dané k-tici vektori vy, ...,vx € V pritadi cislo
T(vy,...,v). Pokud se hodnota zobrazeni nezmeéni pro libovolnou permutaci
vektori vy, ..., v, € V, pak rekneme, Ze tenzor T je symetricky. Tenzor T je
tedy symetricky, pokud plati vztah

T(Uw(l)u Ur(2)s - - - 7U7T(k?)> = T(vh s 7Uk)7
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pro kaZdou k-tici vektorid (vq, . .., vx) a pro kaZdou permutaci m mnoZiny cisel

{1,...,k}.
MnoZinu viech symetrickych tenzort typu (k,0) oznacime symbolem Sym” (V)
a soucet

Sym(V) := &3, Symk(V)

nazveme symetrickou algebrou V.
Je-li T tenzor typu (k,0), pak z néj lze vytvorit symetricky tenzor symet-
rizact. Zobrazeni Sym : Ty — Sym"® (V) je definovdno takto.

1
Sym(T)(vy, ..., v) = Tl > T(ve(1)s - - - s Un(i))s

T welly

kde 11, je grupa vsech permutaci mnoziny {1,...,k}. Je ziejmé, Ze obrazem
T je symetricky tenzor. Zobrazeni Sym je projekce Ty na Sym* (V). Aby vek-
torovy prostor Sym(V') byl algebrou, je treba definovat soucin. Tento soucin
oznacime symbolem © a definujeme je takto. Jsou-li

Sy € Sym*(V),...,S,, € Sym™ (V)
symetricke tenzory, pak jejich symetricky soucin definujeme takto:
S10...08,=Sym(S;®...® S,).
Podobné se definuji antisymetrické tenzory.

Definice 27 Uvazujme opét tenzory typu (k,0). Rekneme, Ze tenzor T je
antisymetricky. pokud plati vztah

T(Vr(1), Va(2)s - - - Unry) = sgn(m) T (vy, . .., vg),

pro kazdou k-tici vektori (vy, ..., vg) a pro kaZdou permutaci m1 mnoZiny cisel

a,... k.

Mnozinu véech antisymetrickych tenzori typu (k,0) oznacime symbolem
A*(V) a soucet
A(V) = @A (V)
nazveme vnéjsi (Grassmannovou) algebrou V. Prvky z A*(V) se casto také
nazyvaji k-vektory.
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Je-li T' tenzor typu (k,0), pak z néj lze vytvorit antisymetricky tenzor
antisymetrizaci. Zobrazeni Alt : Ty — A¥(V) je definovdno takto:

1
A(T) (vy, ... vg) = o Z Sgn(W)T(vw(l), . ,vﬂ(k)).

mwelly

Je zreymé, Ze obrazem T je antisymetricky tenzor. Zobrazeni Alt je projekce
TY na AK(V)

Aby vektorovy prostor A(V') byl algebrou, je treba definovat soucin. Tento
soucin oznacime symbolem A a nazyvame ho vnéjsi soucin. Jsou-li T} €
A (V) ... T, € AN*(V) antisymetrické tenzory, pak jejich antisymetricky
soucin definujeme takto:

TN AT, =ANT1®...0T,).

6.6 Vlastnosti symetrickych tenzor.

Lemma 16 Necht ¢/, = 1,...,n je baze prostoru V*. Pak base prostoru
Sym" (V) je tvotena pruky
=, 0 J=0,.. )1 <ih<...<jr<n.

Da se ukdzat, Ze

dim Sym* (V) = (n+lk€—1).

Ditkaz: Baze T¢ (V) je tvofena prvky
el=e"e.. . @ J=01, ..., J8); jir--s gk €{1,...,n},n=dimV.
Jejich symetrizaci dostaneme vsechny prvky tvaru
=, 0 J=0,.. )i 1<ih<... <

Je tedy zrejmé, ze tato mnozina generuje cely prostor Symk(V).

Standardnim zptsobem se ukaze, ze tyto prvky jsou nezavislé. Ptedpo-
kladejme, ze 3" ; aye’ = 0. Necht e;,7 = 1,...,n je dudlni baze V, oznaéme
ey k-tici vektort (ej,,...,e€j, ).
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Pak cely dikaz plyne z toho, ze e’(ex) = 6%, nebot pro kazdé J plati

O—Zoue ex) k,zaﬁ

Vzorec pro dimenzi je standardni kombinatoricky vyraz.
O

Jako piiklad si rozmyslete, Ze algebra polynomt na V = R? je isomorfni
s algebrou Sym(V™).

6.7 Vlastnosti antisymetrickych tensorii.

Lemma 17 Necht ¢/, = 1,...,n je baze prostoru V*. Pak base prostoru
AK(V) je tvorena pruoky

SJZSjl/\.../\Ejk;J:(jl,...,jk)1<]1< < gk < n.
V tomto pripadé plati

n

dim AF(V) = <k

),kﬁn

A*(V) = {0}; k > n.
Diikaz: Baze T (V) je tvorena prvky
=@, @ J=(j1,....J1); ji..- gk €{1,...,n},n=dimV.
Jejich antisymetrizaci dostaneme vSechny prvky tvaru
€J:€j1/\.../\€jk;J:(jl,...,jk)1<]1< < gk < n.

Je tedy ziejmé, e tato mnoZina generuje cely prostor A*(V).

Standardnim zptsobem se ukaze, ze tyto prvky jsou nezavislé. Predpo-
kladejme, ze >y aje’ = 0. Necht e;,7 = 1,...,n je dudlni baze V, oznaéme

ey k-tici vektort (e;,,...,e€j,).
Pak cely ditkaz plyne z toho, Ze ep”(ex) = %5? , nebot pro kazdé J plati

O—ZO[JE 6[( k'Z&J(SJ :— ag.
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Vzorec pro dimenzi je standardni kombinatoricky vyraz pro vybér £ riz-
nych prvkid z mnoziny, kterd ma n prvki.

(I

Priklady.

(1) Nejcastéji pouzivanym piikladem symetrického tenzoru je symetricka
bilinearni forma B. Pro pripad, Ze tato foma je nedegenrovana, zadava totiz
na pfislusné m vektorovém prostoru ’skalarni soucin’, ktery ovSem nemusi
vyt nutné positivné definitni. Velmi ¢asto se tato volba nazyva volbou met-
riky na prislusném vektorovém prostoru a pro soutadnicové vyjadieni se ob-
vykle pouziva symbol g,,. Také ¢asto miZete najit zadani metriky ve tvaru
> Gudxtdr”. Metrika v tomto piipadé je obvykle tenzorové pole g,,(z) a
diferencialy dz” jsou symboly oznacujici bazi dudlu k teénému prostoru v
uvazovaném bodu prostoru.

(2) V souradnicich vypadé operace symetrizace a antisymetrizace jedno-
duse, napf. pro tenzory se dvéma indexy plati zfejmé

S(Ty;) = 1/2(T3; + Tj:), A(Tiy) = 1/2(T3; — Tji).

(3) Je-li zaddna metrika, pak se Casto neuvazuji vSechny mozné baze
tetného prostoru (tj. vektorového prostoru V', ktery je zékladni prostor pro
definici tenzort), ale jen baze ortonormalni. Matice pfechodu je pak nutné
orthogonalni matice a ne obecné matice.

Zvedani a spousténi indexi je pak zcela bézné. Naptiklad tenzor kiivosti
R v obecné teorii relativity casto najdete v rtznych forméch s rtiznou
polohou index.

(4) Je-li V' = R", pak existuje velmi uzitecny konkrétni model pro prostor
©F(V*), jehoz prvky tvoif symetrické tenzory typu (k, 0). Staci uvazovat pro-
stor vSech polynomi na R", které jsou homogenni stupné k. Vskutku, pokud
budete povazovat koeficienty takového polynomu za soutradnice pfislusného
tenzoru, je zfejmé, ze jde o tenzor symetricky a je lehké se presvédcit, ze pri
zméné baze R" se koeficienty transformuji pfedepsanym zptisobem (rozmys-
lete si a spociteje si to pro polynomy stupné 2!).

Prostor vSech polynomi je pak nekonecné dimenzionalni vektorovy pro-
stor, ktery je zaroven algebrou, tj. libovolné dva prvky mohu vynasobit (to je
ziejmé) a vysledek je opét prvkem tohoto prostoru. Je to algebra izomorfni
symetrické tenzorové algebie ©(V) = > 22  ©"(V) prostoru V = (R™)*. Ve
fyzice se tato algebra vyskytuje v ¢asticové fyzice jako tzv. Fockiv prostor
popisujici vicecasticové stavy bozonu (¢astic s celym spinem). Zakladnim vek-
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torovym prostorem V je zde Hilbertiv prostor (nekone¢né dimenze), ktery
popisuje jednocasticové stavy prislusné elementarni castice.

(5) Typickym a diavérné znaAmym piikladem antisymetrického tenzoru je
determinant (uvazovany jako multilinearni, antisymetrické zobrazeni, které
napi. sloupctim dané matice, tj. n-tici vektori, ptrifadi determinant této n xn
matice).

(6) Vne&jsi, nebo Grassmannova, algebra A(V) = S7_, A*(V) prostoru
V = (R™)* je opét algebra, tj. pro libovolné dva prvky je definovan jejich
soucin, ktery patii do stejného prostoru. V matematice se tato algebra vy-
skytuje pti popisu kiivkovych a plosnych integralt a Stokesovy véty. Ve fyzice
tuto algebru urcité potkate v souvislosti s tzv. supersymetriemi a, jesté drive
pole jako matematicky aparat potfebny pro popis fermioni (Castic s polod¢i-
selnym spinem).
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