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Disclaimer: Tento text zatim vznikd bez jasného zadméru o jeho struktufe. Jeho prvnim cilem je poskyt-
nout jakysi rozsiteny sylabus plus rozcestnik ke vhodné literatufe plus sbirku jednoduchych tloh k vlastnimu
rozmysleni. Reference na konci se tykaji dosud odprednesené latky, pro dalsi kapitoly budou zas trochu jiné.
Zatim jsou jen v googlovaci formé. Notace se méni knizku od knizky (tetné zobrazeni k L, muze byt jed-
nou (Lg)., jindy d(Ly) a jindy T(L,)), jednim z cilt tohoto textu je jakési jeji sjednoceni. Edit: Zatim se text
vyviji tak, ze za dulezitymi vétami nasleduje seznam pozndmek, které zahrnuji véechno mozné od alternativnich
formulaci, vyznamu véty, komentafe k predpokladum, poznamek ¢i referenci k dukazu, dusledka a piikladu.
Jednodussi diukazy se snazim odsunout do poznamek pod ¢arou, aby tolik nenarusovaly plynulost textu.

1 Lieova grupa

Definice 1. Necht G je hladk4 varieta, kterd je zdroven grupou. Necht zobrazeni y: G x G — G (ndsobeni v
grupé) a ¢ : G — G (inverze v grupé) jsou hladka zobrazeni variet. Pak nazveme G Lieovou grupou.

Definice 2. Necht H je podgrupa G, ktera je zdroven uzavienou podvarietou G. Pak nazyvdme H Lieovou
podgrupou.

Pozndmka. RozliSujeme tedy mezi podgrupou a vnofenou podgrupou podobné jako mezi uzavienou podvarietou
a vnorenou podvarietou. To prvni je podvarieta, kterd se da lokalné charakterizovat jako nulovda podmnozina
hladké funkce. To druhé je obraz variety pomoci vzajemné jednoznac¢ného zobrazeni, které mé vsude injektivni
diferencidl (vnoieni). Pifkladem je vnoteni otevieného intervalu do R? jako ,cislice Sest“. Ve ,vrcholu stupné
3“ nen{ struktura vnoiené podvariety restrikei struktury variety na R2.

Definice 3. Hladké zobrazeni Lieovych grup, které je zaroven grupovym homomorfismem, nazyvame homo-
morfismem Lieovych grup. Homomorfizmus G — Aut(V') se nazyva reprezentace G na V.

Definice 4. Komplexni Lieova grupa je takova Lieova grupa, kterd je zaroven komplexni varietou, €ili
varietou s holomorfnim atlasem, a na niz jsou ndsobeni a inverze holomorfni funkce. Holomorfni homomorfismus
komplexnich Lieovych grup nazyviame homomorfismem komplexnich Lieovych grup.

Priklady:
1. (R™,+) je Lieova grupa.
2. (0,27) se séitdnfm modulo 27 je Lieova grupa, oznaéme S*.
3. 91 x ... x S se s¢itanfm po slozkach je Lieova grupa (torus T").
4. GL(n,R),SL(n,R), SO(k,l,R), Sp(n,R) jsou Lieovy grupy.
5. GL(n,C),SL(n,C),SO(n,C), Sp(n,C) jsou komplexni Lieovy grupy.
6. SU(n) jsou Lieovy grupy, ale nejsou to komplexni Lieovy grupy.
7. Necht V je realny (komplexni) vektorovy prostor. Aut V je (komplexni) Lieova grupa, Tig Aut V = End V.

Poznamka. Zde budou doplnéna zakladni fakta o jednoduse souvislych grupédch a faktorizaci podle diskrétnich
podgrup centra.



Na grupé mame difeomorfismy L, : ¢ — gz, Ry : * — xg a Conjy : * — grg~t (levé a pravé nasobent,
konjugace).! Derivace (L), : T.G — TG je izomorfizmus (vlastné hladkd trivializace te¢ného bandlu), podobné
(Rg)«. Zobrazeni Ad, := (Conjy). : T.G — T.G je dokonce automorfizmus, ktery se nazyvd adjungovanou
akci. Tim je téz definovédn homomorfismus Lieovych grup Ad : G — Aut7,G.?

Definice 5. Definujme zobrazeni ad : T.G — EndT.G predpisem ad := Ad,, mluvime o adjungované
reprezentaci. Necht X,Y € T.G. Definujme dale Lieovu zdvorku [X,Y] := (ad(X))(Y) = adxY .

Pozndmky
1. Lieova zavorka na End V je komutator endomorfizmu.

2. Necht ® : G — H je homomorfizmus LG. Plati Conjgy) o ® = ® o Conjgy, a tedy i Adg(g) o () =
(@) o (Ady) (derivace), a tedy i ade,x o @, = (P,) o adx pro X € T.G. Aplikovano na Y € T.G toto
déva [0, X, D,Y] = &,[X,Y].

3. Z predchoziho bodu specidlné pro ® := Ad plyne [adx,ady] = ad(X,Y]. Protoze na End T,V je Lieova
zavorka komutator endomorfizmt, znamend tento vztah pro libovolné 7 € T,G

Lemma 1. Necht X € T.G, pak Vx(g) := (Ly).X je hladké vektorové pole na G, které je levoinvariantni,
cili
(Lg)«(Vx (h)) = Vx(gh)

. MnoZinu véech levoinvariantnich vektorovych poli oznaéme XY (G). Tato konstrukce ddvd izomorfizmus vekto-
rovijch prostori V : T.G — X1(G), X — Vx.

Pozndmka. Zde bude doplnéna definice jednoparametrické podgrupy, exponencialy, dikaz jednoduchych vlast-
nosti.

Lemma 2. Nechf X,Y € T.G, pak [Vx,Vy] € XL(G) a
Vix,y] = [Vx, W]
Poznamky:

1. Protoze zavorka vektorovych poli je antisymetrickd a V' je homomorfizmus VP, je i Lieova zavorka an-
tisymetrickd. Vztah [X,[Y, Z]] — [V, [X, Z]] = [[X,Y], Z] je pak mozné piepsat do symetri¢téjsi podoby
([X,[Y,Z]] +[Y,[Z,X]]+[Z,[X,Y]] = 0. V tomto tvaru se mu iikd Jacobiho identita. Licova zdvorka je
linearni zobrazeni ve druhé slozce a diky antisymetrii i v prvni.

2. Vztah Lieovy grupy a jeji Lieovy algebry je podrobnéji pojednan napiiklad v [Soucek, prvnich 8 stran],
[Fulton-Harris, kapitoly 7 a 8], [Simon, kapitola VII], [Mili¢i¢, kapitola 2], [Baker, kapitola 7], [Bryant,
Lecture 2].

2 Lieova algebra

Definice 6. Nechf (V,[,]) je vektorovy prostor s operaci [,], kterd je bilinedrni, antisymetrickd a spliiuje
Jacobiho identitu. Pak nazyvdme V Lieovou algebrou. Linedrni zobrazeni ¢ : (V,[,]) — (W, [,]) dvou Lieovych
algeber, které VX, Y € V spliuje ¢([X,Y]) = [¢(X), p(Y)], se nazyvd homomorfizmem Lieovych algeber.

Pozndmky:
1. XE(Q) se zévorkou vektorovych poli je Lieova algebra.
2. T.G s Lieovou zavorkou je Lieova algebra, budeme znacit g := (T.G, [,]).
3. EndV s komutdtorem endomorfizmu je Lieova algebra, budeme znacit gl(V').
4

. Homomorfizmus Lieovych algeber g — gl(V') se nazyva reprezentace LA. O vektorovém prostoru, na
kterém je zadana reprezentace g, mluvime nékdy jako o g-modulu.

1Dokazte podrobné, ze Ly, Ry,Conjg jsou difeomorfismy.
2Dokazte, ze Ad je homomorfismus Lieovych grup.



5.

Vztah [adx,ady] = ad[x y] (verze Jacobiho identity) vlastné ik, ze ad je reprezentace g na vektorovém
prostoru V = g.

Definice 7. Necht g je Licova algebra. Jeji podalgebrou nazyvame vektorovy podprostor, ktery je uzavien na
zévorku. Idedlem je takova podalgebra b, pro niz [g, h] C b. Lieovu algebru nemajici netrividln{ idedly, pro niz
navic dim g > 1, nazyvdme jednoduchou. Centrum Z(g) je mnozina vSech prvku X € g, pro néz [X,g] = 0.
Pokud Z(g) = g, nazyvdme g abelovskou. Posloupnost podalgeber definovanou induktivné

Dig = [g, 9], Drg := [9, Di—19]

nazyvame dolni centralni fadou g. Pokud 3k, Dyg = 0, fekneme, Ze g je nilpotentni. Posloupnost podalgeber

D'g:=[g, 9], D¥g:= [DF1g, D" g

nazyvame derivovanou fadou g. Pokud 3k, D*g = 0, fekneme, Ze g je Feditelna.

Poznamky:

1. Z(g) je ideél v g. Je jadrem adjungované reprezentace.

2. g/b je Lieova algebra (vzhledem ke kvocientni zdvorce) pravé kdyz b je ideal.

3. Pokud G je souvisld a H jeji souvisld podgrupa, pak H je normalni v G pravé kdyz b je ideal v g.

4. Dyg i DFg jsou idedly v g.3

5. abelovskd = nilpotentni

6. nilpotentni = fesitelna

7. Mnozina n,, vSech striktné hornich trojuhelnikovych matic n x n je nilpotentni algebra, stejné jako kazda
jeji podalgebra. Toto je standardni piiklad neabelovské nilpotentni algebry, viz Engelova véta.

8. Mnozina b,, vSech hornich trojihelnikovych matic n x n je fesitelna algebra, stejné jako kazda jeji podal-
gebra. Standarni piiklad fesitelné algebry, viz Lieova véta.

9. Nilpotence i fesitelnost se dédi na podalgebry a na homomorfni obrazy.

10. g je fesitelnd, prave kdyz existuje posloupnost podalgeber g = go D g1 O ... D gx = 0, takova, ze kazda
gis1 je idedl v g; a g;/giy1 je abelovska.* Odtud plyne, ze pokud b C g je idedl, pak g je feSitelnd prave
kdyz b i g/bh jsou resitelné.

11. Soucet dvou fegitelnych idedli je Fesitelny idedl.’. Soucet vsech feSitelnych idedli je tedy maximdalni
fesitelny idedl, zvany radikdl Rad(g). g/Rad(g) nemd fesitelné idedly, je tedy polojednoduchd. Ve
skutecnosti existuje v g podalgebra gss ~ g/Rad(g) (Leviho faktor), takze g lze rozlozit na soudet
gss @ Rad(g) polojednoduché algebry a fesitelného idedlu (Leviho rozklad).

12. Lieova algebra je polojednoduchd, pravé kdyz nemd nenulové abelovské idedly.® Tedy musi mit trividlni

centrum a tedy adjungovand reprezentace polojednoduché LA je vérnd. Ve skutecnosti ma kazdd LA
vérnou reprezentaci (Adova véta), coz je ekvivalentni tvrzeni, ze je maticova.”

Véta 1 (Engelova). Necht g C gl(V) je Lieova algebra sestdvdjici pouze z nilpotentnich endomorfizmii. Pak
existuje bdze ve V takovd, Ze matice kazdého X € g je strikiné horni trojuhelnikovd.

Pozndmky:

1.

Nejprve se dokazuje, ze existuje spoleény vlastni vektor celého g s vlastnim éislem 0, viz [Humphreys,
Fulton-Harris]. Nejstruénéji asi [Sternberg].

3Prvn{ trividlng, druhé z Jacobiho identity.

4Pokud tomu je feitelnd, staci vzit za posloupnost derivovanou fadu; naopak pokud existuje posloupnost, plati g; D D'g

5Protoze (h+€)/h ~ €/(hNE)

SPosledni element v Dy, Rad(g) by byl nenulovym abelovskym idedlem.

"Duikaz je z Leviho rozkladu konstrukci vérné reprezentace radikélu, viz [Fulton-Harris]. Pro Lieovy grupy plati pouze slabs{
verze - kazda souvislda LG ma reprezentaci s diskrétnim jadrem. Existuji tedy LG, které nejsou maticové.



2. Nilpotentni algebra nemusi sestdvat pouze z nilpotentnich endomorfizmu, viz abelovské LA. Plati ale, ze
g je nilpotentni pravé kdyz ad g C gl(g) je nilpotentni.

Véta 2 (Lieova). Necht g C gl(V) je komplexni Fesitelnd Lieova algebra. Pak existuje bdze ve V takovd, Ze
matice kazdého X € g je horni trojihelnikovd.

Pozndmky:

1. I zde se v diukazu nejprve hleda spolecny vlastni vektor celé g. Proto je véta formulovana nad komplexnimi
¢isly. Opét [Sternberg].

2. Kazd4 ireducibilni reprezentace fegitelné Lieovy algebry je jednodimenzionalni® a Dg na ni plisob{ trividlné.
»Lajimavé® reprezentace Lieovy algebry g tedy vznikaji z reprezentaci Leviho faktoru gss. Proto se v dalsim
budeme soustfedit na polojednoduché Lieovy algebry.

Véta 3 (Jordanuv rozklad). Necht V' je komplexni vektorovij prostor a X € gl(V'). Pak existuje jednoznaénij
rozklad X = Xs+X,,, kde X, je diagonalizovatelnyg a X,, nilpotentni. Navic existuji polynomy p, q, Ze Xs = p(X),
X, =q(X).

Pozndmky
1. Dukaz viz [Sternberg, Humphreys].

2. Mluvime o polojednoduché a nilpotentni ¢asti endomorfizmu. Druha ¢ast znamenad, ze spolu komutuji a
komutuji také s kazdym endomorfizmem, ktery komutuje s X.

3. Plat{ (adx)s = ady,, a (adx), = adx,."

4. Obecnéji, pokud p je reprezentace polojednoduché Lieovy algebry g C gl(V'), pak X € Lg znamend, ze i
Xs, Xn € g ap(Xs) =p(X)s, p(X,) = p(X)n. Pro polojednoduché Lieovy algebry je tedy mozné zavést
Jordanuv rozklad pfes libovolnou reprezentaci. Dukaz viz [Fulton-Harris].

Definice 8 (Killingova forma). Bilinedrni forma na g definovand vztahem B(X,Y) := Tr(adx ady) se nazyva
Killingova forma.

Pozndmka. Killingova forma je specidlnim pifpadem formy By na gl(V), kterd endomorfizmum F, G piitazuje
Tr(FG). Takovd forma je zjevné bilinedrn{, symetrickd a ad-invariantni, ¢ili

By(adz F,G) = By([Z, F],G) = Bv(F,[Z,G])) = By, (F,adz(G))

Véta 4 (Cartanovo kritérium). Nechf g je komplexni Lieova algebra. Pak g je Feditelnd, prdveé kdyZ B(g, Dg) =
0.

Pozndmky

1. Pokud g je fesitelnd, pak adg C gl(g) je feSitelnd a tedy podle Lieovy véty ji lze zapsat hornimi
trojihelnikovymi maticemi. Pak adp(q) je sloZzend ze stiktné hornich trojihelnikovych matic. Pak ale
souc¢in ad X adY, kde X € Lg, Y € Dg, je striktné horni trojihelnikova, tedy m4a nulovou stopu.

2. Technickd ¢ast opaéné implikace!? spociva v ovéreni, ze pokud F € adpg C gl(g), pak mé vSechna vlastni
¢isla nulova. Potom je F' nilpotentni, podle Engelovy véty ad( Dg) je nilpotentni, tedy i fesitelnd. Protoze
jadrem ad je abelovsky idedl, je i Dg Tesitelna a tudiz i g je FeSitelna.

3. 7Z Cartanova kritéria plyne, ze Lieova algebra je polojednoduchd, pravé kdyz ma nedegenerovanou Killin-
govu formu.'!

4. Polojednoduché Lieova algebra je direktnim souc¢tem jednoduchych Lieovych algeber a tento rozklad je
a7 na poradi jednoznacény.!?

8Protoze p(g) C gl(V) je jakozto homomorfni obraz g také Fesitelna a spoleény vlastni vektor ddva invariantni podprostor ve V.
9Staéi najit vlastni isla adx, ukdzat nilpotenci ady,, a pouzit jednozna¢nost Jordanova rozkladu.
Oviz [Fulton-Harris, Sternberg], vyuzivé ad-invarianci Jordanova rozkladu

117 ad-invariance B je jeji vrchol s idedlem, podle Cartanova kritéria musf byt ads a tedy i sém s fesitelny, a pro g polojednoduchou
tedy s = 0. Naopak kdyz B je nedegenerovand a a je abelovsky ideal, pak A = adx ady, kde Y € g, X € a zobrazuje g do a a a do
nuly, tedy Tr(A) = 0 a a je soucdst{ vrcholu s = 0. g tedy nemé abelovské idedly a musi byt tudiz polojednoducha.

12Pro kazdy idedl b je h* také idedl (z ad-invariance B). Z Cartanova kritéria je h N b Fesitelny idesl, tedy 0, tedy g = h @ b+,
déle indukci g = g1 @ ... ® gm, kde g; jsou jednoduché idedly. Pokud ¢ je jednoduchy idedl, pak [g,¥€] je netrividln{ idedl v ¢ a
tedy samotné €. Proto v souctu [g1,€ @ ... ® [gm, €] musi byt pravé jeden nenulovy élen, tedy € C g; a tedy € = g;, nebot g; je
jednoduchy.
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5. Odtud g polojednoduchéd = [g, Dg]. Viechny idedly a obrazy g jsou polojednoduché.

Lemma 3 (Schurovo lemma). Necht A je komplezni asociativni algebra, VW jsou dva ireducibilni koneéné
dimenziondini A-moduly a ¢ : V. — W je homomorfizmus A-moduli. Pak ¢ je bud izomorfizmus, nebo nula.
Pokud navic V.=W, pak ezistuje X € C takovd, Ze ¢ = Aid.

Pozndmky

1. Prvni ¢ast plyne z pozorovéni, ze Ker ¢ a Im ¢ jsou invariantni podprostory. Pro druhou ¢ast si staci
uvédomit, ze ¢ € End(V) musi mit aspon jedno vlastni ¢islo A € C a tedy Ker(¢ — Aid) # 0, tudiz
¢ —Aid = 0.

2. Klasické verze Schurova lemmatu je pro grupu G. Pak se algebrou A rozumi grupové algebra (komplexni
vektorovy prostor, jehoz bazi je celé G, ve kterém je ndsobeni definovéno skrze grupové nésobeni). Pod-
prostor je invariantni pro G pravé kdyz je invariantni pro jeji grupovou algebru, podobné s homomorfismy
moduli.

3. Ve verzi pro Lieovu algebru g je opét mozné definovat asociativni algebru, kterd g obsahuje, tzv. univerzalni
obalujici algebru U (g). Pak kazdy g-modul je automaticky U(g)-modulem a g-invariantni homomorfizmus
je U(g)-invariantni.

Definice 9 (Casimiruv element). Necht g C gl(V) je polojednoduchd Lieova algebra, {U;} jeji baze, {U/} béaze
dudlni vzhledem k B. Endomorfizmus Cy := > U;U/ € gl(V) nazyvdme Casimirav element g.

Pozndmky

1. Casimiruv element mé podle Cartanova kritéria smysl definovat jen pro polojednoduché LA, jinak nemame
pojem dudlni baze (B(U;, Uj) = d;5).

2. Alternativné lze mluvit o Casimirové elementu reprezentace p : g — gl(V), je jim vlastné Casimiruv
element LA p(g).

3. Casimiruv element typicky nepatii do g, neni vytvoren pomoci Lieovych zavorek. Patii do univerzalni
obalujici algebry Ul(g).

4. Plati [Cy,g] = 0.13

5. Podle Schurova lemmatu musi byt Cy pro ireducibilni V' skaldrni matice.

Véta 5 (Weylova, o tiplné reducibilité). Necht g C gl(V) je polojednoduchd Lieova algebra a W C 'V invariantni
podprostor. Pak existuje invariantni doplnek W' Cc V kW.

Reference

Soucek] Soucek, V., Representace Lieovych grup a algeber, text k prednasce, 2002
Humphreys] Humphreys, J. E., Introduction to Lie Algebras and Representation Theory, Springer 1973

Simon)] Simon, B., Representations of Finite and Compact Groups, AMS 1996

Baker] Baker, A., Matriz Groups: An introduction to Lie Group Theory, Springer 2001

Hall] Hall, B. C., Lie Groups, Lie Algebras, and Representations: An Elementary Introduction, Sprin-
ger 2003

[Rossmann] Rossmann, W. Lie Groups: An Introduction Through Linear Groups, Oxford University Press
2002

[Milici¢) Mili¢i¢, D. Lectures on Lie Groups, http://www.math.utah.edu/~milicic/Eprints/lie.pdf

[Bryant) Bryant, R. L. An Introduction to Lie Groups and Symplectic Geometry, http://www.math.

duke.edu/~bryant/ParkCityLectures.pdf

[Sternberg] Sternberg, S., Lie algebras, http://www.math.harvard.edu/~shlomo/docs/lie_algebras.
pdf

13Koeficienty v [X, U;] = ai;U; a [X, U}] = b, U; spliwjf ai; = —bj;, coz se vyuzije v piimém vypoctu [X, 3° U;Uj].



