
�e²ení druhé sady úloh

Ad 1. Jsou to tvary mající °et¥zce typ· {5},{4,1},{3,2},{3,1,1},{2,2,1},{2,1,1,1},{1,1,1,1,1}.
A tedy Jordanovy tvary matic jsou
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 ,


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ,


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 ,


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ,


0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ,


0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ,


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


Ad 2. Derivace sniºuje stupe¬ polynomu, konstanty je nulová (je vid¥t, ºe

je nilpotentní). V bázi
(
1, x, x2

2
, . . . , xn−1

(n−1)!
, xn

n!

)
bude matice tohoto zobrazení

mít tvar Jordanovy bu¬ky stupn¥ n+1.
Ad 3. Podobné jako u 2. Báze stejná, jen p°euspo°ádaná pro sudé a liché

mocniny (zobrazení má dva maximální °et¥zce). Jordan·v tvar tedy bude
tvo°en blokov¥ diagonální maticí s dv¥ma Jordanovými bu¬kami °ád· k.

Ad 4. Ozna£me matici ze zadání A. Spo£teme, ºe A2 = 0, z £ehoº plyne,
ºe °et¥zce mají délku 2. Dále platí dimKer A = 4− h(A) = 2, tedy °et¥zce
jsou dva. Celkem tedy matice vychází

0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0


Ad 5. Ozna£me matici ze zadání A. Matice má jediné (trojnásobné)

vlastní £íslo λ = −1. Nech´ A−1 = A− λId =

 3 6 −15
1 2 −5
1 2 −5

. Vidíme, ºe

dimKer A−1 = 3 − h(A−1) = 3 − 1 = 2. Tedy maximální °et¥zce jsou dva,
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p°i£emº (pouze, kv·li dimenzi) jeden musí být délky dva. Z £ehoº

JA =

 −1 1 0
0 −1 0
0 0 −1


Ad 6. Obdobným postupem jako u 5. dojdeme k výsledku. Op¥t trojná-

sobné vlastní £íslo, zde λ = 1. A1 =

 0 −3 3
−2 −7 13
−1 −4 7

 , A2
1 =

 3 9 −18
1 3 −6
1 3 −6

 , A3
1 =

0 . Existuje tedy jeden °et¥zec délky 3 a Jordan·v tvar je

JA =

 1 1 0
0 1 1
0 0 1


Ad 7. P°edn¥ vidíme, ºe Tr A = Tr B a det A = det B. Tedy podobnost

není vylou£ená. Dokáºeme ji nalezením U. Výpo£tem dojdeme k

U ∈ <

(
4 0
0 1

)
,

(
−4 −1
1 0

)
>

nap°. U =

(
4 −1
1 2

)
.

Ad 8. Jak známo, p°i umoc¬ování Jordanovy bu¬ky se posunuje °ada
jedni£ek sm¥rem k pravému hornímu rohu a tedy

Jk−1
0 =

 . . . 0 1
. . . 0 0

...
...


Pro tuto matici existují °et¥zce

ek −→ e1 −→ 0

e2 −→ 0
...

ek−1 −→ 0
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kde ei je prvek kanonické baze. Tedy Jordan·v tvar se bude skládat z
jedné bu¬ky stupn¥ 2 a k-2 bun¥k stupn¥ 1.

Ad 9. U prostoru dimenze men²í neº 4 m·ºeme ur£it tvar maximálních
°et¥zc· (a tedy i JA) pouze ze znalosti dim Ker A (vypo£teno jako dimenze
prostoru - hodnost matice), nebo´ u dimenze 2 existují pouze moºnosti

v1
2 −→ v1

1 −→ 0 nebo
v1

1 −→ 0
v2

1 −→ 0

podobn¥ u dimenze 3 existují moºnosti

v1
3 −→ v1

2 −→ v1
1 −→ 0,

v1
2 −→ v1

1 −→ 0
v2

1 −→ 0
,
v1

1 −→ 0
v2

1 −→ 0
v3

1 −→ 0

V dimenzi 4 existuje jiº p¥t typ· maximálních °et¥zc·, p°i£emº dvakrát
je dim Ker A = 2, a aº podle dimenze Ker A2 tyto situace rozli²íme (podobn¥
i v dimenzi 5 nám sta£í pro rozli²ení tyto dv¥ hodnosti). Pokud tedy bude
tvar maximálních °et¥zc· stejný u A i B, pak jsou ob¥ podobné stejnému
Jordanovu tvaru a tedy i navzájem.

Ad 10. Zprvu je vid¥t, ºe matice nem·ºe být zárove¬ regulární a nilpo-
tentní: nech´ A je regulární a nilpotentní. Pak ∃A−1 ∧ ∃k ∈ N : Ak = 0.
Poté ale Ak · (A−1)k = 0, coº je spor. Tedy pokud je matice nilpotentní,

pak je singulární. Naopak nap°. matice

(
1 1
0 0

)
je singulární, ale není

nilpotentní, tedy opa£ná implikace neplatí.
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