
�e²ení 5

Ad 1. a) a d) ano, ostatní ne (u b) f(1, 0) + f(0, 1) 6= f(1, 1), u c) f(0, 0) 6= 0,
u e) determinant není v tomto smyslu lineární)

Ad 2. Duální báze k {(3, 5), (2, 3)} je {2x2 − 3x1, 5x1 − 3x2}.

Ad 3. Podobná úloha, vychází duální báze {(3, 8), (1, 3)}.

Ad 4. Pro x = (x1, x2) ∈ R2 je f1 = 4x1 +x2, f2 = 3x1 +x2. Duální báze vyjde
{(1,−3), (−1, 4)}.

Ad 5. Po£et fi je roven dimenzi (P 2(R))∗ (tedy t°em), zji²´ujeme zdali jsou
lineárn¥ nezávislé. Nech´ tedy existují a, b, c ∈ R takové, ºe ∀p(x) ∈ P 2(R) platí
af0(p) + bf1(p) + cf2(p) = 0. Dosazením postupn¥ x2, x a 1 za p(x) zjistíme

a · 0 + b · 0 + c · 2 = 0
a · 0 + b · 1 + c · 0 = 0
a · 1 + b · 0 + c · 0 = 0

tedy v²echny koe�cienty jsou nulové, a {f0, f1, f2} opravdu tvo°í bázi. Vyjád°íme-
li polynom jako p(x) = a2x

2 + a1x + a0, zjistíme, ºe f0(p) = a0, f1(p) =
a1, f2(p) = 2a2 a ze soustavy jednoduchých rovnic získáme tvar duální báze,

vychází
{

1, x, x2

2

}
.

Ad 6. Matice p°echodu je 1
2

(
−1 5
3 1

)
. Sou°adnice formy f v·£i nové duální

bázi získáme nap°. vynásobením této matice zleva °ádkovým vektorem p·vod-
ních sou°adnic (1, 2). Vychází ( 5

2 ,
7
2 ).

Ad 7. Ze zadání známe sou°adnice forem vzhledem k M∗ a hledáme matici
p°echodu P , která podobn¥ jako u p°íkladu 6. tyto sou°adnice p°etransformuje
na poºadované nové. Z rovnice s maticemi vychází

P =
1
6

 5 5 2
−4 2 2
5 −1 −4



Ad 8. Podobn¥ jako u 7. Matice p°echodu od M k N je P =
(
−7 6
6 −5

)
, tedy

(f)N∗ = (16,−13). Nebo nap°íklad vidíme, ºe f((2, 1)) = 2, f((3, 1)) = 5, tedy
f((1, 0)) = 3 a f((0, 1)) = −4, a tedy kone£n¥ f((4,−1)) = 16, f((−3, 1)) = −13
(nemusíme po£ítat matici p°echodu).

Ad 9. Vyjád°íme-li polynom p(x) jako p(x) = ax2 + bx + c, vidíme ºe p(x)′ =
2ax+ b, p(x)′′ = 2a a

p(0) = c, p′(0) = b, p′′(0) = 2a
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p(1) = a+ b+ c, p′(1) = 2a+ b, p′′(1) = 2a

tedy p(1) = p(0) + p′(0) + p′′(0)
2 , p′(1) = p′(0) + p′′(0), p′′(1) = p′′(0) a hledaná

matice p°echodu tak je  1 0 0
1 1 0
1
2 1 1



Ad 10. Po£et vektor· v M je op¥t roven dimenzi V (tedy n+1), ov¥°ení této báze
tedy spo£ívá v d·kazu lineární nezávislosti prvk· M. Postupným dosazováním
1, x, . . . , xn−1, xn za p(x) do

∑n
i=0 aiFi(p) = 0, kde ai jsou koeicienty, o kterých

máme dokázat, ºe jsou nulové, získáme pro ai soustavu s Vandermondovou ma-
ticí 

1 1 1 . . . 1
c0 c1 c2 . . . cn
c20 c21 c22 . . . c2n
...

...
...

. . .
...

cn0 cn1 cn2 · · · cnn




a0

a1

a2

...
an

 =


0
0
0
...
0


pokud se podíváme na determinant této matice, platí

det


1 1 1 . . . 1
c0 c1 c2 . . . cn
c20 c21 c22 . . . c2n
...

...
...

. . .
...

cn0 cn1 cn2 · · · cnn

 =
∏

0≤j<i≤n

(ci − cj)

tedy pro r·zné konstanty ci je determinant nenulový, matice je regulární, a sou-
stava má pouze triviální °e²ení coº znamená, ºe prvky Fi jsou lineárn¥ nezávislé
a tvo°í bázi. U Lagrangeových polynom· vidíme, ºe

pi(ci) =
∏
j 6=i

(ci − cj)
(ci − cj)

= 1 = Fi(pi)

pk(ci) =
∏
j 6=k

(ci − cj)
(ck − cj)

= . . .
(ci − ci)
(ck − ci)

. . . = 0 = Fi(pk) (zde i 6= k)

coº znamená, ºe ∀i, k ∈ 0 .. n : Fi(pk) = δi
k (de�nice duální báze).
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