Linearni algebra a geometrie
pro matematiky - LS 08/09

Priklady 4 - Funkce matic, ortonormdlni polarni bdze

. Ukazte, ze vlastni ¢isla souctu matic A + B nejsou obecné souctem
vlastnich ¢isel A a B, ale Ze soucet vSech vlastnich ¢isel A+ B se rovna
sou¢tu vsech vlastnich ¢isel matice A a vSech vlastnich ¢isel matice B.

. Necht B m4d vlastni ¢isla 1,2,3, C' m4 vlastn{ &fsla 4, 5,6 a D m4 vlastni
c¢isla 7,8,9. Jaka vlastni ¢isla ma matice 6 x 6 tvaru

(6 5)

. 'V prostoru redlnych polynomu stupné nejvyse 2 najdéte bazi, v niz je
matice zobrazeni T', které redlnému polynomu f(x) pfitazuje polynom
(Tf)(x) = f(0)+ f(1)(x + 2?), diagondlni.

. Spocitejte matici
. m—1 1
Sl NS R A |

. Urcete limitu

. 7 -9 —15\"
lim — 3 7 3
meee 3 -9 —11

. Kazdy rok se 1/10 z celkovych K obyvatel Kocourkova odstéhuje do
Tramtarie a 1/5 z celkovych T obyvatel Tramtarie se zase odstéhuje
do Kocourkova. Kdo se neodstéhuje, zustava na misté. Urcete matici
zobrazeni, které prifazuje vektoru (K, T") vektor poctu obyvatel piisti
rok a poté urcete, kolik obyvatel bude kde bydlet az naprsi a uschne
(tj. za 42 let).

. 'V R? najdéte ortonormalni poldrni bazi kvadratické formy fo(u) =
—4x,29 vzhledem ke standardnimu skalarnimu souéinu.

. V R? najdéte ortonorméalni poldrni bazi kvadratické formy fo(u) =
—4x119, je-li skaldrni soucin zaddn kvadratickou formou go(u) = 23 —
2x119 + 4x%.
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.V R3 najdéte ortonormalni poldrni bazi kvadratické formy fo(u) =

x% + 796% + x% + 8119 + 162123 — 893 vzhledem ke standardnimu
skalarnimu souéinu.

V R? se skalarnim sou¢inem g najdéte ortonormalni poldrn{ bazi kvadrat-
ické formy fo(u) = —4x? — 4x 29 + 323 — 61973 + 373, pricemz go(u) =
422 + dx o + 375 — 2w073 + x?,,

Ukazte, ze kazdou symetrickou pozitivné definitni matici B 1ze zapsat
jako B = AT A pro néjakou matici A.

(Bonus) Oznatme O(n) := {A € M(n x n)|ATA = E} a SO(n) :=
O(n) N {A]det A = 1}. Ukazte, ze pro libovolnd matice A € SO(3)
zachovava néjaky vektor v € R3 a v roviné na néj kolmé pusobi jako
rotace o tthel 3(Tr A — 1).

(Bonus) Necht f je endomorfizmus R™ s matici A. Uvazujme na R"
standardni skaldrni soucin. Ukazte, ze A € O(n) praveé kdyz Vx € R",
llz|| = [|f(z)||. Na komplexnim vektorovém prostoru C" je standardni
skaldrni soucin zaveden jako tzv. seskvilinedrni forma (z,y) := > x4,
kde pruh znaé¢i komplexni sdruzeni, norma ||z|| je opét \/(z,z). Jak je
popsana mnozina matic A, pro néz ||z|| = ||Az||? Jakych hodnot muze
nabyvat determinant téchto matic?

(Bonus) Necht f: N — C" je posloupnost vektoru, definujme operator
prvni diference takto: (Af);(i) := f;(i+1) — f;(¢) a ndsobeni matici A
klasicky takto: (Af);(¢) = > a;,fi(i). Ukazte, ze soustava diferen¢nich
rovnic prvniho fddu Af = Af ma feseni f(i) = (A + E)'f(0). Ukazte,
7e rekurentnf relaci tvaru g(i+m)+> 5 brg(i+k) = 0,kde g : N — C
lze prevést na soustavu m diferencnich rovnic prvniho fadu.

(Bonus) Necht A je ¢tvercova matice stupné n, jejiz vlastnf ¢isla jsou
navzajem ruzna. Dokazte, ze soustava diferencidlnich rovnic tvaru y(t) =
> aijy;(t) pro n redlnych funkef y;(¢) ma feseni ve tvaru y; () = >, bjre™,
kde A jsou vlastni ¢isla matice A a B je néjaka realna matice.



