
Variace na invarianci (2015/16)

Zápo£tové úlohy k sérii
Invarianty uzl·

0.1 P°íklad (1 bod). Najd¥te posloupnost Reidemeisterových tah· (a rovinných isotopií)
dokazující, ºe následující uzel je ekvivalentní trefoilu.

0.2 P°íklad (2 body). Ukaºte, ºe následující uzel lze rozmotat (nemusíte popisovat jed-
notlivé Reidemeisterovy tahy, ale snaºte se o srozumitelnost; nejlépe nakreslete posloupnost
obrázk·).

0.3 P°íklad (1 bod). Uvaºme tah RM3', který je analogický RM3, jen kaºdé horní k°í-
ºení nahradíme dolním a naopak. Najd¥te posloupnost Reidemeisterových tah· (a rovinných
isotopií) dokazující, ºe RM1-3 implikuje RM3'.

0.4 P°íklad (1 bod). Spo£ítejte Kau�manovu závorku trefoilu.

0.5 P°íklad (1 bod). Ukaºte, ºe Kau�manova závorka je invariantní p°i RM3.

0.6 P°íklad (1 bod). N¥kde v literatu°e si najd¥te, co je to suma K1#K2 orientovaných
uzl· K1 a K2 (connected sum of knots). Poté dokaºte, ºe Jones·v polynom V (K1#K2) sumy
K1#K2 je roven V (K1) · V (K2).
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0.7 P°íklad (2 body). Ukaºte, ºe trefoil a �granny knot� (obr. níºe) nejsou ekvivalentní jako
orientované uzly:

0.8 P°íklad (1 bod). Dokaºte, ºe inverzí homotopické t°ídy [f ] smy£ky f : [0, 1]→ X bodem
x0 ∈ X v π1(X, x0) je [f−1], kde f−1(s) := f(1 − s). (Spojistost zkonstruované homotopie
nemusíte dokazovat.)

V dal²ího úkolu je pot°eba upravovat prezentaci grupy. Jako ilustrativní p°íklad uvaºme
Wirtingerovu prezentaci fundamentální grupy trefoilu:〈

a, b, c | aba−1c−1, bcb−1a−1, ca−1c−1b
〉
.

První relace vlastn¥ °íká, ºe

aba−1c−1 = 1 neboli c = aba−1.

Poslední rovnice vyjad°uje generátor c pomocí ostatních, £ili ho m·ºe ze seznamu generátor·
vynechat a v seznamu relací ho nahradit výrazem aba−1. Pov²imneme si, ºe z první relace
se stane 1 neboli triviální 1 = 1, kterou vynecháme. Dostáváme tak novou prezentaci stejné
grupy: 〈

a, b | b(aba−1)b−1a−1, (aba−1)a−1(aba−1)−1b
〉
.

Druhou relaci je²t¥ m·ºeme upravit na tvar

1 = aba−1a−1(ab−1a−1)b = aba−1b−1a−1b.

Te¤ je vid¥t, ºe pokud první relaci vynásobíme zleva b−1 a zprava b, dostáváme druhou relaci.
Jelikoº jsou ob¥ taková násobení v grup¥ vratné transformace (díky existenci inverzí), plyne
odsud, ºe jednu z t¥chto dvou relací m·ºeme vynechat a dostaneme prezentaci〈

a, b | baba−1b−1a−1
〉
.

Alternativní zápis výchozí prezentace je〈
a, b, c | aba−1 = c, bcb−1 = a, ca−1c−1 = b−1

〉
,

výsledné pak
〈a, b | bab = aba〉 .
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0.9 P°íklad (1 bod). Spo£ítejte Wirtingerovu prezentaci fundamentální grupy granny knotu
K (viz cvi£ení 0.7), tj. π1(R3 −K). Pak ji upravte tak, aby m¥la 3 generátory a 2 relace.

0.10 P°íklad (1 bod). Ukaºte, ºe fundamentální grupa trefoilu a unknotu nejsou isomorfní.
To dává d·kaz neekvivalentnosti t¥choto uzl· (ale to uº víme díky 3-obarvitelnosti).
Návod: Sta£í ukázat, ºe fundamentální grupa trefoilu není komutativní.
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