Variace na invarianci (2015/16)
Zapoctové ulohy k sérii
Invarianty uzla

0.1 Piiklad (1 bod). Najdéte posloupnost Reidemeisterovych taht (a rovinnych isotopii)
dokazujici, ze nésledujici uzel je ekvivalentni trefoilu.
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0.2 Pfriklad (2 body). Ukazte, Ze nasledujici uzel lze rozmotat (nemusite popisovat jed-

notlivé Reidemeisterovy tahy, ale snazte se o srozumitelnost; nejlépe nakreslete posloupnost
obrazku).

0.3 Piiklad (1 bod). Uvazme tah RM3’, ktery je analogicky RM3, jen kazdé horni kii-
zeni nahradime dolnim a naopak. Najdéte posloupnost Reidemeisterovych taht (a rovinnych
isotopii) dokazujici, Ze RM1-3 implikuje RM3’.

0.4 Pt¥iklad (1 bod). Spocitejte Kauffmanovu zavorku trefoilu.
0.5 Pfiklad (1 bod). Ukazte, ze Kauffmanova zavorka je invariantni pii RM3.

0.6 Priklad (1 bod). Nékde v literatuie si najdéte, co je to suma K;# K, orientovanych
uzli K7 a K3 (connected sum of knots). Poté dokazte, ze Jonestiv polynom V (K;#K;) sumy
K 1#K; je roven V(K;) - V(Ks).



0.7 Piiklad (2 body). Ukazte, 7ze trefoil a “granny knot” (obr. nize) nejsou ekvivalentni jako
orientované uzly:
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0.8 Pfiklad (1 bod). Dokazte, Ze inverzi homotopické tiidy [f] smycky f : [0,1] — X bodem
g € X v m(X,zg) je [f7Y], kde f1(s) := f(1 — s). (Spojistost zkonstruované homotopie
nemusite dokazovat.)

V dalsiho tkolu je potfeba upravovat prezentaci grupy. Jako ilustrativni ptiklad uvazme
Wirtingerovu prezentaci fundamentalni grupy trefoilu:

<a,b,c | aba_lc_l,bcb_la_l,ca_lc_1b>.

Prvni relace vlastné rika, ze

1

aba"'c™' =1 neboli ¢ =aba".

Posledni rovnice vyjadiuje generator ¢ pomoci ostatnich, ¢ili ho miize ze seznamu generatori
vynechat a v seznamu relaci ho nahradit vyrazem aba~!. Pov§imneme si, Ze z prvni relace
se stane 1 neboli trividlni 1 = 1, kterou vynechame. Dostavame tak novou prezentaci stejné

grupy:
{a,b | b(aba™" )b~ a™", (aba™")a" (aba™")7'b).

Druhou relaci jeSté miizeme upravit na tvar
1 =aba o (ab~ta )b = aba'bta b,

Ted je vidét, Ze pokud prvni relaci vynasobime zleva b~! a zprava b, dostavame druhou relaci.
Jelikoz jsou obé takova nasobeni v grupé vratné transformace (diky existenci inverzi), plyne
odsud, 7e jednu z téchto dvou relaci mizeme vynechat a dostaneme prezentaci

{(a,b|baba~"b"'a").
Alternativni zapis vychozi prezentace je
<a,b,c | aba™' =c,bcb™ = a,ca et = b_1>,

vysledné pak
{(a,b | bab = aba) .



0.9 Ptiklad (1 bod). Spocitejte Wirtingerovu prezentaci fundamentélni grupy granny knotu
K (viz cvigeni 0.7), tj. 71 (R® — K). Pak ji upravte tak, aby méla 3 generatory a 2 relace.

0.10 P#iklad (1 bod). Ukazte, ze fundamentélni grupa trefoilu a unknotu nejsou isomorfni.
To dava dikaz neckvivalentnosti téchoto uzli (ale to uz vime diky 3-obarvitelnosti).
Néavod: Staci ukazat, ze fundamentalni grupa trefoilu neni komutativni.

Dalsi ¢teni:

1. M. Elhamdadi, S. Nelson : Quandles - An Introduction to the Algebra of Knots, Student
Mathematical Library 74 (2015), American Mathematical Society.



