Variace na invarianci, LS 13/14
Piehled predndsky DS, domdci iikoly
Prehled:

e Definice Meebiovské transformace, rozklad na elementdrni transformace,
zadani na tfech bodech

e Kruhovd inverze, jeji pusobeni na piimkéach a kruznicich, konformni a anti-
konformni zobrazeni, zachovavéani symetrie podle jedné kruznice pusobenim
kruhové inverze vuéi jiné kruznici, sféricka inverze

e Stereograficka projekce Riemannovy sféry na C*, jeji vyjadieni jako sférické
inverze, dikaz, ze je konformni a Ze zachovava mnozinu kruznic a pfimek

o Moebiovské transformace jako maticovd zobrazeni na C2

e Pevné body transformace, hyperbolické, loxodromické, eliptické a parabo-
lické transformace, jejich ptisobeni na komplexni roviné a na Riemannové
sfére

e Parovani kruznic, (Schottkyho) grupy generované ¢tyimi kruznicemi, ukdzky
limitnich mnozin.

e Grupa rotaci a Lorentzova grupa, nebeska sféra

e Lorentzovy transformace jako Moebiovské transformace nebeské sféry

e Piiklad boostu ve sméru osy z jakozto hyperbolické Moebiovy transfor-
mace.

Domaci tkoly:

1. (1b) Dokazte, ze pro kazdd dvé trojice (21, 22, 23) a (w1, w2, w3) vzadjemné
ruznych bodu C* existuje pravé jedna Moebiovska transformace, kterd
zobrazuje z; — wi, 29 — we, 23 — ws. (Na predndSce byla existence,
sta¢{ dokdzat jednoznacénost)

2. (1b) Dokazte s pomoci kruhové inverze, ze pro ¢tyfihelnik ABCD, ktery
je vepsany kruznici, plati |AC||BD| = |AB||CD|+|AD||BC| (Ptolemaiova
véta)

3. (1b) Pro libovolné z € C napiste vzorec pro bod (X,Y,Z) na stéfe ¥
takovy, ze z je stereografickou projekei (X,Y, Z).

4. (1b) Dokazte, ze zobrazen{ z — 1/z na C indukuje pomoci stereografické
projekce rotaci sféry 3 o thel 7 kolem redlné osy.

5. (1b) Ukazte, ze pro libovolné dva kruhy v roviné existuje maebiovska trans-
formace, kterd zobrazuje vnitiek jednoho na vnéjsek druhého.

6. (2b) Najdéte moebiovské zobrazeni K, které zobrazuje bod 0 na bod —1,
bod oo na bod 1 a bod 1 na bod —i, tzv. Cayleyho zobrazeni. Dokazte, ze



K3 = Id. Dokazte, ze

K SL(2,R) K~' = SU(1,1),

s ={( 5 %)~ 1op =1}

Dokazte, ze SL(2,R) zachovava horni polorovinu a SU(1,1) jednotkovou
kruznici.
. (1b) Odvod'te vzorec pro stereografickou projekci bodu na sfére zadaného

polarnimi souradnicemi.

. (2b) Odvod'te matice Moebiovskych transformaci, jimz pifslusné Lorent-
zova transformace je rotace kolem osy z a rotace kolem osy y.



