Variace na invarianci 2018
Kleiniv Erlangensky program (Lukas Krump)

V tomto seminari rozvedeme nésleduji tezi, kterou ptinesl Felix Klein ve svém
Erlangenském programu (1872):

V roviné existuji razné geometrie. Kazda geometrie je jednoznacné
urcena svou pohybovou grupou. Kazda takova grupa se da charakter-
izovat pomoci jistych invariantii.

Uvazujeme tedy rtizné geometrie v roviné. Ke kazdé takové geometrii prislusi
pohybovéa grupa ¢ili grupa jejich symetrii. Pro euklidovskou rovinu mame grupu
v8ech shodnosti oznacenou Es, ktera je generovana vSemi rotacemi (o thel ¢ €
(0,27)), translacemi (o vektor vy = (29, y0)) a reflexi tfeba podle osy x.

Domaci kol 1 (1 bod): Dokazte pfimym vypoctem, ze kazda shodnost
zachovava skalarni soucin.

Navic plati, ze Fs je praveé ta nejvétsi grupa, kterd zachovava skalarni soucin,
¢ili tento vysledek se ,nedad vylepsit“. Grupa F,; ma dimenzi 3 (dvé dimenze
pridava vektor, o néjz posouvame, jednu thel, o néjz otacime, reflexe neptridavaji
7adnou dimenzi). Rikdme, Ze skalarni soucin je &selnym invariantem této grupy.

Uvazujme dalsi mozné geometrie v rovin€. 7Z obvyklé euklidovské geometrie
je dostaneme tak, ze odebirdme nékteré pojmy a axiomy. Odebranim skalarniho
soucinu (a tedy i méfeni délek a ihlu) ziskdme z euklidovské roviny afinni rovinu,
v niz jsou body a vektory, umime mezi nimi rozlisit a umime urcit stfed tsecky.
Také tu je definovan délici pomér tii bodi, z néhoz lze rozpoznat jak ,body
v nekoneénu® (tzv. nevlastni body ¢ili vlastné sméry), tak i stiedy tsecek.

Na afinni ptimce je definovan délici pomér tii bodt takto: (ABC) = A, jestlize
C—-—A=\C-B).
Domaci tkol 2 (2 body):

a) Je-li (ABC') = )\, urcete hodnotu déliciho poméru pro vSech Sest moznych
permutaci t¥1 bodd.

b) Urcete vSechny hodnoty ¢isla A € R(C), pro néz se nékteré z téchto Sesti
hodnot rovnaji.

U afinni geometrie mame grupu vsech afinit Af,, kde jsou translace stejné
jako v euklidovské grupé€, a misto rotaci a reflexi mtze byt jakékoli regularni
zobrazeni. Grupa Af, ma dimenzi 6.

Domaci tkol 3 (1 bod): Dokazte pfimym vypoctem, Ze kazda afinita za-
chovava délici pomeér.



Projektivni rovinu ziskdme v principu tak, ze odebereme délici pomér a tedy
i schopnost rozlisovat body vlastni od nevlastnich, a rovnéz stiedy tsecek. Ve
skutec¢nosti se projektivni ptimka RP! a projektivni rovina RP? zkonstruuji jako
mnozina vSech vektorovych pfimek ve vektorovém prostoru dimenze o 1 vétsi, a
prislusna afinni pfimka resp. rovina se do té projektivni vnofi. K popisu bodi
v proj. pfimce/roviné ndm dobte slouzi homogenni soufadnice: pro bod na pro-
jektivni pfimce piseme A = (a) = [ag : a1], pro bod v projektivni roviné piSeme
A = (a) = [ag : a1 : as], v obou piipadech se jsou homogenni soufadnice urceny
jednozna¢né az na nenulovy nasobek. V projektivni pfimce/roviné nerozliSujeme
mezi vlastnimi a nevlastnimi body, to je jen vlastnosti zvoleného vnoreni afinni
pifmky /roviny. Kanonicky bereme pro piimku ztotoznéni z € R +— [1 : 2] € RP!
— to jsou vlastni body, a nevlastni bod je [0 : 1]. Obdobné pro vlastni body
v roviné mame [z,y] € R? — [1 : z : y] € RP? a nevlastn{ ptimka je tvofena
nevlastnimi body tvaru [0 : x : y|. Projektivni rovina spliiuje velmi elegantni a
jednoduché axiomy, a sice ze kazdé dva body urcuji pravé jednu primku a kazdé
dvé primky se protinaji pravé v jednom bodé€; a plati zde princip duality.

Jaka grupa pfislusi projektivni roviné a co zachovava? Zavedeme nejprve po-
jem dvojpomeér ¢tyf vektort v roviné takto: Necht ¢tyti vektory a, b, ¢, d v roviné
jsou po dvou linearné nezavislé a spliuji

c =aga+ pb
d = Qoa + sz
Jejich dvojpomeér je pak definovan jako
a3
abed) = .
( ) a3,
Domaici tkol 4 (1 bod): Pfi oznaceni soufadnic a = (ag,aq), ... dokazte,
ze
ap  Co ‘ bo do
a; ¢ by d
(abed) — 1 G 1
ag do bo <o
aq dl bl C1

Je snadno vidét, ze hodnota dvojpoméru nezavisi na nenulovém nasobku zad-

ného z vektori a proto lze zavést dvojpomeér ¢tyf bodt na projektivni piimce:
je-li A= (a) =ag : ai],..., pak (ABCD) = (abcd).

Domaci tkol 5 (1 bod): Je-li (ABCD) = ), urete hodnotu dvojpoméru
pro vsech 24 moznych permutaci ¢tyi bodi.

Domaci tkol 6 (1 bod): Dokazte, ze jsou-li body A, B,C, D vlastni, pak
(ABCD) = gﬁgg;; a déle, jsou-li A, B, C vlastni a D nevlastni, pak (ABCD) =
(ABC).




Nyni zavedeme grupu projektivit na RP™ jako
PGL, 1R = {A e ROFDXHD 41 £ 0Y /{a # 0},

¢ili se jedné o grupu vsech regularnich matic (rozméru o jedna vétsiho, nez je di-
menze naseho projektivniho prostoru) branych az na nésobek nenulovym ¢islem.
Pro projektivni ptimku tedy mame matice 2 x 2, coz jsou ¢tyfi dimenze, minus
jedna dimenze kvuli zanedbani nasobku, ¢ili dimenze PG LsR je 3. Pro rovinu
jsou to matice 3 x 3 a dimenze PG L3R je 32 — 1 = 8. Snadno se ukdZe, Ze kazda
grupa PGL,R zachovava dvojpomér.

Jsou-li geometrie usporadané od nejvice specialni (euklidovské) k nejobecnéjsi
(projektivni), jejich pohybové grupy se v tomto sméru zvétsuji: Fy < Af, <
PGL3. Vztah mezi prvnimi dvéma je ziejmy (euklidovska rotace a reflexe jsou
specidlnimi pfipady reguldrnich zobrazeni), zatimco vztah mezi Af, a PGL3R
uz je méné ziejmy — uvidime priste.

U kazdé grupy nazveme ¢iselnym invariantem onu ,funkci“, kterd je grupou
zachovévana (s tim, Ze doty¢éna grupa je nejvétsi, kterd tak ¢ini), u zminénych
geometrii jde tedy postupné o skalarni soucin, délici pomér a dvojpomeér.

Vsechny doposud zjisténé véci mizeme doplnit do tabulky:

Geometrie Grupa Ciselny invariant MnozZinovy invariant
(dimenze)
euklidovska E5 (3) skalarni soucin néco(?) na nevlastni pfimce
afinni Afy (6) délici pomér nevlastni pfimka
projektivni | PG L3R (8) dvojpomeér cela rovina

Vsimnéme si, ze kdyz postupujeme v tabulce shora doli, u geometrii pokazdé
na cosi ,zapomeneme“, tj. dostavame obecnéjsi geometrie. Naopak smérem na-
horu dostavame geometrie specialnéjsi. Vidime, Zze ¢im je geometrie specialnéjsi,
tim mensi mé& pohybovou grupu, tim vice se zachovava ¢iselné (dvojpomeér lze
vypocitat z délictho pomeéru, délici pomér ze skal. soucinu, ale bez doplnéni
dodate¢nych informaci to opa¢né nejde).

Domaéci kol 7 (2 body): Ukazte, ze Af, < PGL3, neboli ze afinni trans-
formace se daji realizovat jako projektivni transformace (vyjdéte z toho, Ze afinni
prevadéji sméry na sméry).

Kromeé jiz zndmych pojmi jsme zavedli pojem mnozinovy invariant — jedné se
o mnozinu, ktera je zachovavana pri akci prislusné grupy. Pfi postupu tabulkou
zdola nahoru, tj. smérem ke specialnéjsim geometriim, se mnozinovy invariant
zmensuje a zaroven zpfesnuje. V projektivni geometrii se zachovava pouze celd
projektivni rovina jako takova, ale jinak se miize jakykoli bod zobrazit na jakykoli
jiny. V afinni geometrii se uz zachovava aspon néco — konkrétné nevlastni ptimka,
tj. piikazdém afinnim zobrazeni se nevlastni body zobrazuji na nevlastni a vlastni



na vlastni. Cekéme tedy, Ze i v euklidovské geometrii se zachovava (oproti afinni)
cosi dalsiho, presnéjsiho, jakasi podmnozina nevlastni primky, zatim oznacena
otaznikem.

Po nékolika dalsich iivahach na pfednésce nam jako vhodni kandidati ptijde
tzv. dvojice izotropickych bodu [0 : 1 :4],[0 : 1 : —i]. Jsou to tedy nevlastni
body, které jsou navic imaginarni. Jsou zachovavény vSemi translacemi (protoze
jsou to sméry), rotacemi (diky tomu jsme je nasli jako spole¢né vlastni vektory
vSech rotaci) a také reflexi podle osy x, kterd je navzajem vyménuje.

Domaci kol 8 (1 bod): Dokazte, ze dvojice izotropickych bodi lezi na
kazdé kruznici v rovineé.

Dale uvedeme Kleinovu ideu, Ze z projektivni geometrie je mozné ziskat nové
geometrie (v nichz jsme schopni méfit vzdalenosti a thly) tim, Ze zvolnime jako
mnozinovy invariant néjakou kvadriku (v roviné tento pojem splyva s pojmem
kuzelosecka). A odsud plyne také klasifikace geometrii:

KuzZelosecka Geometrie

Redlna regularni | Hyperbolicka

Realna singularni | Parabolicka
Imaginarni Elipticka

Dvojice izotropickych bodi je pfikladem imaginarni kuzelosecky v dimenzi
1, coz souvisi s tim, Ze méfeni thla v euklidovské geometrii je eliptické (méfeni
vzdélenosti je ovSem parabolické, ale to se sem uZ nevejde).

Na zptisob méfeni délek resp. thlt (obecné Fikejme miry) pfi zadané volbé
kvadriky nas navadi tzv. Laguerrtiv vzorec. Uvazujme (euklidovsky) svazek
pfimek v roviné. Nasim cilem je vyjadiit obvykly (euklidovsky) thel dvou piimek
ve svazku pomoci dvojpoméru. Zavedeme nejprve souradnice tak, ze jedna libo-
volné zvolenad primka py bude slouzit jako pocatek soutradnic, a pro libovolnou
pfimku p ve svazku oznaCime ¢ = @(p) orientovany thel mezi py a p, pri¢emz
¢ € (—m,m). Pak je pfimka p uréena homogennimi soufadnicemi [cos ¢ : sin ¢].

Euklidovsky pohyb ve svazku, tedy otaceni okolo stfedu, ma invarianty — jak
jiz vime — izotropické primky, které 1ze v homogennich souradnicich zapsat jako
z =1 :4,t =[1: —i. Uvazujme nyni libovolné dvé realné pfimky svazku
x = |xo:21],y = [yo : y1] a pocitejme dvojpomér s izotropnimi piimkami:

xo 1fjyo 1

(xyzt) = T iy _ (1o — 1) (—iyo — 41) _ ZoYo + T1y1 — i(xoyr — 1Y)
xo 1 ||y 1 (—izo — xl)(iyo — 1) ToYo + 2191 + i(Toyr — l’lyo)
T —1 U1 7




Nyni vyuzijeme toho, Ze x = [xg : z1] = [cos¢(x) : sinp(z)] a obodobné pro
y, a oznacime w = p(y) — p(z). Pak ziejmé

cosw = cos p(y) cos p(z) + sin (y) sinp(z) = o(zoyo + 21y1)

sinw = sin p(y) cos p(x) — cos p(y) sin p(x) = o(xey; — T1Yo)
kde o je spoleény nasobek vznikly prevodem mezi homogennimi souradnicemi x
iy (rozmyslete).

Dosazenim dostavame
cosw —isinw e W
(xyzt) = —— = — =e¢
COSW + 1 SINwW ew

—2iw

Aplikaci funkce Log (hlavni vétev logaritmu) jakozto inverzni funkce k expo-
nenciale v komplexnim oboru dostavame

Log(zyzt) = —2iw
a tedy .

W= %Log(xyzt),
coz je tzv. Laguerriv vzorec.

Tento vzorec miiZe byt ponékud prekvapujici, nebot tithel mezi dvéma pfimkami
ve svazku je zde vyjadfen pomoci dvojpoméru, kde zbylé dvé piimky z,t jsou
imaginarni, Log je komplexni funkce komplexni proménné a jeji hodnota se
nakonec nasobi komplexnim c¢islem 2, presto, uvazujeme-li redlné primky z,y
(tj. s readlnymi soufadnicemi), je thel w mezi nimi nutné realné ¢islo.

Pro obecnou volbu kvadriky budeme zavadét miru jako
c
p =5 Log(zy€d),

kde &, & jsou body kvadriky, tzv. absolutni body. Ty se pak ukaZou byt body
v nekonecné vzdalenosti a pro pripad hyperbolické pfimky dojde k tomu, zZe
nam tyto dva redlné(!) body rozdéli ptimku na dvé ¢asti, v kazdé z nichz jsou
vzdalenosti redlné a mezi nimiz navzajem jsou vzdalenosti imaginarni.

Timto zptsobem dostaneme tzv. Beltramiho—Kleiniiv model hyperbolické
roviny, kde celd rovina je znazornéna jako kruh a primky se jevi jako primky.
Casto se setkdvame s jinymi modely, napf. s Poincarého kruhovym modelem,
ktery byl zminén na prednésce, a ktery je vidét na né€kterych obrazech M.C.Eschera
— viz posledni stranu.

Nebo s Poincarého polorovinnym modelem,v némz se pohyby jevi jako Mébiovy
transformace. O neeuklidovské geometrii by se dalo mluvit jesté dlouho, a také
bychom mohli ukéazat, jak vypadaji prislusné pohybové grupy v riznych mod-
elech, ale to zase pti néjakém dalsim setkani.

Lukas Krump, March 8, 2018






