1 Vektorové prostory

1.1 De˛nice vektorov0ho prostoru.

Poznámka: Symbolem R, resp. C budeme oznaèovat tìleso reálných èísel, resp. komplexních èísel. Pøíklad:

1. Geometrie. Základní støedoźkolská pøedstava o tom, co je vektor, je orientovaná úseèka. Pøesnìji, dvì takové úseèky jsou pova¿ované za stejné, pokud jednu dostanu z druhé rovnobì¿ným pøenosem. Základní operace, které mohu s vektory dìlat, je jejich sèítaní (de˛nované geometricky pro dva vektory umístìné do stejného poèátku pomocí pøísluźného rovnobì¿níka). Vektor také mù¿eme vynásobit reálným èíslem. Mno¿ina vźech (geometrických) vektorù je základní pøíklad a inspirace pro ní¿e uvedenou de˛nici vektorového prostoru.

2. Aritmetika. Mno¿ina R^n je mno¿ina vźech n-tic x = (x_1, . . . , x_n) reálných èísel. Sèítání dvou prvkù této mno¿iny je de˛nováno pomocí sèítání jejich odpovídajících komponent, násobení takovéto n-tice èíslem se také de- ˛nuje po slo¿kách.

3. Analýza. Oznaème symbolem V prostor vźech polynomù jedné reálné promìnné, jejich¿ stupeò je menźí nebo roven danému pøirozenému èíslu k. Budeme uva¿ovat polynomy s komplexními koe˛cienty. Pak opìt mù¿eme de˛novat snadno souèet dvou takovýchto polynomù a také souèin libovolného komplexního èísla a daného polynomu. Toto je pøíklad, který motivuje de˛nici vektorového prostoru nad tìlesem C komplexních èísel. De˛nice 1 Vektorový prostor Vektorový prostor V nad tìlesem R(C ) je mno¿ina V spolu s dvìma operacemi (zobrazeními)

(i) + : V × V → V (tzv. sèítání vektorù) (ii) · : R × V → V (násobení vektoru èíslem) Prvky mno¿iny V se nazývají vektory (budeme je typicky oznaèovat malými písmeny latincké abecedy). Prvky tìlesa R, resp. C se nazývají èísla (budeme je typicky oznaèovat malými písmeny øecké abecedy). O tìchto dvou operacích se pøedpokládá, ¿e budou mít následující vlastnosti (budou splòovat následující axiomy):

I.a) (x + y) + z = x + (y + z) pro vźechny x, y, z ∈ V (asociativita) I.b) existuje vektor 0 ∈ V (nulový vektor) s vlastností, ¿e pro vźechny x ∈ V platí x + 0 = 0 + x = x.

I.c) pro vźechny x ∈ V existuje prvek −x ∈ V s vlastností x + (−x) = (−x) + x = 0 (existence inversního prvku)

1.d) pro vźechny x, y ∈ V platí x + y = y + x (komutativita] II.a) pro vźechny x ∈ V platí 1 · x = x, II.b) pro vźechny α, β ∈ R(C ), x ∈ V platí α · (β · x) = (αβ) · x, III.a) pro vźechny α, β ∈ R(C ), x ∈ V platí (α + β) · x = α · x + β · x, III.b) pro vźechny α, β ∈ R(C ), x ∈ V platí α · (x + y) = α · x + β · y.

Poznámka:

Mno¿ina V, ve které existuje jen jedna operace (oznaème ji také +) s vlastnostmi I.a) - I.d) se nazývá grupa. Tento pojem bude v budoucnosti velmi dùle¿itý, budeme se mu vìnovat víc, a¿ budeme mít k dipozici více dùle¿itých pøíkladù.

Vektorový prostor je tedy grupa, na které existuje jeźtì dalźí operace násobení èíslem s dalźími vlastnostmi.

Ovìøte, ¿e motivaèní pøíklady z geometrie, aritmetiky a analýzy jsou opravdu pøíklady vektorových prostorù.

1.2 Vektorové podprostory, faktorprostor

De˛nice 2 Vektorový podprostor Nechż V je vektorový prostor na tìlesem R(C ) Øekneme, ¿e mno¿ina W ⊂ V je vektorový podprostor V , pokud W je vektorový prostor pøi stejných operacích, které byly de˛novány ve V.

V této situaci budeme de˛novat faktorprostor V/W takto: Pro ka¿dé a ∈ V de˛nujeme mno¿inu a + W := {b = a + w|w ∈ W }. Faktorprostor V/W je mno¿ina, její¿ prvky jsou mno¿iny a + W := {b = a + w|w ∈ W } pro libovolné a ∈ V. Sèítání a násobení je de˛nováno ve V/W takto: (a+W )+(b+W ) := (a+b+W ), a, b ∈ V ; α.(a+W ) := (α.a+W ), α ∈ R(C ), a ∈ V. Lemma 1 Vlastnosti podprostoru Podmno¿ina W ⊂ V je podprostor, pokud W + W ⊂ W, R.W ⊂ W (C .W ⊂ W ).

Dùkaz: Výźe uvedené podmínky jsou podmínky pro to, aby sèítání a násobení bylo dobøe de˛nováno, mìlo hodnoty opìt ve W. To, ¿e pak toto sèítání a násobení èíslem splòuje vźechny po¿adované vlastnosti je u¿ jen dùsledkem

Obrázek 1: K de˛nici faktorprostoru. Pøímky pøedstavují jednotlivé prvky faktorprostoru.

toho, ¿e vzniklo restrikcí ze sèítání a násobení ve V, kde tyto vźechny vlastnosti platí. 2

Lemma 2 Korektnost de˛nice faktorprostoru Sèítání a násobení èíslem ve V/W je dobøe de˛nováno a prostor V/W je vektorový prostor.

Dùkaz: Vźimnìte si nejprve, ¿e mno¿iny a + W , b + W v nìkterých pøípadech splynou (právì kdy¿ a − b ∈ W !). Tak¿e tuté¿ mno¿inu lze zapsat rùznými zpùsoby. Je tøeba se pøesvìdèit, ¿e sèítání a násobení nezávisí na výbìru popisu mno¿in. To plyne z tohoto výpoètu: je-li a ∈ V, a^′ ∈ V, a^′ = a + w, w ∈ W ; b ∈ V, b^′ ∈ V, b^′ = b + u, u ∈ W ; α ∈ R(C ), pak a^′ + b^′ = a + b + (u + w), α.a^′ = α.a + α.w a platí u + w ∈ W, α.w ∈ W. 2 Pøíklad: Nechż vektorový prostor V je rovina, jak vypadají vźechny podprostory v prostoru V ? Nakreslete si je! Jsou to vźechny pøímky procházející poèátkem a pak podprostor {0}, skládájící se z jednoho bodu, a to poèátku.

Zvolte si za W jednu z pøímek procházející poèátkem. Rozmyslete si, jak vypadá faktorprostor V/W !

1.3 Lineární kombinace, generátory

De˛nice 3 Nechż V je vektorový prostor. Jsou-li dány vektory x_1, . . . , x_n ∈

V, pak ka¿dý vektor w ∈ V tvaru w = α_1.x_1 + . . . + α_n.x_n, α_1, . . . , α_n ∈ R(C ) nazveme lineární kombinací vektorù x_1, . . . , x_n. Øekneme, ¿e lineární kombinace je triviální, pokud vźechny koe˛cienty α_i, i = 1, . . . , n jsou rovny nule.

Nechż M je libovolná podmno¿ina V. Lineární obal L(M) mno¿iny M je mno¿ina vźech lineárních kombinací vźech koneèných podmno¿in x_1, . . . , x_n mno¿iny M.

Pokud pro mno¿inu M ⊂ V platí, ¿e L(M) = V, pak øekneme, ¿e mno¿ina M generuje V. Prvky mno¿iny M se nazývají generátory V.

Øekneme, ¿e vektorový prostor V je koneènì generovaný, pokud existuje koneèná mno¿ina M ⊂ V, která ho generuje.

Lemma 3 Lineární obal L(M) mno¿iny M ⊂ V je vektorový podprostor. Je to nejmenźí vektorový podprostor V, který obsahuje M, tj. je to prùnik vźech lineárních podprostorù V, které obsahují mno¿inu M.

Dùkaz: a) L(M) je podprostor: Staèí ovìøit, ¿e L(M) je uzavøeno na sèítání a násobení èíslem (ihned z de˛nice).

b) L(M) je vektorový podprostor a obsahuje M. Je-li N jiný takový podprostor, pak vźechny lineární kombinace prvkù z M zøejmì patøí do N a tedy L(M) ⊂ N. 2 Pøíklad: Rozmyslete si, jak vypadá lineární obal rùzných dvojic èi trojic vektorù v trojrozmìrném prostoru.

Rozmyslete si, jak mù¿e vypadat mno¿ina, která generuje daný dvojrozmìrný podprostor v tøírozmìrném prostoru. Kolik mù¿e mít nejménì prvkù? Rozmyslete si toté¿ pro jednorozmìrný podprostor v tøírozmìrném prostoru.

1.4 Lineární nezávislost, base, dimense

De˛nice 4 Øekneme, ¿e skupina vektorù x_1, . . . , x_n ve V je lineárnì nezávislá, pokud jediná lineární kombinace tìchto vektorù, která je rovna nulovému vektoru, je triviální lineární kombinace. Tedy musí platit: pokud existují èísla α_1, . . . , α_n taková, ¿e

α_1.x_1 + . . . + α_n.x_n = 0, pak α_1 = . . . = α_n = 0.

Øekneme, ¿e libovolná mno¿ina M ⊂ V je lineárnì nezávislá, pokud to platí pro ka¿dou její koneènou podmno¿inu.

Øekneme, ¿e mno¿ina M lineárnì závislá, pokud není lineárnì nezávislá. Øekneme, ¿e mno¿ina M je base vektorového prostoru V, pokud M je lineárnì nezávislá a generuje V.

Øekneme, ¿e vektorový prostor V má dimensi n, pokud existuje base V, která má n prvkù. Øekneme, ¿e vektorový prostor V má nekoneènou dimensi, pokud není koneènì generovaný.

Pøíklad: Nakreslete si lineárnì nezávislé skupiny vektorù v rovinì a v prostoru. Kolik jich nejvíce mù¿e být? Najdìte pøíklady basí roviny a prostoru.

Uka¿te, ¿e prostor vźech polynomù má nekoneènou dimensi.

Lemma 4 1. Je-li mno¿ina M ⊂ V lineárnì nezávislá, pak toté¿ platí pro ka¿dou její podmno¿inu.

2. Je-li mno¿ina M lineárnì závislá, platí toté¿ pro ka¿dou mno¿inu M^′ ⊂ V, která ji obsahuje.

Poznámka: Nakreslete si v rovinì nebo v prostoru pøíklady mno¿in M a M^′ takových, ¿e:

Mno¿ina M je lineárnì nezávislá, mno¿ina M^′ je lineárnì závislá, a M ⊂ M^′. Vìta 1 (Steinitz) Nechż L(x_1, . . . , x_m) = L(y_1, . . . , y_n). Nechż navíc je mno¿ina {x_1, . . . , x_m} nezávislá. Pak m ≤ n.

Dùsledekem Steinitzovy vìty je, ¿e libovolné dvì base koneènì generovaného vektorového prostoru mají stejný poèet prvkù. Dimense vektorového prostoru je tedy dobøe de˛nována.

Lemma 5 1. Je-li mno¿ina M ⊂ V lineárnì nezávislá, pak toté¿ platí pro ka¿dou její podmno¿inu.

2. mno¿ina M je lineárnì závislá právì kdy¿ existuje vektor x ∈ M, který lze vyjádøit jako lineární kombinaci ostatních, tj. takový, ¿e x je roven lineární kombinaci nìjaké koneèné podmno¿iny M^′ ⊂ M vektorù.

3. Je-li mno¿ina M lineárnì závislá, platí toté¿ pro ka¿dou mno¿inu M^′ ⊂ V, která ji obsahuje.

Dùkaz: 1. Je-li mno¿ina vektorù M = {x_1, . . . , x_m} lineárnì nezávislá, pak i ka¿dá její podmno¿ina M^′ je také lineárnì nezávislá (tedy dvì po sobì následující de˛nice linární nezávislosti jsou stejné!). Dùvod proto je jednoduchý: pro pohodlí pøedpokládejme, ¿e jsou vektory mno¿iny M uspoøádány tak, ¿e podmno¿ina M^′ je právì mno¿ina M^′ = {x_1, . . . , x_n}, n < m. Pokud ∑n j=1 α_jx_j = 0, pak mù¿eme de˛novat α_i = 0, i = n + 1, . . . , m a zøejmì platí ∑m j=1 α_jx_j = 0, a tedy podle de˛nice nezávislosti musí být α_i = 0 také pro vźechny i = 1, . . . , n. Z toho pak plyne, ¿e také mno¿ina vektorù M^′ je nezávislá.

2. Staèí si tvrzení rozmyslet pro koneènou mno¿inu M = {x_1, . . . , x_m} (pro obecnou mno¿inu M pak tvrzení plyne pøímo z de˛nice).

Pro dùkaz ekvivalence je tøeba dokázat dvì implikace:

a) Je-li M lineárnì závislá, pak podle de˛nice existuje lineární kombinace α_1x_1 +. . .+α_nx_n, která je rovna nulovému vektoru, ale ne vźechny koe˛cienty α_i jsou nula. Pøedpokládejme, ¿e j-tý koe˛cient je nenulový. Pak ale

x_j = (1/α_j)[α_1x_1 + . . . + α_{j−1}x_{j−1} + α_{j+1}x_{j+1} + . . . + α_nx_n].

b) Pokud jeden z vektorù, napøíklad j-tý vektor, vyjádøím pomocí ostatních, tj. pokud

x_j = α_1x_1 + . . . + α_{j−1}x_{j−1} + α_{j+1}x_{j+1} + . . . + α_nx_n,

pak zøejmì

α_1x_1 + . . . + α_{j−1}x_{j−1} − x_j + α_{j+1}x_{j+1} + . . . + α_nx_n = 0,

tedy podle de˛nice je M lineárnì závislá.

3. Tøetí èást tvrzení je pøímým dùsledkem druhé èásti tvrzení. 2 Pøíklad: Nakreslete si pøíklad, kde mno¿ina M se skládá ze dvou vektorù v prostoru a mno¿ina M^′ vznikne pøidáním jednoho vektoru k mno¿inì M. Rozmyslte si, ¿e je mo¿né, aby mno¿ina M byla lineárnì nezávislá a mno¿ina M^′ byla lineárnì závislá.

Lemma 6 Nechż M je koneèná podmno¿ina vektorù ve V a y ∈ V. Pak

L(M) ⊂ L(M ∪ {y}) a rovnost v této inklusi nastane právì kdy¿ y ∈ L(M).

Dùkaz:

Pokud nastane v inklusi rovnost, pak zøejmì y ∈ L(M). Naopak, pokud y ∈ L(M), pak lze y napsat jako lineární kombinaci prvkù z M a ka¿dou lineární kombinaci prvkù z M ∪ y lze dosazením za y napsat jako lineární kombinaci prvkù z M. 2

Lemma 7 Nechż M = {x_1, . . . , x_n} je koneèná mno¿ina vektorù ve vektorovém prostoru V . De˛nujme podprostory V_i = L(x_1, . . . , x_i); i = 1, . . . , n. Pak V_1 ⊂ V_2 ⊂ . . . ⊂ V_n = V a platí, ¿e mno¿ina M je lineárnì nezávislá právì kdy¿ vźechny inkluse mezi podprostory jsou ostré.

Dùkaz: Doká¿eme právì opaèné tvrzení: Mno¿ina M je lineárnì závislá právì kdy¿ nastane aspoò v jedné inklusi rovnost.

a) Pøedpokládejme nejdøíve, ¿e nastane aspoò v jedné inklusi v tvrzení lemmatu rovnost, napø. nechż V_j = V_{j+1}. Pak podle Lemmatu 5 lze x_{j+1} napsat jako lineární kombinaci prvkù x_1, . . . , x_j, tedy M je lineárnì závislá.

b) Pøedpokládejme naopak, ¿e M je linárnì závislá. Pak tedy podle de- ˛nice existují èísla α_i, i = 1, . . . , n, (ne vźechny rovny nule) tak, ¿e α_1x_1 + . . . α_nx_n = 0. Najdìme nejvìtźí index j, pro který je α_j ≠ 0, t.j. pøedpokládejme, ¿e α_j ≠ 0, α_{j+1} = . . . = α_n = 0. Pak ale x_j lze napsat jako lineární kombinaci prvkù x_1, . . . , x_{j−1} a V_{j−1} = V_j. 2

Lemma 8 Je-li M koneèná mno¿ina vektorù ve V, obsahující alespoò jeden nenulový prvek, pak z ní lze vybrat lineárnì nezávislou podmno¿inu M^′ ⊂ M, pro kterou L(M^′) = L(M).

Dùkaz: Nechż M = {x_1, . . . , x_n}. Staèí sestrojit posloupnost podprostorù

V_1 ⊂ V_2 ⊂ . . . ⊂ V_n = L(M) jako v L.6 a vynechat x_j pro ta j, pro které v pøísluźné inklusi V_{j−1} ⊂ V_j nastává rovnost a pou¿ít Lemma 6 na zbylou mno¿inu. 2

Lemma 9 (o výmìnì):

Nechż vektor x je lineární kombinací vektorù y_1, . . . , y_n, tj. x = ∑n i=1 α_iy_i. Pokud α_j ≠ 0, pak L(y_1, . . . , y_n, ) = L(y_1, . . . , y_{j−1}, x, y_{j+1}, . . . , y_n).

Dùkaz: Obì potøebné inkluse plynou z toho, ¿e x je lineární kombinací

y_1, . . . , y_n, a naopak

y_j = (1/α_j)[α_1y_1 + . . . + α_{j−1}y_{j−1} + α_{j+1}y_{j+1} + . . . + α_ny_n − x]. 2 Dùkaz: (Steinitzovy vìty) Idea dùkazu je postupnì vymìòovat vektory

x_i za vektory y_j, ani¿ by se vektorový podprostor, který generují, zmìnil. Formálnì by se mìl dùkaz provést matematickou indukcí (zkuste si jej jako cvièení zformulovat sami). My udìláme první dva kroky ve výmìnì a zbytek u¿ bude vidìt, ¿e se dìlá stejnì.

a) Vźechny vektory x_i jsou nenulové, jinak by jejich mno¿ina nemohla být lineárnì nezávislá. Vektor x_1 lze napst jako (netriviální) lineární kombinace vektorù y_j podle pøedpokladù vìty, mù¿eme tedy najít index i_1 tak, ¿e x_1 = ∑m j=1 α_jy_j a α_{i1} ≠ 0. Pak podle Lemmatu 8 platí L(y_1, . . . , y_n) = L(y_1, . . . , y_{i1−1}, x_1, y_{i1+1}, . . . , y_n). b) Vektor x_2 je lineární kombinací vektorù y_1, . . . , y_{i1−1}, x_1, y_{i1+1}, . . . , y_n.

Koe˛cient u nìjakého vektoru y_j musí být nenulový (pøedpokládejme, ¿e je to vektor y_{i2} ), proto¿e v opaèném pøípadì by x_2 by bylo násobkem x_1, co¿ je spor s nezávislostí vektorù x_1, . . . , x_m. Lze tedy opìt pou¿ít Lemma 8 a nahradit vektor y_{i2} vektorem x_2.

Takto postupujeme tak dlouho, a¿ se nám podaøí nahradit m vektorù y_j vektory x_1, . . . , x_m. Pak ale nutnì m ≤ n. 2

Lemma 10 Je-li W ⊂ V podprostor koneènì generovaného vektorového prostoru V, pak ka¿dou basi x_1, . . . , x_m podprostoru W lze doplnit na basi V.

Dùkaz: Pokud L(x_1, . . . , x_m) = V, není co dokazovat.

V opaèném pøípadì existuje vektor x_{m+1} ∈ V, který nepatøí do L(x_1, . . . , x_m). Pak ale L(x_1, . . . , x_m) je striktnì menźí ne¿ L(x_1, . . . , x_m, x_{m+1}) a vektory x_1, . . . , x_m, x_{m+1} jsou lineárnì nezávislé podle Lemmatu 6. Pokud generují celé V, jsme hotovi. Pokud ne, pokraèujeme dál stejným zpùsobem a po koneèném poètu krokù najdeme basi V. 2

Vìta 2 1. Je-li W podprostor V, pak dim W ≤ dim V. Pokud je W vlastní podprostor a V je koneènì generovaný prostor, pak je nerovnost neostrá.

2. Platí dim W + dim V/W = dim V.

3. Jsou-li W_1 a W_2 dva podprostory V, pak

dim W_1 + dim W_2= dim W_1 ∩ W_2 + dim L(W_1 ∪ W_2).

Dùkaz:

1. Plyne ihned z Lemmatu 9.

2. Nechż x_1, . . . , x_m je base W, kterou doplníme na basi x_1, . . . , x_m, y_1, . . . , y_k V. Pak vektory y_1 + W, . . . , y_k + W tvoøí basi V/W (rozmyslete si!) a tvrzení zøejmì platí.

3. Zvolme basi x_1, . . . , x_m podprostoru W_1 ∩ W_2 a doplòme ji na basi x_1, . . . , x_m, y_1, . . . , y_k podprostoru W_1 a basi x_1, . . . , x_m, z_1, . . . , z_j podprostoru W_2. Staèí si pak u¿ jen rozmyslet, ¿e vektory y_1, . . . , y_k, z_1, . . . , z_j tvoøí basi podprostoru L(W_1 ∪ W_2). 2 De˛nice 5 Øekneme, ¿e dva vektorové prostory V a W jsou izomorfní, pokud existuje vzájemnì jednoznaèné zobrazení ϕ : V → W, pro které platí: (i) ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y), ∀x, y ∈ V ; (ii) ϕ(α x) = αϕ(x), ∀α ∈ R(C ), x ∈ V. De˛nice 6 Nechż x_1, . . . , x_n je base ve vektorovém prostoru V. Je-li x ∈ V, pak existuje právì jedna n-tice reálných (resp. komplexních) èísel α_1, . . . , α_n takových, ¿e x = n∑ i=1 α_ix_i. Èísla α_1, . . . , α_n se nazývají souøadnice vektoru x vùèi basi x_1, . . . , x_n.

Poznámka: Jednoznaènost souøadnic se doká¿e ihned z de˛nice base. Ka¿dá volba base tedy urèuje isomor˛smus prostoru V s prostorem R^n , resp. C^n .

Vìta 3 Ka¿dé dva vektorové prostory, které mají stejnou dimensi, jsou isomorfní.

Dùkaz: Oba prostory jsou isomorfní s R^n , resp. s C^n . 2

De˛nice 7 Matice, souèin matic Maticí A typu m × n nazýváme symbol A = (a_{ij})^n_{i,j=1}, kde a_{ij} jsou èísla. Index i je øádkový, index j je sloupcový. Matice typu n×n se nazývá ètvercová matice. Matice s reálnými (resp. s komplexním) prvky se nazývá reálná (resp.

komplexní) matice. Je-li A = (a_{ij}) matice typu m × n, pak symbolem A^t oznaèíme tzv. transponovanou matici, která vznikne z A zámìnou øídkového a sloupcového indexu. Je to matice typu n × m, de˛novaná pøedpisem A^t = (a_{ji}). De˛nice 8 Souèin matic Je-li A matice typu p × m a B matice typu m × n, pak de˛nujeme souèin matic C := A · B pøedpisem c_{rs} = m∑ k=1 a_{rk}b_{ks}; r = 1, . . . , p; s = 1, . . . , n. Matice C je typu p × n.

Prostor vźech matic daného typu m×n je vektorový prostor dimense mn. Lemma 11 Pro násobení matic platí: 1. A · (B · C) = (A · B) · C, 2. A · (B + C) = A · B + A · C, (A + B) · C = A · B + B · C; 3. A · (αB) = α(A · B). 4. (A · B)^t = B^t · A^t, (A^t)^t = A.

De˛nice 9 Inverzní matice Oznaème symbolem I matici typu n × n, která má na diagonále jednièky a jinde nuly (tuto matici nazveme jednotkovou maticí). Øekneme, ¿e ètvercová matice A má inversní matici (a oznaèíme ji A^{−1},), pokud A · A^{−1} = A^{−1} · A = I Øekneme, ¿e ètvercová matice A je regulární, pokud má inversní matici. V opaèném pøípadì jí nazveme singulární maticí. De˛nice 10 Matice pøechodu Jsou-li e_1, . . . , e_n, resp. e^′_1, . . . , e^′_n dvì base vektorového prostoru V, pak matice pøechodu od první base k druhé je matice E, de˛novaná vztahem E = (E_{ij}), kde e^′_i = n∑ j=1 E_{ji}e_j.

Symbolicky lze, za pøedpokladu, ¿e base e = (e_1, . . . , e_n) se formálnì zapíźe jako sloupcový vektor, popsat vliv zámìny base jako souèin ètvercové matice A a ’sloupce’ e tímto zpùsobem: e^′ = e · E. Vìta 4 O matici pøechodu mezi bázemi Jsou-li α = (α_1, . . . , α_n) ∈ R^n souøadnice vektoru x vùèi basi e_1, . . . , e_n a jsou-li α^′ = (α^′_1, . . . , α^′_n) ∈ R^n souøadnice tého¿ vektoru x vùèi basi e^′_1, . . . , e^′_n, pak α = E · α^′; α^′ = (E)^{−1}α.

Dùkaz: Symbolicky mù¿eme popsat rozklad vektoru x do base e takto:

x = e · (α)^t, podobnì pro druhé souøadnici vùèi druhé basi. Pak

x = e^′ · (α^′)^t = [e · E] · (α^′)^t = e[·E · (α^′)^t]

a souèasnì x = e · (α)^t. Tedy α = E · α^′. Podle de˛nice inversní matice je pak α^′ = E^{−1}α. 2 2 Vektorový prostor se skalárním souèinem

Ze støední źkoly je dobøe známo, jak vypadá trojrozmìrný Eukleidùv prostor a základy geometrie v tomto prostoru (studium geometrických obrazcù, délek, úhlù, ploch, apod.). Vektorový prostor dimenze 3 vypadá podobnì jako Eukleidùv prostor, ale v nìm není zatím k dispozici nic, co by umo¿òovalo de˛novat délku vektorù a velikost jejich úhlù. V této kapitole si uká¿eme, co je tøeba pøidat k de˛nici vektorového prostoru, abychom tyto pojmy mohli de˛novat. Poznamenejme bez dalźího vysvìtlení, ¿e vektorový prostor se skalárním souèinem je ji¿ pojem velmi blízký Eukleidovu prostoru, ale není s ním toto¿ný. V Eukleidovì prostoru (prostor kolem nás) toti¿ není ¿ádný význaèný poèátek, který je nutnì v ka¿dém vektorovém prostoru. Jak zapomenout na poèátek vektorového prostoru se skalárním souèinem a dostat tak Eukleidùv prostor je mo¿né najít v de˛nici tzv. a‹ního prostoru (kterou si øíkat nebudeme).

De˛nice 11 Øekneme, ¿e na vektorovém prostoru V je dán skalární souèin, pokud je zadáno zobrazení b : V × V → R(resp.C ), s následujícími vlastnostmi: 1. b(x + y, z) = b(x, z) + b(y, z), 2. b(αx, y) = α b(x, y), 3. b(x, y) = b(y, x), 4. ∀x ≠ 0, b(x, x) > 0, b(0, 0) = 0. Poznámka: Pro reálné vektorové prostory je komplexní sdru¿ení identické zobrazení, tak¿e první vlastnost øíká, ¿e zobrazení b je symetrické (nemìní svou hodnotu pøi zámìnì argumentù).

V¿dy platí b(x, y+z) = b(x, y)+b(x, z). Pro komplexní vektorové prostory platí b(x, αy) = αb(x, y). Pøíklad:

1. Je-li V = R^n , de˛nujeme pro x, y ∈ V skalární souèin pøedpisem b(x, y) = ∑ i x_iy_i = x^t · y. Obecnìji, je-li A = (a_{ij}) matice typu n×n, pak de˛nujeme pro x, y ∈ V skalární souèin b = b_A pøedpisem b(x, y) = ∑ i a_{ij}x_iy_i = x^t · A · y. Aby zobrazení b = b_A mìlo vźechny vlastnosti skalárního souèinu, je tøeba pøedpokládat, ¿e matice A je symetrická (A = A^t) a pro vźechny x ∈ V, x ≠ 0 platí b(x, x) = ∑ i a_{ij}x_ix_i = x^t · A · x > 0. Matice, které mají tuto poslední vlastnost se nazývají positivnì de˛nitní.

2. Je-li V = C^n , pak de˛nujeme b(x, y) = ∑ x_iy_i = x^t · y. Obecnìji, je-li A = (a_{ij}) komplexní matice typu n × n, pak de˛nujeme pro x, y ∈ V skalární souèin b = b_A pøedpisem b(x, y) = ∑ i a_{ij}x_iy_i = x^t · A · y.

Aby zobrazení b = b_A mìlo vźechny vlastnosti skalárního souèinu, je tøeba pøedpokládat, ¿e pro matici A platí A = A^t) (takové matice se nazývají Hermiteovské) a pro vźechny x ∈ V, x ≠ 0 platí b(x, x) = ∑ i a_{ij}x_ix_i = x^t ·A·x > 0 (takové matice se nazývají positivnì de˛nitní).

3. Je-li V prostor vźech polynomù (reálných nebo komplexních0 a, b ∈ R, pak lze de˛novat pro f, g ∈ V b(f, g) = ∫ b a f(x)g(x)dx. Vźechny vlastnosti po¿adované pro skalární souèin platí. V této de˛nici lze pou¿ít pøi integraci i tzv. váhu, napø. lze de˛novat b(f, g) = ∫ R f(x)g(x)e^{−x2} dx. Pøi restrikci na reálný vektorový prostor reálných polynomù lze pruh v de˛nici vynechat.

De˛nice 12 Pøedpokládejme, ¿e na vektorovém prostoru V je dán skalární souèin b. Pak normu ||x|| vektoru x ∈ V de˛nujeme pomocí vztahu ||x| := √ b(x, x) a úhel φ ∈< 0, π > dvou vektorù je de˛nován vzorcem cos φ = b(x, y) ||x|| ||y|| . Lemma 12 Cauchy Nechż V je vektorový prostor se skalárním souèinem b. Pak pro libovolné dva vektory x, y ∈ V platí |b(x, y)| ≤ ||x|| ||y||. Dùkaz:

1. Uva¿ujme nejdøíve pøípad reálného vektorového prostoru. De˛nujme si polynom p(t) jedné promìnné pøedpisem p(t) = b(x − ty, x − ty) = b(x, x) − t[b(y, x) + b(x, y)] + t^2b(y, y).

Pro vźechny vektory x, y ∈ V platí p(t) ≥ 0 a zøejmì p(0) > 0. Z toho plyne, ¿e diskriminant D tohoto kvadratického polynomu je nekladný. Tedy D = [2b(x, y)]^2 − 4b(y, y)b(x, x)] ≤ 0, a odmocnìním dostaneme po¿adovanou nerovnost.

2. Pro pøípad komplexního vektorového prostoru je tøeba výźe uvedený postup modi˛kovat. Pro dané vektory x, y ∈ V dostaneme stejným postupem nerovnost D = [b(y, x) + b(x, y)]^2 − 4b(y, y)b(x, x)] ≤ 0, kde b(y, x) + b(x, y) = 2ℜb(x, y). Urèitì existuje komplexní èíslo ω =∈ C , |ω| = 1, s vlastností ωb(x, y) ≥ 0. Uva¿ujme vektor x^′ = ωx. Pro dvojici x^′, y také platí výźe uvedená nerovnost D = [2ℜb(x^′, y)]^2 − 4b(y, y)b(x^′, x^′)] ≤ 0, t.j. |ℜb(x^′, y) ≤ ||x^′|| ||y||; |ωb(x, y)| = |ℜ(ωb(x, y)) ≤ |ω| ||x|| ||y.|| Z toho ji¿ okam¿itì plyne tvrzení vìty. Lemma 13 Minkowski Nechż V je vektorový prostor se skalárním souèinem b. Pak pro libovolné dva vektory x, y ∈ V platí ||x + y|| ≤ ||x|| + ||y||. Dùkaz: V dùkazu Cauchyovy nerovnosti jsme ukázali, ¿e pro libovolné vektory x, y ∈ V platí nerovnost |b(y, x) + b(x, y)| ≤ ||x|| ||y|| Pak staèí si uvìdomit, ¿e (||x+y||)^2 = ||x||^2+||y||^2+(b(y, x)+b(x, y)) ≤ ||x||^2+||y||^2+2||x|| ||y|| = (||x||+||y||)^2. 2

Vìta 5 G-S ortogonalizace

Nechż e_1, . . . , e_n je base vektorového prostoru se skalárním souèinem (V, b). Pak existuje ortogonální base f_1, . . . , f_n prostoru V, pro kterou platí L(e_1, . . . , e_i) = L(f_1, . . . , f_i); i = 1, . . . , n. Dùkaz:

Existuje explicitní vzorec (indukcí)

f_{k+1} = e_{k+1} − k∑ i=1 b(e_{k+1}, f_i)f_i. 2 Poznámka:

Je lehké zmìnit ortogonální basi f_1, . . . , f_n na ortonormální basi f^′_1, . . . , f^′_n vydìlením: f^′_i := f_i/||f_i||. De˛nice 13 Je-li P podmno¿ina V, pak ortogonální doplnìk k P ve V nazýváme mno¿inu P^⊥ vźech vektorù v ∈ V, pro které platí b(p, v) = 0 pro vźechny p = inP.

Øekneme, ¿e dva podprostory U, V vektorového prostoru W jsou ortogonální, pokud pro ka¿dé dva vektory u ∈ U, v ∈ V, platí b(u, v) = 0. Øekneme, ¿e podprostory V_i ⊂ V, i = 1, . . . , k jsou navzájem ortogonální, pokud ka¿dé dva rùzné podprostory z tohoto systému jsou ortogonální.

Vìta 6 Jsou-li W, w^′ dva ortogonální podprostory vektorového prostoru

V koneèné dimenze, pro které platí dimW + dimW^′ = dimV, pak

(a) Pro ka¿dý vektor v ∈ V existují jednoznaènì urèené vektory w ∈ W, w^′ ∈ W^′ takové, ¿e v = w + w^′.

(b) W^′ = W^⊥,

(c) ||v||^2 = ||w||^2 + ||w^′||^2. (Pythagorova vìta).

Dùkaz:

(a) Nejdøíve si uká¿eme existenci pøísluźného rozkladu. Staèí najít ortogonální basi e_1 . . . , e_j prostoru W a doplnit ji na basi e_1 . . . , e_k prostoru V. Pak zøejmì e_{j+1}, . . . , e_k je ortogonální base W^′. Pro libovolný vektor v ∈ V pak lze najít jeho rozklad v = ∑k i=1 α_ie_i a de˛novat w = ∑j i=1 α_ie_i a w^′ = ∑k i=j+1 αiei. Jednoznaènost rozkladu se uká¿e následujícím zpùsobem. Pokud by existovali dva rozklady v = w + w^′ = u + u^′, u, w ∈ W, u^′, w^′ ∈ W^′, pak 0 = (u − w) + (u^′ − w^′) a tedy u − w = w^′ − u^′ ∈ W ∩ W^′. Ale W ∩ W^′ = {0}, proto¿e ka¿dý vektor v tomto prùniku je na sebe kolmý a tedy nulový.

(b) Podle de˛nice zøejmì W^′ ⊂ W^⊥. Opaèná inkluze se dá odùvodnit takto: Je=li u ∈ W^⊥, pak lze napsat u jako souèet u = w + w^′, w ∈ W, w^′ ∈ W^′. Pak ale 0 = (u, w) = (w, w)+(w^′, w). Proto6e (w^′w) = 0, dostaneme (w, w) = 0 a tedy u = w^′ ∈ W^′.

(c) Pokud u = w + w^′ a (w, w^′) = 0, pak ||u||^2 = (w + w^′, w + w^′) = ||w||^2 + ||w^′||^2. Poznámka: Tuto vìtu lze snadno zobecnit na koneèný souèet navzájem ortogonálních prostorù (zkuste!).

De˛nice 14 Øekneme, ¿e dva vektorové prostory se skalárním souèinem (V, b) a (V^′, b^′) jsou izomorfní, pokud existuje isomor˛smus ϕ : V → W vektorových prostorù, pro který platí b^′(ϕ(x), ϕ(y)) = b(x, y); x, y ∈ V. Vìta 7 Ka¿dé dva vektorové prostory se skalárním souèinem, které mají stejnou (koneènou) dimensi, jsou isomorfní.

Dùkaz: Je-li V vektorový prostor dimense n, pak volba libovolné ortonormální base indukuje isomor˛smus V s R^n . To plyne pøímo z obecné Pythagorovy vìty. Toté¿ je pravda v komplexním pøípadì. Oba prostory jsou isomorfní tedy s R^n , resp. s C^n . 2

3 Lineární zobrazení

De˛nice 15 Øekneme, ¿e zobrazení f z V do W je lineární, pokud platí: (i) f(x + y) = f(x) + f(y), ∀x, y ∈ V ; (ii) f(α x) = αf(x), ∀α ∈ R(C ), x ∈ V. Mno¿inu N(φ) := {v ∈ V |φ(v) = 0} nazveme jádrem zobrazení f. Obor hodnot zobrazení f oznaèíme R(φ). Tedy R(φ) = {y ∈ W |existuje x ∈ V, f(φ) = y}. Pøíklad:

(a) Je-li V = R^n , W = R^m a A matice typu m × n, pak mù¿eme de˛novat zobrazení φ_A y V do W pøedpisem φ_A(x) := A · x, kde · znamená maticové násobení a x ∈ V = R^n a y ∈ W = R^m chápeme jako sloupcové vektory. Pou¿itím de˛nice maticového násobení se lze snadno pøesvìdèit, ¿e zobrazení φ_A je lineární.

(b) Pøedpokládejme, ¿e W, W^′ jsou dva ortogonální podprostory vektorového prostoru V koneèné dimenze, pro které platí dimW + dimW^′ = dimV, pak lze de˛novat ortogonální projekci π : V → W takto: Pro ka¿dý vektor v ∈ V existuje jednoznaèný rozklad v = w + w^′, w ∈ W, w^′ ∈ W^′. pak de˛nujeme π(v) := w. Uka¿te, ¿e ortogonální projekce π je lineární zobrazení.

Vìta 8 Nechż f je lineární zobrazení vektorového prostoru V do vektorového prostoru w. Pak:

(1) N(φ) a R(φ) jsou vektorové podprostory V, resp. W. (2) dim N(φ) +dim R(φ)= dim V.

Dùkaz:

(1) Jsou-li v, v^′ ∈ N(φ), pak φ(x) = φ(y) = 0 a tedy i φ(x + y) = φ(x) + φ(y) = 0.

Podobnì, je-li φ(x) = 0, α ∈ R, pak φ(αx) = αφ(x) = 0. Obdobnì se uká¿e, ¿e i obraz R(φ) je vektorový prostor.

(2) Zvolme si bazi v_1, . . . , v_k libovolnì. Tedy dimN(f) = k. Tuto bazi je mo¿no doplnit na bazi v_1, . . . , v_k, v_{k+1}, . . . , v_m prostoru V, tedy dimV = m. Staèí nyní dokázat, ¿e mno¿ina f(v_{k+1}), . . . , f(v_m) je bazí prostoru R(φ). Chceme si tedy rozmyslet, ¿e tato mno- ¿ina generuje celý prostor φ(V ) a ¿e je tyto vektory jsou lineárnì nezávislé.

(i) Vezmìme si libovolný vektor y ∈ R(φ). Tedy existuje vektor x ∈ V takový, ¿e x = ∑ i ξ_iv_i. Pak ale

y = φ(x) = φ( m∑ i=1 ξ_iv_i) = m∑ i=1 ξ_iφ(v_i) = m∑ i=k+1 ξ_iφ(v_i), proto¿e φ(v_1) = . . . = φ(v_k) = 0.

(ii) Ovìøme nyní, ¿e mno¿ina vektorù f(v_{k+1}), . . . , f(v_m) je lineárnì nezávislá. Pøedpokládejme, ¿e existují èísla β_{k+1}, . . . , β_m taková, ¿e m∑ i=k+1 β_if(v_i) = f( m∑ i=k+1 β_if(v_i) = 0.

Pak ale ∑m i=k+1 βivi ∈ N(φ) a existují tedy èísla γ1, . . . , γk

taková, ¿e_m ∑ i=k+1 β_iv_i − k∑ i=1 γ_iv_i = 0.

Proto¿e vektory v_1, . . . , v_m jsou lineárnì nezávislé, jsou vźechny koe˛cienty v této lineární kombinaci rovny nule.

Lemma 14 i. f je prosté právì kdy¿ N(f) = {0}; ii. f zobrazuje lineárnì závislé vektory na lineárnì závislé vektory; je-li navíc f prosté, pak také zobrazuje lineárnì nezávislé vektory na lineárnì nezávislé vektory.

iii. je-li dim V = dim W , pak jsou ekvivalentní tvrzení:

(i) f je isomor˛zmus V na W ;

(ii) f je prosté;

(iii) f je zobrazení V na W.

Dùkaz: Toto jsou ji¿ jen jednoduché dùsledky pøedchozí vìty. (1) Je-li φ pak vzor ka¿dého bodu, tedy i vektoru 0, je jednobodový a je to tedy nutnì vektor {0}.

Naopak, je-li N(φ) = {0} a jsou-li v, v^′ ∈ V dva vektory, pro které φ(v) = φ(v^′), pak φ(v − v^′) = 0, a tedy i v − v^′ = 0. Zobrazení φ je tedy prosté.

(2) Pokud je v_1, . . . , v_k skupina lineárnì závislých vektorù, pak existuje netriviální lineární kombinace ∑k i=1 α_iv_i, která se rovná nule. Pak ale také ∑k i=1 α_iφ(v_i) = 0. Skupina vektorù φ(v_1), . . . , φ(v_k) je tedy také lineárnì závislá.

Je-li φ navíc prosté, pak inversní zobrazení φ^{−1} zobrazuje R(φ) na V a tak tedy podle právì dokázaného vzor lineárnì závislé skupiny vektorù v R(φ) je opìt lineárnì závislá. Tedy obraz lineárnì nezávislé skupiny pøi zobrazení φ je lineárnì nezávislá skupina vektorù.

(3) Zobrazení φ je izomor˛smus právì kdy¿ dimN(φ) = 0 a dimR(φ) = dimW. Díky rovnosti (2) ve Vìtì 7 staèí zøejmì jen jedna z tìchto dvou rovností.

Vìta 9 Nechż f : V → W je lineární zobrazení. Pak:

i. Mno¿ina vźech øeźení homogenní lineární rovnice φ(v) = 0 je lineární podprostor V ; je-li v_1, . . . , v_k jeho base, pak mno- ¿ina vźech øeźení homogenní rovnice je právì mno¿ina vźech vektorù tvaru v = ∑k i=1 α_iv_i; α_i ∈ R(C ).

ii. Je-li v_0 pevné øeźení nehomogenní rovnice φ(v) = w (tzv.

partikulární øeźení rovnice s pravou stranou), pak mno¿ina vźech øeźení rovnice s pravou stranou má tvar

{v ∈ V |v = v_1 + v_0, φ(v_1) = 0}.

Dùkaz: První èást tvrzení je okam¿itým dùsledkem Vìty 7. Druhá èást plyne z toho, ¿e pro ka¿dé dalźí øeźení v rovnice φ(v) = w platí φ(v − v_0) = 0.

Poznámka: Vìta 9 je opravdu velmi jednoduchá, ale má zásadní význam. Setkáme se s ní ihned v paragrafu o øeźení soustav lineárních rovnic, pozdìji v analýze (nebo u¿ teï ve fyzice) pro øeźení lineárních diferenciálních rovnic a v mnoha dalźích variantách v budoucnosti.

3.1 Hodnost matice, Gaussùv algoritmus.

De˛nice 16 Je-li A matice typu m × n, pak její hodnost h(A) de˛nujeme jako dimenzi lineárního obalu jejich øádkù. Elementární úprava matice A je jedna z následujících úprav: (i) k danému øádku pøièteme násobek jiného øádku; (ii) vymìníme dva øádky matice; (iii) vynásobíme øádek nenulovým èíslem.

Lemma 15 (1) Je-li A typu m × n, pak h(A) ≤ min(m, n). (2) Elementární úpravy matice nemìní hodnost matice. (3) Pokud má matice A typu m × n následující vlastnost (*) (nakreslete si!):

existuje rostoucí posloupnost indexù i_1, . . . , i_k taková, ¿e: a_{1i1} ≠ 0 a a_{lj} = 0 pro vźechny l = 1, . . . , m; j = 1, . . . , i_1 − 1; a_{2i2} ≠ 0 a a_{lj} = 0 pro vźechny l = 2, . . . , m; j = i_1, . . . , i_2 − 1; atd.

a_{kik} ≠ 0 a a_{lj} = 0 pro vźechny l = k, . . . , m; j = i_{k−1}, . . . , i_k − 1; a_{lj} = 0 pro vźechny l = k + 1, . . . , m; j = i_k, . . . , n; pak matice A má hodnost rovnou k.

(4) Ka¿dou matici A lze pøevést elementárními úpravami na matici, která má vlastnost (*). Existuje explicitní algoritmus jak to udìlat, tzv. Gaussova eliminaèní metoda (viz dùkaz).

Dùkaz:

(1) Øádky matice A patøí do R^n , tedy jejich lineární obal je podprostor R^n a má dimenzi menźí nebo rovnu ne¿ n. Na druhou stranu je poèet øádkù roven m, tedy prostor, který generují musí mít dimenzi nejvýźe m.

(2) Je pravda dokonce nìco víc: elementární úpravy nemìní lineární obal L(r_1, . . . , r_m) (a tím spíź ani dimensi tohoto lineárního obalu). Je triviální, ¿e elementární úpravy (ii) a (iii) pøísluźný lineární obal nemìní. Úprava (i) stojí za odùvodnìní. Nechż napø. (pro ukázku, stejnì se postupuje v ostatních pøípadech) k prvnímu øádku pøièteme násobek druhého. Dostaneme tedy nové øádky r^′_1, . . . , r^′_m, pro které

r^′_1 = r_1 + αr_2, r^′_2 = r_2, . . . , r^′_m = r_m.

Tedy L(r^′_1, . . . , r^′_m) ⊂ L(r_1, . . . , r_m). Naopak lze snadno vypoèítat r_i pomocí r^′_j :

r_1 = r^′_1 − αr^′_2, r_2 = r^′_2, . . . , r_m = r^′_m,

a tedy L(r_1, . . . , r_m) ⊂ L(r^′_1, . . . , r^′_m). Oba lineární obaly jsou tedy stejné.

(3) Máme ukázat, ¿e matice A = (a_{ij}) s vlastností (*) má hodnost rovnou k. Pro to staèí ovìøit, ¿e øádky r_1, . . . , r_k matice A jsou lineárnì nezávislé. Pøedpokádejme tedy, ¿e nìjaká lineární kombinace ∑ i α_ir_i je rovna nulovému vektoru.

Tedy specielnì pro slo¿ky pøísluźných øádkù s indexem i_1 platí ∑k i=1 α_ia_{ii1} = 0. Z vlastnosti (*) plyne, ¿e vźechny sèítance v této sumì jsou nula kromì prvního. Proto¿e a_{1i1} ≠ 0, je tedy α_1 = 0. Stejnì postupujeme pro slo¿ky s indexem i_2, Souèet zde je mo¿né brát jen od 2 do k, proto¿e u¿ víme, ¿e α_1 = 0. Stejnou úvahou jako pøedtím zjistíme, ¿e α_2 = 0. Indukcí takto uká¿eme, ¿e vźechny koe˛cienty α_i, i = 1, . . . , k jsou nulové. Tedy øádky r_1, . . . , r_k jsou lineárnì nezávislé.

(4) Popiźme nyní tzv. Gaussovu eliminaèní metodu, která umo¿- òuje pøevést pomocí elementárních úprav libovolnou matici A na matici ~A, která má vlastnost (*).

Mìjme dánu matici A typu m×n. Postupnì s maticí A provádím ní¿e popsané elementární úpravy, upravenou matici budu pro pohodlí znovu znaèit po ka¿dém kroku symbolem A.

Krok 1. Procházím sloupce matice A postupnì od prvního dál a najdu první nenulový sloupec, jeho index oznaèím i_1.

Krok 2. Pokud je a_{1i1} ≠ 0, neudìlám nic, v opaèném pøípadì vymìním první øádek matice za jiný øádek matice A, který má i_1 komponentu nenulovou (takový øádek musí existovat, proto¿e celý i_1-ní sloupec není nulový). V upravené matici u¿ platí a_{1i1} ≠ 0.

Krok 3. První øádek matice vydìlím èíslem a_{1i1} .

Krok 4. Postupnì odeèítám vhodné násobky prvního øádku od druhého, tøetího, a¿ k-tého øádku tak, aby v upravené matici platilo a_{2i1} = . . . = a_{ki1} = 0.

Tím je dokonèena první sada úprav, v dalźích úpravách ji¿ nepou¿ívám první øádek a uva¿uji jenom upravenou matici A bez prvního øádku. To je matice A^′ typu (m − 1) × n. Pro tuto matici A^′ provedu znovu kroky 1 - 4 s tím, ¿e index prvního nenulového sloupce oznaèím i_2. Zøejmì platí i_2 > i_1.

Po dokonèení této druhé sady úprav pøestanu uva¿ovat první dva øádky upravené matice a pro zbylou matici A^{′′} typu (m − 2) × n pokraèuji opìt analogickou tøetí sadou úprav.

Je zøejmé, ¿e po koneèném poètu takovýchto úprav bude nakonec výsledkem matice, která má vlastnost (*). 2 Pøíklad: Uva¿ujme matici

A = 0 1 2 −1 0 5 0 1 2 −1 4 7 0 2 4 −1 4 18 0 0 0 1 2 7

Chceme najít její hodnost výźe popsanou Gaussovou eliminaèní metodou. První nenulový sloupec je druhý (tedy zde i_1 = 2). Proto¿e a_{12} = 1, je tento prvek nenulový a není tøeba pøehazovat øádky. Odeètením prvního øádku od druhého a dvojnásobku prvního øádku od tøetího øádku dostaneme matici

A = 0 1 2 −1 0 5 0 0 0 0 4 2 0 0 0 1 4 8 0 0 0 1 2 7

Tím je dokonèena první sada úprav a pro dalźí kroky budeme uva¿ovat ji¿ jen matici typu 3×6, která vznikne vynecháním prvního øádku. Tato matice má první tøi sloupce nulové a ètvrtý nenulový, tedy i_2 = 4. Ale proto¿e v prvém øádku této nové matice (t.j. v druhém sloupci matice pùvodní) je na ètvrtém místì nula, musím prohodit øádky. Napøíklad vymìníme první a tøetí øádek nové 3 × 6 matice a dostaneme matici

A = 0 1 2 −1 0 5 0 0 0 1 2 7 0 0 0 1 4 8 0 0 0 0 4 2

Odeètením druhého øádku od tøetího dostaneme matici

A = 0 1 2 −1 0 5 0 0 0 1 2 7 0 0 0 0 2 1 0 0 0 0 4 2

Tím je dokonèena druhá sada úprav a staèí uva¿ovat jen matici, skládající se z posledních dvou øádek matice A. První ètyøi sloupce jsou triviální, tedy, i_3 = 5.

Odeètením dvojnásobku tøetího øádku od ètvrtého (drobné zjednoduźení popsané procedury, tøetí øádek není nutné dìlit dvìma) dostaneme koneèný tvar matice, splòující podmínku (*):

A = 0 1 2 −1 0 5 0 0 0 1 2 7 0 0 0 0 2 1 0 0 0 0 0 0

Hodnost matice A je tedy rovna 3.

Poznámka: Velmi specielní a dùle¿itý pøípad pou¿ití Gaussovy eliminaèní matice je pøípad ètvercové matice A typu n × n, která má hodnost n. To zøejmì mù¿e nastat pouze tehdy, kdy¿ indexy nenulových sloupcù v proceduøe jsou postupnì i_1 = 1, i_2 = 2, . . . , i_n = n. Výsledná matice s vlastností (*) je tedy horní trojúhelníková matice, která má na diagonále samé nenulové prvky (a pod diagonálou samé nuly). Elementárními úpravami (dìlením øádkù pøísluźnými èísly) lze dosáhnout toho, aby na diagonále byly samé jednièky.

3.2 Soustavy lineárních rovnic

Soustavou lineárních rovnic myslíme soustavu rovnic tvaru

a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + . . . + a_{1n}x_n = b_1,

a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + . . . + a_{2n}x_n = b_2, . . a_{m1}x_1 + a_{m2}x_2 + . . . + a_{mn}x_n = b_m.

Koe˛cienty soustavy jsou dány maticí A = (a_{ij}) typu m×n a vektorem (sloupcem) pravých stran b = (b_1, . . . , b_m)^t. Matici A budeme nazývat maticí soustavy, matici A^′ = (A, b), která vznikne pøidáním sloupce pravých stran k matici A budeme nazývat rozźíøenou maticí soustavy. Koe˛cinty i pravé strany jsou zpravidla reálná èísla, ale vźe dále uvedené platí i pro pøípad, ¿e koe˛cienty soustavy a pravé strany jsou èísla komplexní.

Øeźením soustavy se nazývá libovolná n-tice èísel x = (x_1, . . . , x_n) ∈ R^n , pro kterou jsou vźechny rovnice soustavy splnìny. V pøípadì reálných koe˛cientù a reálných pravých stran hledáme øeźení zpravidla mezi reálnými èísly, v pøípadì komplexních koe˛cientù, resp. komplexních pravých stran se øeźení hledají jako n-tice komplexních èísel. Dvì soustavy rovnic dané rozźíøenou maticí (A, b), resp. (C, d) nazveme ekvivalentními, pokud mají stejnou mno¿inu vźech øeźení. Cílem øeźení soustavy lineárních rovnic je najít mno¿inu vźech øeźení dané soustavy. Soustava daná rozźíøenou maticí (A, b) se nazývá nehomogenní soustava, jí odpovídající homogenní soustava je dána rozźíøenou maticí (A, 0), ve které je sloupec pravých stran nahrazen nulovým vektorem. Zobrazení, které ka¿dé n-tici x ∈ R^n pøiøadí m-tici y = A · x ∈ R^m (zde teèka znamená násobení matic) je zøejmì lineární zobrazení a tak vźechny fakta ji¿ døíve rozebraná pro obecné lineární rovnice (Vìta 7, Vìta 8) platí.

Mno¿ina vźech øeźení dané soustavy lineárních rovnic mù¿e mít následující tvary:

1. Soustava nemá øeźení (mno¿ina øeźení je prázdná mno¿ina). 2. Soustava má právì jedno øeźení.

3. Soustava má nekoneènì mnoho øeźení, ka¿dé lze napsat jako souèet jednoho pevného partikulárního øeźení nehomogenní rovnice a obecného øeźení pøísluźné homogenní rovnice. Prostor vźech øeźení homogenní rovnice je (viz Vìta 7) vektorový podprostor v R^n . Pro popis vźech øeźení homogenní rovnice tedy staèí najít bazi tohoto podprostoru, obecné øeźení homogenní rovnice je pak (libovolnou) lineární kombinací této baze. Je-li k dimenze tohoto podprostoru, pak obecné øeźení pùvodní soustavy závisí na k libovolných parametrech (na koe˛cientech v rozkladu obecného øeźení homogenní rovnice do vybrané baze øeźení).

Existuje algoritmus (postup), jak najít mno¿inu vźech øeźení dané soustavy lineárních rovnic, zalo¿ený na Gaussovì eliminaèní metodì. Pøi tom se zároveò zjistí, který ze tøí výźe uvedených pøípadù nastane. Nutnou a postaèující podmínku pro první pøípad (t.j. soustava nemá ¿ádné øeźení) dává následující vìta.

Vìta 10 (Frobeniova) Soustava lineárních rovnic daná rozźíøenou maticí (A, b) má øeźení právì kdy¿ platí hodnA = hodn(A, b).

Pøed dùkazem Frobeniovy vìty si rozmyslíme následující drobnìjźí tvrzení.

Lemma 16 Pokud rozźíøenou matici soustavy (C, d) lze získat z rozźíøené matice soustavy (A, b) elementárními úpravami, pak jsou pøísluźné soustavy ekvivalentní (tj. mají stejné mno¿iny øeźení).

Dùkaz: Je zøejmé, ¿e násobení jedné rovnice soustavy nenulovým èíslem je úprava soustavy, která nemìní mno¿inu øeźení; toté¿ je pravda, zamìníme-li navzájem dvì rovnice soustavy. Tak¿e staèí si rozmyslet, co se stane, pøièteme-li napø. α-násobek druhé rovnice (2) k rovnici první. Tím jsme první rovnici (oznaème ji (1)) zamìnili jinou rovnicí (oznaème ji (1’)), ostatní rovnice se nemìní. Je-li vektor x øeźení pùvodní soustavy, pak splòuje obì první rovnice (1) a (2) a tedy i novou rovnici (1’). Naopak, je-li x øeźení nové soustavy, øeźí rovnici (1’) i rovnici (2’)=(2). Rovnici (1) lze zøejmì dostat odeètením α-násobku rovnice (2) od rovnice (1’). Tedy ka¿dé øeźení nové soustavy je zároveò øeźením soustavy pùvodní. 2 Dùkaz: (Frobeniovy vìty) Pøedpokládejme, ¿e matice soustavy A je typu m×n a rozźíøená matice (A, b) je typu (m+1)×n. Gaussùv algoritmus umo¿òuje pøevést rozźíøenou matici soustavy (A, b) elementárními úpravami na matici (B, d), která splòuje podmínku (*). Odpovídající soustava rovnic je ekvivalentní, má stejnou mno¿inu øeźení. Je zøejmé, ¿e zároveò tyté¿ úpravy pøevedou matici A na matici B a ¿e matice B také splòuje podmínku (*).

Oznaème hodnost matice (B, d) (a tedy i hodnost matice (A, b)) èíslem k. Pro matici (B, d) mohou nastat dva pøípady:

1. Poslední nenulový (k-tý) øádek má pøísluźný první nenulový prvek v posledním sloupci, tj. b_{kj} = 0, j = 1, . . . , m; d_k ≠ 0. Pak tento k-tý øádek odpovídá rovnici

0 · x_1 + . . . + 0 · x_n = d_k ≠ 0

a tato rovnice zøejmì nemá ¿ádné øeźení. Tedy ani pùvodní soustava rovnic nemá ¿ádné øeźení.

V tomto pøípadì pak zøejmì platí hodn A=hodn B = k − 1, hodn (A, b)= hodn (B, d) = k.

2. Poslední nenulový (k-tý) øádek má pøísluźný první nenulový prvek døíve ne¿ v posledním sloupci. Tj. existuje èíslo i_k, 1 ≤ i_k ≤ n tak, ¿e b_{kj} = 0, j = 1, . . . , i_k − 1 a b_{kik} ≠ 0. V tomto pøípadì zøejmì hodn A=hodn B=hodn (A, b)= hodn (B, d) = k.

Nyní je snadné ukázat, ¿e soustava urèená rozźíøenou maticí (B, d) je øeźitelná a najít vźechna její øeźení. Tato ekvivalentní soustava má právì k rovnic (øádky obsahující samé nuly je mo¿né ze soustavy beze zmìny mno¿iny øeźení vynechat). Postupnì je mo¿né øeźit odspodu tuto soustavu k rovnic vypoètením vhodné promìnné a dosazením do rovnic pøedchozích. Poslední, k-tá, rovnice umo¿òuje zvolit libovolnì promìnné x_{ik+1}, . . . , x_n a vypoèítat promìnnou x_{ik} : x_{ik} = 1/b_{kik} [d_k − b_{k,ik+1}x_{ik+1} − . . . − b_{kn}x_n]. Stejným zpùsobem vypoèítáme z k − 1-ní rovnice promìnnou x_{ik}�_1 pomocí promìnných po ní následujících a tak postupujeme a¿ k první rovnici, ze které vypoèítáme x_{i1} pomocí následujících promìnných. Promìnné x_1, . . . , x_{i1−1} lze zøejmì zvolit libovolnì. Celkem tedy dostaneme øeźení, které zále¿í na volbì n − k libovolných parametrù (vźechny promìnné kromì x_{i1} , . . . , x_{ik} ).

Pokud n = k, má soustava právì jedno øeźení (a nastává tedy pøípad 2). Pokud k < n, pak má soustava nekoneènì mnoho øeźení, závisejících na n − k parametrech a nastává tedy pøípad 3. V tomto pøípadì je tedy zøejmì dimenze podprostoru øeźení pøísluźné homogenní rovnice rovna n − k. 2 Pøíklad: Uka¿me si nyní, jak je mo¿né pou¿ívat Gaussùv algoritmus na øeźení rovnic na jednoduchém pøíkladu. Nechż je rozźíøená matice (A, b) dána maticí

(A, b) = 0 1 2 −1 0 5 0 0 0 1 2 7 0 0 0 1 4 8 0 0 0 0 4 2

Pak jsme v pøedchozím pøípadì spoèítali, ¿e elementárními úpravami lze tuto matici pøevést na matici, splòující podmínku (*):

(C, d) = 0 1 2 −1 0 5 0 0 0 1 2 7 0 0 0 0 2 1 0 0 0 0 0 0

Poslední rovnice je triviální a je mo¿né ji vynechat. Z tøetí rovnice 2x_5 = 1 vypoèítáme x_5 = 1/2. Z druhé rovnice dostaneme x_4 = 7 − 2x_5 = 7 − 1 = 6. Z první rovnice pak vypoèítáme

x_2 = 5 − 2x_3 + x_4 + 0 · x_5 = 11 − 2x_3.

Celkem tedy má obecné øeźení soustavy tvar (x_1, 11 − 2x_3, x_3, 6, 1/2) a závisí na dvou libovolných parametrech x_1 a x_3, jak jsme oèekávali (n = 5, k = 3).

Obecné øeźení lze také napsat jako souèet jednoho partikulárního øeźení rovnice s pravou stranou a obecného øeźené pøísluźné homogenní rovnice. Nejjednoduźźí volba partikulárního øeźení odpovídá volbì obou parametrù rovných nule:

x = (0, 11, 0, 6, 1/2) + x_1(1, 0, 0, 0, 0) + x_3(0, −2, 1, 0, 0).

Jedna z bazí podprostoru øeźení pøísluźné homogenní rovnice je tedy dvojice vektorù (1, 0, 0, 0, 0) a (0, −2, 1, 0, 0). Parametry x_1, x_3 jsou koe˛cienty v rozkladu øeźení homogenní rovnice do této baze.

3.3 Hodnost matice znovu

Poznámka: Jak jsme ji¿ vidìli v paragrafu o lineárních rovnicích, ka¿dé matici A typu m × n je mo¿no pøiøadit lineární zobrazení - oznaème ho φ_A - z R^n do R^m pøedpisem y = φ_A(x) = A · x, x ∈ R^n , y ∈ R^m , kde teèka znamená maticové násobení a vektory x, y se berou jako sloupcové vektory.

Napiźme matici A ve tvaru (s_1, . . . , s_n), kde symboly s_i, i = 1, . . . , n oznaèují sloupce matice A. Obor hodnot lineárního zobrazení φ_A, který jsme znaèili symbolem R(φ_A), je zøejmì podprostor R^m , generovaný vektory s_1, . . . , s_n ∈ R^m .

Zcela analogicky je mo¿no postupovat pro matici A^t, která je typu n × m. V tomto pøípadì je obraz lineárního odpovídajícího zobrazení φ_At podprostor v R^n , generovaný sloupci matice A^t, tj. øádky matice A. Dospìli jsme tedy k jisté interpretaci hodnosti matice A jako dimensi obrazu lineárního zobrazení, které odpovídá transponované matici A^t. Z této geometrické interpretace hodnosti je mo¿né snadno odvodit následující u¿iteèné tvrzení: Dùsledek.

Jsou-li A a B dvì matice, které je mo¿no vynásobit, pak h(AB) ≤ h(B). Odùvodnìní je prosté. Víme, ¿e h(AB) = dim R(φ_{(AB)}t_) a h(B) = dim R(φ_Bt ).

Ale (AB)^t·x = B^t·A^t·x, a tedy φ_{(AB)}t je slo¿ení dvou zobrazení: nejdøíve φ_At a pak φ_Bt . Z toho ihned plyne, ¿e obraz zobrazení φ_{(AB)}t musí být èástí obrazu zobrazení φ_Bt . Z toho ihned plyne tvrzení dùsledku.

Ve skuteènosti je mo¿ná jeźtì jiná geometrická interpretace hodnosti matice. Hodnost matice A je zároveò rovna dimensi obrazu lineárního zobrazení φ_A z R^n do R^m . Podle toho, co jsme øekli výźe, je to toté¿ jako øíct, ¿e hodnost matice A je dimense lineárního obalu jejich sloupcù. Toto tvrzení je dùsledkem základního a na první pohled pøekvapujícího tvrzení, které je obsahem následující dùle¿ité vìty.

Vìta 11 h(A) = h(A^t).

Na první pohled není jasné, proè by taková vìc mìla platit. Poèet øádkù v obecné matici je jiný ne¿ poèet sloupcù, patøí do jiných prostorù a není zøejmý dùvod, proè by dimenze jejich lineárních obalù mìla být stejná. Odùvodnit proè to pøece jen platí není triviální a vysvìtlení rozdìlíme do nìkolika menźích krokù.

Lemma 17 Nechż A je matice typu m × n a h(A)=k. Pak existuje k lineárnì nezávislých øádkù matice A a ostatní øádky jsou jejich lineární kombinací.

Dùkaz: Oznaème jako obvykle symboly r_1, . . . , r_m ∈ R^n øádky matice A. Podle de˛nice hodnost h(A) je rovna dimenzi podprostoru L(r_1, . . . , r_m), kterou jsme oznaèili k. Pokud k = m, není co dokazovat. Je-li k < m, pak øádky nejsou lineárnì nezávislé a jeden z nich je tedy lineární kombinací ostatních. Jeho vynecháním se lineární obal nezmìní. Pokud k = m − 1, jsme hotovi, zbylých m − 1 øádkù je lineárnì nezávislých. Pokud ne, je opìt jeden lineární kombinací ostatní a mù¿eme jej vynechat. Tak postupujeme, dokud nezbyde k lineárnì nezávislých øádkù, které generují tentý¿ prostor jako vźechny øádky. Z toho pak plyne, ¿e vźechny vynechané øádky jsou lineární kombinací zbylých k lineárnì nezávislých øádkù. 2

Lemma 18 Má-li matice A lineárnì nezávislé sloupce a lineárnì nezávislé øádky, pak je ètvercová.

Dùkaz: Nechż má matice A typ k × l. Lineární nezávislost jejich øádkù øíká, ¿e její hodnost je k a proto¿e h(A) ≤ min(k, l), je nutnì k ≤ l.

Pøesnì stejná úvaha pro matici transponovanou A^t vede k nerovnosti h(A^t) = l ≤ k. Tím je dùkaz hotov. 2 Lemma 19 Pøedpokládejme, ¿e matice A je typu k × n a má lineárnì nezávislé øádky (tedy její hodnost je rovna k). Vynecháme-li z matice A nìkterý sloupec, který je lineární kombinací ostatních sloupcù, pak výsledná matice A^′ typu k × (n − 1) má tuté¿ hodnost jako matice A.

Dùkaz: Pro pohodlí oznaèení mù¿eme pøedpokládat, ¿e poslední sloupec je lineární kombinací sloupcù pøedchozích, tj. ¿e s_n = ∑n−1 j=1 α_js_j, α_j ∈ R, s_j ∈ R^k . To je toté¿ jako tvrzení, ¿e pro vźechna i = 1, . . . , k platí a_{in} = ∑n−1 j=1 α_ja_{ij}. Abychom dokázali, ¿e hodnost matice A^′ je rovna hodnosti A, je tøeba ukázat, ¿e také øádky matice A^′ jsou lineárnì nezávislé. Rozdìlme øádky r_i na prvních n − 1 slo¿ek (oznaème je symbolem r^′_i = (a_{i1}, . . . , a_{i,n−1})) a poslední slo¿ku a_{in}. Tedy r_i = (r^′_i, a_{in}), r^′_i ∈ R^{n−1} , a_{in} ∈ R. Matice A^′ má vektory r^′_i, i = 1, . . . , k jako øádky. Pøedpokládejme, ¿e by existovali èísla β_i, i = 1, . . . , k tak, ¿e ∑k i=1 β_ir^′_i = 0. To je toté¿ jako tvrzení, ¿e pro vźechna j = 1, . . . , n − 1 platí ∑k i=1 β_ia_{ij} = 0. Ale proto¿e k∑ i=1 β_ia_{in} = k∑ i=1 n−1∑ j=1 β_iα_ja_{ij} = n−1∑ j=1 α_j( k∑ i=1 β_ia_{ij}) = 0,

platí ve skuteènosti rovnost ∑k i=1 β_ir_i = 0. Ale proto¿e jsou øádky r_1, . . . , r_k lineárnì nezávislé, jsou vźechny koe˛cienty β_j nulové. To ale znamená, ¿e vektory r^′_1, . . . , r^′_k jsou také lineárnì nezávislé. 2 Dùkaz: (vìty 8) Máme dánu matici A typu m × n. Oznaème r_1, . . . , r_m její øádky a s_1, . . . , s_n její sloupce. Oznaème dále dim L(r_1, . . . , r_m) = k, a dim L(s_1, . . . , s_n) = l. Chceme ukázat, ¿e k = l.

Podle lemmatu 16 lze vybrat øádky r_{i1} , . . . , r_{ik} tak, aby byly lineárnì nezávislé a ostatní byly jejich kombinací. Oznaème A_1 k × n matici s tìmito vybranými øádky, její hodnost je také k.

Analogicky lze vybrat l sloupcù s_{j1} , . . . , s_{jl} , které jsou lineárnì nezávislé a ostatní sloupce jsou jejich lineární kombinací. Tyto vybrané sloupce vytvoøí m × l matici A_2.

Koneènì oznaème A_3 k × l matici, která vznikne buï z A_1 vynecháním n − l nevybraných sloupcù, nebo z A_2 vynecháním nevybraných m − k øádkù. Proto¿e matice A_1 mìla lineárnì nezávislé øádky a matice A_3 vznikla z A_1 vynecháním sloupcù, které byly lineární kombinací ostatních, má A_3 podle Lemmatu 18 také lineárnì nezávislé øádky. Stejná úvaha pro sloupce ukazuje, ¿e A_3 má také lineárnì nezávislé sloupce. Je tedy podle Lemmatu 17 k = l. 2 Oznaèení.

Je-li A matice, pak ka¿dou matici A^′, která vznikne z A vynecháním urèitého poètu øádkù a sloupcù, nazveme podmaticí matice A. Dùsledek vìty 8:

(1) Je-li A^′ podmatice matice A, pak h(A^′) ≤ h(A);

(2) h(A) = k právì kdy¿ existuje k × k podmatice A^′ v A, která má hodnost k a neexistuje ètvercová podmatice v A, která by mìla hodnost vìtźí; (3) h(AB) ≤ min(h(A), h(B)); (4) Je-li A ètvercová matice typu n × n, pak jsou ekvivalentní výroky: (i) A je regulární, t.j. existuje inversní matice A^{−1}; (ii) h(A) = n;

(iii) A má lineárnì nezávislé øádky; (iv) A má lineárnì nezávislé sloupce.

Dùkaz: (1) Pøi vynechání nìkolika øádkù je odpovídající lineární obal podmno¿inou pùvodního a tak jeho dimense není vìtźí. Hodnost matice vzniklé vynecháním øádkù se tedy nezvìtźí. Toté¿ pak podle Vìty 10 je pravda pøi vynechání pøísluźných sloupcù. (2) Existence podmatice A^′ typu k × k s hodností k plyne z dùkazu Vìty 8. Podmatice s vìtźí hodností ne¿ k v A ji¿ nemù¿e existovat podle bodu (1).

(3) Staèí pou¿ít Dùsledek na zaèátku paragrafu spolu s Vìtou 8.

(4) Tvrzení (ii), (iii), (iv) jsou zøejmì ekvivalentní podle Vìty 8. Uka¿me tedy ekvivalenci prvních dvou tvrzení.

Oznaème symbolem 1_{n×n} jednotkovou matici typu n×n. Pokud existuje inversní matice A^{−1}, tj. pokud A · A^{−1} = 1_{n×n} nebo A^{−1} · A = 1_{n×n}, pak podle (3) platí n = h(1_{n×n}) ≤ h(A). Tedy h(A) = n. Naopak, pokud h(A) = n, pak lze rovnost A · A^{−1} = 1_n pova¿ovat za sadu n rovnic tím, ¿e postupnì budeme brát za pravé strany sloupce jednotkové matice a jako øeźení nám vyjdou sloupce hledané inversní matice. Ale proto¿e h(A) = n, víme, ¿e toto øeźení existuje a je jednoznaènì urèeno. To dokazuje existenci a jednoznaènost (pravé) inversní matice. Levá inversní matice je rovna pravé inversní matici k matici transponované, tak¿e stejnì lze dokázat existenci a jednoznaènost levé inversní matice. 2

3.4 Matice lineárního zobrazení, závislost na volbì baze

Úvodní poznámka.

V kapitole o vektorových prostorech jsme se nauèili, ¿e ka¿dý (obecný) vektorový prostor V lze pomocí libovolné baze ztoto¿nit s R^n . Souøadnice vektoru v ∈ V vzhledem k bazi e = (e_1, . . . , e_n), e_i ∈ R^n , jsou keo˛cienty ξ = (ξ_1, . . . , ξ_n)^t v rozkladu v jako v = ∑ i ξ_ie_i. Symbolicky toto mù¿e byt zapsáno jako "souèin" v = e · ξ. Formálnì to pøipomíná (reálný) skalární souèin dvou vektorù v R^n napsaný jako souèin dvou matic typu 1 × n, resp. n × 1. Je tøeba ovźem zdùraznit, ¿e se o skalární souèin nejedná, "vektor" e oznaèující bazi (e_1, . . . , e_n) není vektor, nemá za svoje slo¿ky èísla. Také výsledek souèinu není èíslo, ale opìt vektor. Pokud by V bylo rovno R^n , pak lze "vektor" e interpretovat jako matici typu n × n, její¿ sloupce tvoøí slo¿ky jednotlivých vektorù baze a výsledkem násobení pøísluźných matic je opìt matice-sloupec, t.j. vektor v R^n .

Výźe popsaná symbolika pro maticový zápis algebraického souèinu v = ∑ i ξ_ie_i je u¿iteèná. Dalźím pøíkladem podobného zápisu je matice pøechodu od jedné baze k druhé. Jako úvod poznamenejme, ¿e velmi podobné algebraické výrazy ∑ j a_{ij}b_j a ∑ j a_{ji}b_j (kde a_{ij}, b_i jsou èísla) mají v maticovém zápisu podobný tvar, liźící se ovźem (a to je podstatné) poøadím. Jsou-li A, resp. b matice odpovídajících prvkù, pak pro maticovou interpretaci prvého souètu je tøeba pova¿ovat b za sloupec a výsledek napsat jako A · b, zatímco pro druhý souèet je tøeba vzít b jako øádek a napsat výraz jako maticový souèin b · A. Podobnì lze postupovat (formálnì, tj. symbolicky) i v pøípadì, ¿e prvky a_{ij}, nebo b_j jsou vektory.

Pro de˛nici matice pøechodu od jedné baze k druhé jsou dvì pøirozené mo¿nosti. Pøedpokládejme, ¿e = (e_1, . . . , e_n) a e^′ = (e^′_1, . . . , e^′_n) jsou dvì baze ve V. Buï lze de˛novat matici pøechodu E od staré baze e k nové bazi e^′ pomocí vztahu

e^′_i = ∑ j E_{ji}e_j, nebo pomocí vztahu e^′_i = ∑ j ~E_{ij}e_j, Zøejmì platí ~E = E^t. Rozdíl tedy spoèívá ve výbìru matice pøechodu nebo její matice transponované. Standardní konvence, kterou budeme také pou¿ívat, je výźe uvedená první mo¿nost. Dá se shrnout do tvrzení, ¿e koe˛cienty v rozkladu vektorù nové baze do staré baze tvoøí sloupce matice pøechodu.

V symbolickém zápisu pomocí souèinu matic jsou tyto dvì mo¿nosti reprezentovány pomocí zápisu e^′ = e·E, resp. e^′ = ~E·e. V prvním pøípadì e = (e_1, . . . , e_n), podobnì pro e^′. V druhém pøípadì e = (e_1, . . . , e_n)^t, podobnì pro e^′.

V tomto zápisu pak odùvodnìní lemmatu o transformaci souøadnic pøi zmìnì baze má velmi jednoduchý tvar: víme, ¿e podle de˛nice platí v = e · ξ = e^′ · ξ^′ a e^′ = e · E. Po dosazení dostaneme v = e · E · ξ^′, tedy z jednoznaènosti rozkladu vektoru do baze platí ξ = E · ξ^′ (a tedy ξ^′ = E^{−1}ξ).

Vektory v obecném vektorovém prostoru lze volbou baze popsat pomocí odpovídajících souøadnic. V následujícím paragrafu si chceme popsat podobnou proceduru pro lineární zobrazení φ : V → W . V tomto pøípadì volbou bazí ve V a W lze lineárnímu zobrazení φ pøiøadit matici.

De˛nice 17 Je-li φ : V → W lineární zobrazení mezi vektorovými prostory a jsou-li e = (e_1, . . . , e_n), resp. f = (f_1, . . . , f_n), baze ve V, resp. W, pak matici A = A_φ zobrazení φ vùèi bazím e, resp. f, de˛nujeme takto: φ(e_i) = ∑ j a_{ji}f_j. Lemma 20 Je-li A = A_φ matice lineárního zobrazení φ vùèi bazím e, resp. f, a jsou-li ξ, resp. η, souøadnice vektorù x, resp. y, pro které platí y = φ(x). Pak η = A · ξ. Dùkaz: Je-li (v symbolickém zápisu) x = e · ξ, y = f · η, a y = φ(x), pak vyu¿itím linearity zobrazení a de˛nice A dostaneme y = φ(x) = φ(e) · ξ = f · A · ξ. Tedy η = A · ξ. Pokud by se nìkomu zdál tento symbolický zápis nesrozumitelný, staèí jej pøepsat do pøísluźných algebraických výrazù: x = ∑ i e_iξ_i, y = ∑ j f_jη_j, a y = φ(x) a

y = φ(x) = φ( ∑ i e_iξ_i) = ∑ i φ(e_i)ξ_i = ∑ i ( ∑ j a_{ji}f_j)ξ_i = ∑ j ( ∑ i a_{ji}ξ_i)f_j. 2 Poznámka: My u¿ víme z døívìjźího výkladu, ¿e pro ka¿dou matici A typu m × n je de˛nováno lineární zobrazení z R^n do R^m pøedpisem x ∈ R^n → y = A·x ∈ R^m . Z pøedchozího lemmatu je vidìt, ¿e konvence byly voleny tak, aby se po ztoto¿nìní V = R^m a W = R^n pomocí volby bazí pøevedlo lineární zobrazení φ na lineární zobrazení dané maticí A.

Vìta 12 Je-li A matice lineárního zobrazení φ vùèi bazím e, resp. f, je-li A^′ matice lineárního zobrazení φ vùèi bazím e^′, resp. f^′, a jsou-li E resp. E^′ matice pøechodu mezi pøísluźnými starými a novými bazemi, pak A^′ = F^{−1} · A · E.

Dùkaz:

Staèí ovìøit vztah F · A^′ = A · E (a pak jej vynásobit maticí F^{−1} zleva). V symbolickém zápisu máme dvì rovnosti: φ(e^′) = f^′ · A^′ = f · F · A^′ a φ(e^′) = φ(e · E) = φ(e) · E = f · A · E. Jejich porovnáním dostaneme potøebnou rovnost. 2 Vìta 13 Pokud jsou φ : U → V a ψ : V → W dvì lineární zobrazení, je slo¿ení ψ ∘ φ tìchto dvou zobrazení opìt lineární zobrazení. Jsou-li A, resp. B matice lineárních zobrazení φ, resp. ψ, vùèi pøísluźným bazím v prostorech U, V, W, pak matice zobrazení ψ ∘ φ vùèi tìmto bazím je rovna souèinu matic B · A.

Dùkaz: Oznaème poøadì e, f, g baze prostorù U, V, W. Pak

ψ(φ(e_i) = ψ( ∑ j A_{ji}f_j) = ∑ j A_{ji}φ(f_j) = ∑ j A_{ji}( ∑ k B_{kj}g_k) = ∑ k ( ∑ j B_{kj}A_{ji})g_k. Tedy podle de˛nice je matice slo¿eného zobrazení rovna souèinu B · A. 2 De˛nice 18 Øekneme, ¿e dvì ètvercové matice A, A^′ typu n × n jsou podobné, pokud existuje ètvercová matice C tého¿ typu, taková, ¿e A^′ = C^{−1} · A · C. Stopa tr A ètvercové matice A je èíslo de˛nované vztahem tr A = ∑ i A_{ii}. (je to souèet prvkù na diagonále).

Vìta 14 Jsou-li A, A^′ dvì podobné matice, pak mají stejnou stopu. Je mo¿né tedy de˛novat stopu lineárního zobrazení φ : V → V jako stopu matice tohoto lineárního zobrazení vùèi libovolnì zvolené bazi.

Dùkaz:

Staèí si rozmyslet, ¿e platí pro libovolné dvì ètvercové matice A = (a_{ij}), B = (b_{kl}) vztah tr A · B = tr B · A. Ale to staèí si napsat, ¿e tr A · B = ∑ i ∑ j a_{ij}b_{ji}, resp. tr B · A = ∑ i ∑ j b_{ij}a_{ji}. 2 4 Determinanty

Úvodní poznámka.

Jsou dvì jednoduché motivace pro zavedení nového pojmu determinantu matice, které je obsahem této kapitoly. První je pozorování z konce minulé kapitoly, kde jsme si ukázali, ¿e stopa matice je èíslo, které je stejné pro vźechny matice, které jsou si navzájem podobné a to umo¿nilo de˛novat pojem stopa lineárního zobrazení z prostoru V do sebe. Stopa je tedy invariantem pro relaci podobnosti na mno¿inì vźech matic. Takovéto invarianty jsou velmi u¿iteèné pro popis pøísluźných tøíd ekvivalence a je otázka, jestli nejsou k dispozici jeźtì nìjaké dalźí. Odpovìï je ano, a dalźí z nich, který se nauèíme pou¿ívat je determinanat matice. To jeźtì není invariant poslední, o dalźích se budeme uèit pozdìji.

Druhá motivace je svou podstatou geometrická. Ji¿ od mládí se ka¿dý z nás postupnì uèil poèítat plochy a objemy tìles. Determinant matice dává formuli, jak spoèítat v Eukleidovì prostoru (libovolné dimenze) objem rovnobì¿nostìnù.

Zkusme si toto odvodit v nejjednoduźím netriviálním pøípadì, v rovinì. Uva¿ujme dva lineárnì nezávislé vektory v_1 = (a_{11}, a_{12}) a v_2 = (a_{21}, a_{22}). (Pokud by vektory byly lineárnì závislé, rovnobì¿ník by byl degenerovaný a mìl nulovou plochu.) Úkolem je spoèítat plochu pøísluźného rovnobì¿níka. Oznaème ji A(v_1, v_2).

První jednoduché pozorování je, ¿e plocha se vypoète jako základna krát výźka. Je-li vektor v_2 základna, pak výźka v rovnobì¿níku se spoèítá pomocí prùmìtu v_1 na kolmici k v_2. Z obrázku (nakreslete si!) ihned plyne, výźka pro souèet dvou vektorù je souèet pøísluźných výźek a ¿e tedy A(v_1 +v^′_1, v_2) = A(v_1, v_2)+A(v^′_1, v_2). Tedy zobrazení A, které dvojici vektorù pøiøadí èíslo A je lineární v ka¿dé slo¿ce. Dùsledkem tohoto faktu ale napø. je, ¿e zøejmì A(0, v_2) = 0 a tedy i A(v_1, v_2) = −A(v_1, v_2). To je ale zøejmì ve sporu s tím, ¿e plocha rovnobì¿níka je v¿dy kladná. Tento spor nejlépe vyøeźit tím, ¿e budeme hledat zobrazení A lineární v ka¿dé slo¿ce a plochu pak spoèítáme prostì jako absolutní hodnotu z A. Vźimnìte si také, ¿e A(v_1 + v_2, v_1 + v_2) = A(v_1, v_1) = A(v_2, v_2) = 0. Tedy A(v_1, v_2) + A(v_2, v_1) = 0. Navíc zøejmì A(αv_1, v_2) = αA(v_1, v_2) a A(v_1, v_2 + αv_1) = A(v_1, v_2). Tedy zobrazení A je multilineární ve svých slo¿kách, zmìní znaménko pøi pøehození argumentù a nezmìní hodnotu, pokud k jednomu argumentu pøièteme násobek druhého. To u¿ umo¿ní zobrazení A vypoèítat: Oznaème e_1, e_2 kanonickou bazi v R^2 . Proto¿e

v_1 = a_{11}e_1 + a_{12}e_2, v_2 = a_{21}e_1 + a_{22}e_2,

dostaneme ihned, ¿e

A(v_1, v_2) = A(a_{11}e_1 + a_{12}e_2, a_{21}e_1 + a_{22}e_2) = 2∑ i,j=1 a_{1i}a_{2j}A(e_i, e_j) =

= a_{11}a_{22}A(e_1, e_2) + a_{12}a_{21}A(e_2, e_1).

Proto¿e zøejmì plocha ètverce daného dvojicí kanonických vektorù e_1, e_2 je 1, dostáváme, ¿e A(e_1, e_2) = 1, a tedy A(e_2, e_1) = −1. Tedy máme závìreènou formulku

A(v_1, v_2) = a_{11}a_{22} − a_{12}a_{21}.

To je de˛nice determinantu ètvercové matice typu 2 × 2. A plocha rovnobì¿níka je absolutní hodnota determinantu pøísluźné matice. Pro obecnou de˛nici determinantu ve vyźźích dimenzích bude tøeba si pøipravit nìkteré informace o grupì permutací.

De˛nice 19 Øekneme, ¿e zobrazení π n-prvkové mno¿iny {1, . . . , n} do sebe je permutace, pokud π je prosté (a tudí¿ na). Permutace je mo¿né skládat (jako zobrazení). Identické zobrazení odpovídá jednotkovému elementu, inverzní element je zøejmì inverzní zobrazení. Tedy mno¿ina vźech permutací tvoøí grupu, kterou oznaèíme P_n.

Permutace, která pøehodí dva zvolené prvky mno¿iny {1, . . . , n} a ostatní nechá na místì se nazývá transpozice. Je zøejmé, ¿e ka¿dá permutace se dá napsat jako slo¿ení transpozic.

Je-li π ∈ P_n permutace, pak její znaménko sign(π) je de˛nováno pomocí vztahu sign(π) = (−1)^j,

kde j je poèet transpozic v zápisu permutace π jako slo¿ení transpozic.

Lemma 21 Znaménko permutace je dobøe de˛nované a nezávisí na zpùsobu vyjádøení permutace jako slo¿ení transpozic. Zároveò se toto znaménko rovná èíslu (−1)^j0, kde j^′ je poèet dvojic (i, j); 1 ≤ i < j ≤ n s vlastností π(i) > π(j). Takovýmto dvojicím se øíká inverze dané permutace π.

Pro dvì permutace π, π^′ platí

sign(π^′ ∘ π) = sign(π^′)sign(π).

Dùkaz: Èíslo j^′ je de˛nováno jednoznaènì a nezávisí na ¿ádném výbìru jako pùvodní de˛nice. Pokud tedy uká¿eme rovnost obou de˛nic, jako dùsledek dostaneme nezávislost pùvodní de˛nice na výbìru zápisu permutace jako slo¿ení transpozic.

Staèí si rozmyslet, ¿e pokud slo¿íme permutaci π s transpozicí τ_{ij}, která pøehazuje prvky na i-tém a j-tém místì, pak se poèet inverzí pro π ∘ τ_{ij} zmìní o liché èíslo.

Pøi slo¿ení s τ_{ij} se toti¿ buï pøidá nebo naopak ubere jedna inverze pro dvojici i, j (to je po¿adovaná lichá zmìna!); pro dvojici i, a nebo a, j se buï nic nezmìní, nebo obì inverze vzniknou, nebo obì zmizí, nebo jedna vznikne a jedna zmizí; pro dvojici a, b, (kde ¿ádný z indexù není roven i nebo j) se poèet inverzí nemìní.

Závìreèné tvrzení o znaménku slo¿ení je zøejmé pøímo z de˛nice. 2

De˛nice 20 Pøedpokládejme, ¿e A je ètvercová matice typu n×n. Pak její determinant detA de˛nujeme takto:

detA = ∑ π∈Pn sign(π)a_{1,π(1)} . . . a_{n,π(n)}.

Pokud budeme matici chápat jako soubor n sloupcù s_1, . . . , s_n, pak det A mù¿eme chápat jako zobrazení, které n-tici vektorù s_1, . . . , s_n pøiøadí èíslo det(s_1, . . . , s_n). Analogicky lze postupovat, pokud budeme matici A pova¿ovat za soubor n øádkù.

Lemma 22 det A = det A^t, tedy

det A = ∑ π∈Pn sign(π)a_{π(1),1} . . . a_{π(n),n}. Dùkaz: Staèí si uvìdomit, ¿e sign(π) = sign(π^{−1}) a ¿e pokud permutace π probíhají celou grupu permutací P_n, pak je toté¿ pravda pro permutace π^{−1}. Pak toti¿

det A = ∑ π∈Pn sign(π)a_{1,π(1)} . . . a_{n,π(n)} = ∑ π∈Pn sign(π)a_{1,π}�1_{(1)} . . . a_{n,π(n)} = = ∑ π∈Pn sign(π)a_{π(1),1} . . . a_{π(n),n}. 2 Poznámka: Není v¿dy snadné determinant matice vypoèítat. Pro matice malé to jde (v dimenzi 2 to umíme, v dimenzi 3 je mo¿né pou¿ít tzv. Sarusovo pravidlo). Ve vyźźích dimenzích je to zpravidla velmi obtí¿né. Jedním vyjímeèným pøípadem, kdy to jde lehce je determinant trojúhelníkové matice.

Pøedpokládejme, ¿e a_{ij} = 0 pro vźechny i > j. Pou¿ijeme-li ekvivalentní de˛nici det A = ∑ π∈Pn sign(π)a_{π(1),1} . . . a_{π(n),n}, pak je vidìt, ¿e jediný netriviální sèítanec bude odpovídat identické permutaci a bude se rovnat souèin prvkù na diagonále:

det A = a_{11} . . . a_{nn}.

Vìta 15 (Základní vlastnosti determinantu) (1) Determinant je multilineární funkce ka¿dého sloupce, tedy platí napø.

det(s_1 + s^′_1, s_2, . . . , s_n) = det(s_1, s_2, . . . , s_n) + det(s^′_1, s_2, . . . , s_n).

det(αs_1, s_2, . . . , s_n) = αdet(s_1, . . . , s_n). Analogicky pro ostatní sloupce. (2) det(s_{π(1)}, . . . , s_{π(n)}) = sign(π)det(s_1, . . . , s_n).

Tedy napø. pøi zámìnnì dvou sloupcù zmìní determinant znaménko. Determinant matice se dvìma stejnými sloupci je tudí¿ nula. (3) Determinant se nezmìní, pokud k nìkterému jeho sloupci pøièteme libovolnou lineární kombinaci ostatních sloupcù.

(4) det(1_n) = 1, navíc platí det A ≠ 0 právì kdy¿ A je regulární. Tyté¿ vlastnosti platí pro øádky místo sloupcù.

Dùkaz: (1) Pøedpokládejme, ¿e první sloupec s_1 matice A je souètem

s_1 = s^′_1 +s^{′′}_1 a uva¿ujme matice A^′, resp. A^{′′}, ve kterých je první sloupec nahrazen sloupcem s^′_1, resp. s^{′′}_1. Pak

det A = ∑ π∈Pn sign(π)(a^′_{1,π(1)} + a^{′′}_{1,π(1)}) . . . a_{n,π(n)} = ∑ π∈Pn sign(π)a^′_{1,π(1)} . . . a_{n,π(n)}+ ∑ π∈Pn sign(π)a^{′′}_{1,π(1)} . . . a_{n,π(n)} = det A^′+det A^{′′}.

Linearita pro ostatní sloupce se doká¿e zcela analogicky. Podobnì, pokud A^′ vznikne z matice A tím, ¿e její první sloupec vynásobíme èíslem α, pak ∑ π∈Pn sign(π)αa_{1,π(1)} . . . a_{n,π(n)} = α[ ∑ π∈Pn sign(π)a_{1,π(1)} . . . a_{n,π(n)}] = α det A.

Analogicky pro sloupce ostatní.

(2) Oznaème symbolem A^′ matici s pøehozeným i-tým a j-tým sloupcem. Ihned z de˛nice a z dokázaných vlastností znaménka permutací plyne, ¿e

det A = ∑ π∈Pn sign(π)a_{1,π(1)} . . . a_{n,π(n)} = ∑ π∈Pn sign(π∘τ_{ij})a_{1,π∘τij (1)} . . . a_{n,π∘τij (n)} = = sign(τ_{ij}) det A^′.

(vźimnìte si, ¿e mno¿ina vźech permutací tvaru π∘τ_{ij}, π ∈ P_n je toto¿ná s mno¿inou P_n). Ale sign(τ_{ij}) = −1.

Okam¿itým dùsledkem je tvrzení, ¿e determinant matice, která má dva stejné øádky je nulový.

(3) Staèí si rozmyslet, co se stane, kdy¿ napø. k prvnímu sloupci pøiètu násobek druhého sloupce. Pak z linearity plyne

det(s_1 + αs_2, s_2, . . . , s_n) = det(s_1, s_2, . . . , s_n) + α det(s_2, s_2, . . . , s_n) =

= det(s_1, s_2, . . . , s_n).

Indukcí ihned doká¿eme tvrzení pro pøípad, ¿e se k prvnímu sloupci pøièteme libovolnou lineární kombinaci ostatních. Stejnì se dùkaz dìlá, nahradíme-li první sloupec libovolným jiným.

(4) První tvrzení je vidìt pøímo podle de˛nice. Pokud není A regulární, je h(A) < n a jeden sloupec je lineární kombinací ostatních. Po dosazení a s pou¿itím linearity v romto sloupci vyjde ihned, ¿e determinant je nula.

V opaèném pøípadì má A hodnost rovnu n a lze ji tedy elementárními úpravami pøevést na trojúhelníkovou matici s nenulovými prvky na diagonále. Ta má zøejmì determinant nenulový. Ale pokud matice A^′ vznikne z matice A elementárními úpravami, det A^′ se bude liźit od det A pouze nenulovým násobkem. 2

Lemma 23 (Rozvoj determinantu podle sloupce) Nechż j je pevnì vybrané èíslo sloupce, pak

det A = ∑ i (−1)^{i+j}a_{ij}A_{ij}, kde A_{ij} je podmatice A vzniklá vynecháním i-tého øádku a j-tého sloupce. Toté¿ tvrzení analogicky platí i pro rozvoj determinantu podle zvoleného øádku.

Dùkaz: Pøedpokládejme nejdøíve, ¿e j = 1. Vyjádøeme nyní determinant matice A, která má vlastnost, ¿e jediný nenulový prvek v prvním sloupci je prvek a_{1i}, kde i je daný index. Pokud navíc i = 1, pak pøímo z de˛nice plyne det A = a_{11} det A_{11}. Pro i ≠ 1 staèí posunout i-tý øádek na první místo a poøadí ostatních ponechat. Determinant se pøi takovéto operaci vynásobí znaménkem pøísluźné permutace, které je (indukcí) rovno (−1)^{i+1}. Vìta tedy platí pro takovéto matice. První sloupec si mohu napsat jako lineární kombinace kanonické baze, tj. s_1 = a_{11}e_1 +. . . a_{1n}e_n. Pak u¿ staèí jen pou¿ít linearitu determinantu vùèi prvnímu sloupci a výźe dokázaná tvrzení. 2 Vìta 16 det A · B = det A. det B.

Dùkaz: Oznaème C = A · B. Jsou-li c_i, resp. a_i sloupce matice C, resp. A, pak zøejmì pro ka¿dé k platí c_{ki} = ∑ j a_{kj}b_{ji}, tedy c_i = ∑ j a_jb_{ji}. Víme tedy, ¿e

det C = det(c_1, . . . , c_n) = det( ∑ j a_jb_{j1}, c_2, . . . , c_n) = ∑ j b_{j1} det(a_j, c_2, . . . , c_n).

Postupným dosazovaním za c_2, . . . , c_n a vyu¿itím linearity v jednotlivých sloupcích dostaneme

det C = ∑ j1 . . . ∑ jn b_{j11} . . . b_{jnn} det(a_{j1} , . . . , a_{jn} ). Ale det(a_{j1} , . . . , a_{jn} ) je nula, pokud zobrazení π : i → j_i není prosté (opakují se sloupce matice). Tedy se vlastnì sèítá pøes vźechny permutace π ∈ P_n. Navíc

det(a_{π(1)}, . . . , a_{π(n)}) = sign(π) det(a_1, . . . , a_n).

Tedy výsledek má tvar

det C = [ ∑ π∈Pn sign(π)b_{π(1)1} . . . b_{π(n)n}] det(a_1, . . . , a_n)] = det B. det A. 2 Poznámka:

(1) Dá se dokázat (mù¿ete si zkusit rozmyslet, návod je ve skriptech [M-Z]), ¿e pro blokovou matici tvaru A = ( A_{11} A_{12} 0 A_{22} )

platí det A = det A_{11}. det A_{22}.

Podobné tvrzení platí i pro "blokovou matici trojúhelníkového tvaru" (zkuste si zformulovat pøísluźné tvrzení). Speciálním pøípadem je pak ji¿ døíve kosntatované tvrzení o determinantu trojúhelníkové matice. (2) Vìta o determinantu souèinu má jako okam¿itý dùsledek dvì tvrzení:

(i) det A^{−1} det A = 1. (ii) det C^{−1}AC = det A.

Tedy podobné matice mají stejný determinant a je tedy pravda, ¿e determinant je (po stopì) dalźí invariant pro relaci podobnosti matic.

Lemma 24 (Výpoèet inverzní matice) Oznaème A_{ij} matici, která vznikne z matice A vynecháním i-tého øádku a j-tého sloupce.

Pak inverzní matice B = A^{−1} má tvar b_{ij} = (−1)^{i+j}(det A)^{−1} det A_{ji} (vźimnìte si pøehození poøadí indexù!).

Dùkaz: Jednotková matice 1_{n×n} má prvky δ_{ik}, kde δ je tzv. Kronekerovo delta. Je de˛nováno tak, ¿e δ_{ik} = 1 pro i = k a δ_{ik} = 0 pro i ≠ k. Oznaème symbolem e_j jednotkový vektor (sloupec) s 1 na j-tém místì. De˛nujme si matici C pøedpisem

c_{ij} = (−1)^{i+j} det A_{ji} = det(a_1, . . . , a_{i−1}, e_j, a_{i+1}, . . . , a_n). Pak staèí ovìøit rovnost C · A = det A.1_{n×n}. Ale (C · A)_{ik} = ∑ j c_{ij}a_{jk} = ∑ j det(a_1, . . . , a_{i−1}, e_j, a_{i+1}, . . . , a_n)a_{jk} =

= det(a_1, . . . , a_{i−1}, a_k, a_{i+1}, . . . , a_n). Nyní staèí si uvìdomit, poslední determinant se rovná èíslu det A pro i = k a nule pro i ≠ k (v pøísluźné matici se opakují sloupce). 2

Vìta 17 (Cramer) Pøedpokládejme, ¿e matice A je regulární, oznaème a_i její sloupce. Pak soustava lineárních rovnic A · x = f s pravou stranou f má právì jedno øeźení dané vzorcem

x_j = (det A)^{−1} det(a_1, . . . , a_{j−1}, f, a_{j+1}, . . . , a_n).

Dùkaz: Víme u¿, ¿e øeźení existuje jediné a je dáno vztahem x =

A^{−1} · f. Staèí tedy pou¿ít pøedchozí vzorec pro inverzní matici a dostaneme (s pou¿itím oznaèení pøedchozího lemmatu)

x_j = ∑ k b_{jk}f_k = ∑ k (det A)^{−1} det(a_1, . . . , a_{j−1}, e_k, a_{j+1}, . . . , a_n)f_k = = det(a_1, . . . , a_{j−1}, f, a_{j+1}, . . . , a_n). 2