1 Soustavy linearnich rovnic

1.1 Priklad.

V této prvni pfednasce se chceme naucit postup, jak fesit soustavy linearnich
rovnic. Metodu, kterou chceme pouzivat, je dobre vidét na jednoduchém
prikladé. Dejme tomu, ze chceme vytesit jednoduchou soustavu dvou rovnic
o dvou neznamych:

2x + 4y = 6, (1)

S5z + 3y =8 (2)

Obvykle se tesi takovéto jednoduché priklady tim, Ze jednu neznadmou vy-
pocitam z jedné rovnice pomoci druhé neznamé, dosadim do druhé rovnice
a dostanu jednu rovnici o jedné neznamé. Tu vypocitam, dosadim do prvni
rovnice vysledek a dopocitam zbyvajici proménou. Tento zptisob se ale tézko
zobeciiuje pro vétsi soustavy linedrnich rovnic. Zkusme upravovat soustavu
rovnic (aniz bychom zménili mnozinu jejich feSeni) na jednodussi tvar tak,
aby pak postupné vypocitavani jedné proménné po druhé vedlo jednoduse k
vysledku.

)

Upravime nyni druhou rovnici tim, ze k ni pficteme vhodny nasobek prvni
rovnice. Nejprve to udélame pomalu a postupné.

Prvni rovnici (tj. jeji levou i pravou stranu) vynasobime ¢islem —g a

dostaneme novou rovnici —5x — 10y = —15. Nova soustava
-5z — 10y = —15, (1"
S5r + 3y =8 (2)

ma zfejmé stejnou mnozinu feSeni jako soustava puvodni.
Pak druhou rovnici nahradime sou¢tem prvni a druhé rovnice:

—5z — 10y = —15, (1)

_7y = _77 (2,)

a muzeme si snadno rozmyslet, ze vysledné soustava mé také stejnou mnozinu
FeSeni jako soustava puvodni (za chvili si to odiivodnime pro obecny pfipad).



Rovnice (2') tedy vznikla tak, ze jsme k rovnici (2) pficetli rovnici (1) vy-
nasobenou (nenulovym) ¢éislem —%. Zaroven jsme se presvedcili, ze vysledna
soustava (1), (2') mé stejnou mnozinu Feseni jako ptivodni soustava (1), (2).

Po této tpravé je jiz jednoduché vypocitat feseni soustavy. Z druhé rov-
nice plyne, ze y = 1, po dosazeni do prvni rovnice vyjde ihned x = 1.

Vsimnéte si, ze jsme délali zbytecnou praci, kdyz jsme vypisovali porad
celé rovnice pii prislusnych tpravach. Kazda rovnice soustavy je urcena ko-
eficienty u neznamych z a y a pfisluSnou pravou stranou. Rovnice (1) je
urcena trojici {2,4;6} a rovnice (2) je urcena trojici {5, 3;8}. P¥i nasobeni
rovnice ¢islem se nasobi kazdé ¢islo v dané trojici, pii séitani (od¢itéani) rovnic
s¢itame (od¢itame) prvky v trojicich slozku po slozce.

Pokud bychom meéli 50 rovnic o 50 nezndmych a podafilo se ndm ma-
tici soustavy upravit na trojuhelnikovou matici, bylo by feseni soustavy opét
stejné jednoduché (postupnym vypoctem od nejjednodussi rovnice a dosazo-
vanim do rovnic pfedchozich).

Nyni zkusime totéz udélat obecné, pro soustavu s libovolnym poctem (m)
rovnic o libovolném poctu (n) neznamych.

1.2 Obecna soustava linearnich rovnic.

Obecnou soustavou linedrnich rovnic myslime soustavu (S) rovnic tvaru
a11T1 + a122 + ... + A1,y = bl,

211 + Q92T + ... + A2pn Ty = bg,

Am1T1 + AmaXo + . ..+ CpnTn = bm.

Koeficienty soustavy jsou dany mnozinou pfislusnych koeficient
A=(a5);i1=1,....m;j=1,....n

a sloupcem pravych stran b = (b1, ..., b,,). Koeficienty soustavy budou stan-
dardné bud redlné, nebo komplexni ¢isla.
Resenim soustavy s realnymi koeficienty se nazyva libovolna n-tice real-
nych ¢isel © = (x1,...,x,) pro kterou jsou vSechny rovnice soustavy splnény.
Jsou-li nékteré koeficienty soustavy komplexni ¢isla, hleddme feseni mezi
n-ticemi komplexnich c¢isel.



Hledéni obecného feseni dané soustavy linearnich rovnic se provadi po-
stupnou upravou a transformaci dané soustavy rovnic na jinou soustavu pro-
vadénou tak, aby mnozina vSech TeSeni ptivodni soustavy byla totozna s
mnozinou vSech feSeni nové utvorené soustavy linearnich rovnic a tak, aby
vysledna soustava byla snadno Fesitelna. Existuje algoritmus (postup), jak
najit mnozinu vSech reSeni dané soustavy linearnich rovnic, zalozeny na tzv.
Gaussoveé eliminacni metodé. Nez si ho popiseme, dohodneme se nejdiive na
vhodném nézvoslovi.

1.3 Matice

Definice 1 (Matice, sou¢in matic)
Matici A typu m X n nazyvdme obdélnikové schéma cisel

a1y a1 ... Qip

921 o9 ... Q9pn

Am1 Am2 ... Omn
nebo strucnéji: A = (a;;); i=1,...,m; j=1,... n.

Pokud jsou vsechna ¢isla v matici redlnd, 7ikdme, Ze A je redlnd matice.
Obecné budeme uvaZovat matice, jejiz prvky jsou komplexni cisla.

Index v je radkovy, index j je sloupcovy. Matice typu n X n se nazyvd
ctvercova matice.

Matict miuzZeme rozdelit na jednotlivé radky

Ti,izl,...,m; r, = (ail,aig,...,ain),

a jednotlivé sloupce

sj, g =1,...,n; s;= : )

Horni trojuhelnikovd matice je ctvercovd matice A = (a;;), kterd md pod
diagondlou samé nuly, tj. a;; = 0 pro i > j. Obdobné se definuje dolni troju-
helnikovd matice.



Definice 2 (Matice a rozsifena matice soustavy)
Je-li (S) obecnd soustava linedrnich rovnic, pak matici A danou tabulkou

ai 19 ... Qip

A1  Qd22 ... d2p
A=

m1 Am2 .. Gmnp

nazveme matici soustavy (S) a matici (A,b) danou tabulkou

a1 12 N AT bl

921 929 ... Qop b2
(A, b) =

Al Gm2 . Gmn  Om

nazveme rozsitenou matici soustavy (.5).

Dané soustava rovnic je ziejmé jednoznacné urcena odpovidajici rozsitenou
matici soutavy. Misto upravovani soutavy rovnic budeme tedy upravovat jen
prislusnou rozsifenou matici soustavy.

1.4 Elementarni transformace soustavy.

Definice 3 (Elementarni upravy matice)
Elementarni dprava matice C' je jedna z ndsledujicich uprav:

(i) vyménime dva Tddky matice;
(ii) vyndsobime Tadek nenulovgm cislem;
(iii) k danému tddku pricteme ndsobek jiného tadku;
(iv) pridame k matici nebo ubereme z matice nulovy Tddek.

Lemma 1 Elementarni upravy rozsirene matice soustavy linedrnich rovnic
neméni mnozinu reseni soustavy.

Toto tvrzeni si budeme chtit odivodnit (dokdzat). Udélame to ale na
pristi prednasce. To je zaroven prilezitost pro kazdého, aby si toto odtivodnéni
zkusil rozmyslet sam!

V dalsim se budeme snazit elementarnimi tipravami prevést danou sou-
stavu (resp. rozsifenou matici této soustavy) na jednodussi tvar, ve kterém
ptijde snadno najit vSechna FeSeni této nové (a tedu i ptvodni) soustavy.
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1.5 Gaussuv algoritmus.

Poznamka.

Carl Friedrich Gauss, se narodil v roce 1777 v Braunschweigu a zemfel v
roce 1855 v Gottingenu.

Zakladni pojednéni o teorii ¢isel (Disquisitiones Arithmeticae) napsal jiz
ve véku 21 let. I kdyz jeho oficiadlni povolani bylo feditel astronomické ob-
servatore, patii mezi nejgenialnéjsi matematiky historie. Kromé zminéné te-
orie ¢isel objevil neeukleidovskou geometrii (objev nikdy nepublikoval), vy-
tvoril zaklady diferencidlni geometrie (plochy v t¥irozmérném prostoru), ma
zékladni vysledky v komplexni analyze i algebie. Kromé toho se vénoval ge-
odesii, magnetismu, astronomii a optice. Patii mezi nejvyraznéjsi postavy v
historii matematiky.

Definice 4 (Matice v odstupiniovaném tvaru)

Necht A je matice typu m X n ari, k= 1,...,m jsou jeji radky. Rekneme,
Ze matice A je v odstupniovaném tvaru, pokud (nakreslete si!) plati:
pro kaZdy nenulovy radek ry, k = 2,...,m je predchozi vadek rp_, také

nenulovy a navic proni nenulovy prvek zleva v radku rp ma vyssi sloupcovy
indez (je vic vpravo) neZ proni nenulovy prvek zleva v fadku y_1.

Prislusny proni nenulovy prvek zleva v takovémto radku ry se nazyvad pi-
vot a sloupec, ve kterém se nachdzi se nazyvd pivotni sloupec.

Rekneme, Ze matice A je v redukovaném odstupiiovaném tvaru, po-
kud je navic pruni nenulovy prvek v kaZdéem nenulovéem radku roven jedné a
zarovern je tento prvek jedinym nenulovym prvkem ve svém sloupci.

Vsimnéte si, Ze z definice matice v odstupiiovaném tvaru plyne, Ze za kaz-
dym nulovym fadkem uz jsou vSechny dalsi nizsi fadky vSechny nulové. Takze
takovato matice (pokud je nenulovd) mé bud vSechny fadky nenulové, nebo
ma nejdiive urcity pocet nenulovych radkt a pak vsechny dalsi fadky jsou
nulové. Navic pro kazdé dva po sobé jdouci nenulové fadky plati prislusna
podminka o postaveni prvnich nenulovych prvki zleva.

Na cviceni si procvicite nize uvedeny Gaussiiv algoritmus, ktery ukazuje,
ze libovolnou matici lze prevést elementarnimi ipravami na matici v odstup-
novaném tvaru. Postupné s matici A provadim niZze popsané elementarni
Upravy, upravenou matici budu pro pohodli znovu znacit po kazdém kroku
symbolem A.

Necht A je matice typu m X n.



[Krok 1.] Prochazim sloupce matice A postupné od prvniho dél a najdu prvni
nenulovy sloupec, jeho index oznacim /.

[Krok 2.] Pokud je aj; # 0, neudélam nic, v opa¢ném piipadé vyménim prvni
fadek matice za jiny fadek matice A, ktery mé ¢-ty prvek nenulovy (takovy
fadek musi existovat, protoze cely (-ty sloupec neni nulovy). V upravené
matici uz plati a;p # 0. Tomuto kroku se nékdy ik pivotace.

[Krok 3.] Prvni fadek matice vydélim ¢islem ay,.

[Krok 4.] Postupné odec¢itdm vhodné nasobky prvniho fadku od druhého,
tfetiho, az posledniho fadku tak, aby v upravené matici platilo

agg:...:amgzo.

Tim je dokoncena prvni sada uprav, v dalsich Gpravach jiz nepouzivam
prvni fadek a uvazuji jenom upravenou matici A bez prvniho fadku. To je
matice A’ typu (m — 1) x n. Pro tuto matici A’ provedu znovu kroky 1 - 4.

Po dokonceni této druhé sady tuprav prestanu uvazovat prvni dva radky
upravené matice a pro zbylou matici A” typu (m — 2) x n pokracuji opét
analogickou tieti sadou uprav.

Je ztejmé, Ze po konecném poctu takovychto tiprav bude nakonec vysled-
kem matice, ktera je v odstupnovaném tvaru.

Existuje také dalsi algoritmus, ktery prevadi libovolnou matici v od-
stupniovaném tvaru na matici v redukovaném odstupiiovaném tvaru. Nejdiiv
vynecham vsSechny nulové radky. Pak pri¢itam vhodné nasobky posledniho
fadku k predchozim fadkim tak dlouho, az vSechny prvky v sloupci nad
pivotem v poslednim fadku jsou nulové.

Pak vynecham posledni fadek a se zmensenou matici opakuji tutéz tipravu.
Po konecném poctu krokti zfejmé dostaneme matici v redukovaném odstup-
novaném tvaru.

Priklad: Ukazme si nyni, jak je mozné pouzivat Gausstv algoritmus na
feSeni rovnic na jednoduchém prikladu.
Necht je rozsifend matice (A, b) ddna matici

1
(A’ b) =

oo oo
oo o
SO O
Or—*»—\l
=N O
N GO =3 Ot



Pak je snadné spocitat (rozmyslete si sami!), Ze elementéarnimi Gpravami
lze tuto matici prevést na matici schodovitého typu:

012 —-12025
000 1 27
(Cd) = 000 0 21

Posledni rovnice je trivialni a je mozné ji vynechat. Z tieti rovnice 2x5 = 1
vypocitame x5 = 1/2. Z druhé rovnice dostaneme z4 =7 — 2x5 =7 —1 = 6.
Z prvni rovnice pak vypocitame

ZL‘2:5—2$3+ZL‘4+0'ZL‘5:11—2$3.

Celkem tedy mé obecné feseni soustavy tvar (zq,11 — 2x3, x3,6,1/2) a zavisi
na dvou libovolnych parametrech x; a xs.

Je instruktivni si rozepsat obecné feSeni jako soucet t¥i pétic (s¢itani se
délé po slozkach):

(21, 11225, 23,6,1/2) = (0,11,0,6,1/2)+(z1, 0,0, 0, 0)-+(0, —223, z3,0,0) =
= (0,11,0,6,1/2) + 21(1,0,0,0,0) + 23(0, =2, 1,0,0,0).

Vsimnéte si, Ze pétice (0,11,0,6,1/2) je (jedno specilni) feseni dané sou-
stavy, zatimco pétice (1,0,0,0,0) a (0,—2,1,0,0,0) jsou FeSeni tzv. odpovi-
dajici homogenni soustavy, tj. soustavy, kde sloupec pravych stran nahradime
samymi nulami. Obecné Teseni soustavy zavisi na dvou libovolnych konstan-
tach.

1.6 Operace s maticemi.

Ve vyse uvedeném prikladu je vidét, Ze je pro popis obecného feseni vyhodné
napsat jej jako soucet tii s¢itanci. To je jeden specialni piiklad toho, jak se
obecné s¢itaji matice. Operace s maticemi (jejich s¢itani, nasobeni ¢islem,
resp. jejich nésobeni) jsou velmi Sikovné operace pro piehledny zapis obec-
nych soustav linearnich rovnic. Tyto operace si nyni podrobné popiseme a
pojmenujeme.

Jednotlivé prvky matic budou ¢isla. Budeme uvazovat jen dva piipady
- Cisla redlna, nebo ¢isla komplexni. Je vhodné ale poznamenat, ze se casto
uvazuji matice s obecnéj$imi prvky - obzvlast dulezity pfipad jsou matice,
jejichz prvky patii do tzv. konecnych téles.
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Definice 5 Operace s maticemi

Symbolem F budeme oznacovat bud mnoZinu redlnyjch c¢isel R, nebo mnozZinu
komplexnich cisel C. Prvky matic budou patrit do ¥ a budeme jim rikat prosté
¢isla. Mnozinu vSech matic typu m X n oznacime symbolem M,,, (F).

1. Pokud A = (a;;) a B = (bi;) jsou dvé matice stejného typu m x n, pak
definujeme soucet C = A+ B jako matici typu m X n, jejiz prvky maji
tvar c;; = a;; +bij, t=1,...,m;j=1,...,n.

2. Pokud o je ¢islo a A = (a;;) je matice typu m X n, pak soucin o - A je
matice stejného typu, definovand predpisem

aA=(aa;),i=1...,m;j=1...,n.

tj. prvek matice a A v i-tém Tadku a v j-tém sloupci se rovnd ¢islu o a;;.

3. Je-li A matice typu m x n a B matice typu n X p, pak soucin matic
C = A - B je matice typu m X p, definovand predpisem

n
Crs = E arkbks:arlbls+“~arnbns; T:L---am; 521,---717-
k=1

Operace s maticemi maji urcité vlastnosti, které si postupné probereme.

Lemma 2 Symbolem 0 oznacime nulovou matici, tj. matici, kterd md vsechny
prvky nulove.
Pro scitani matic plati:

1. VA, B,C € My, (F), A+ (B+C) = (A+ B) + C, (asociativita)
2. VA€ Mpn(F), A+0=0+ A= A, (existence neutralniho prvku)
3. YA € My (F), 3B € My, (F), A+ B =0, (existence opa¢ného prvku)

Matici B oznacime symbolem —A, jeji proky jsou ¢isla (—a;j).

4. VA, B € M;,,,(F), A+ B = B+ A, (komutativita)

Toto jednoduché tvrzeni nebudeme odtivodiiovat (je to vhodné cvi¢eni pro
¢tenate, aby si zkusil odivodnéni uvédomit a napsat sam, je k tomu potieba
jen znalost definic a znalost vlastnosti redlnych, resp. komplexnich ¢isel).



Mnozina spolu s operaci spliujici vyse uvedené 4 vlastnosti je prikladem tzv.
(komutativni) grupy. O ni budeme mluvit podrobnéji v dalsi prednasce.
matice stejného typu muzeme secist. Abychom mohli vynéasobit dvé matice,
je tieba, aby se jejich typy vhodné doplnovaly. Nemtizeme vynasobit libovolné
dvé matice.

Lemma 3 Predpoklidejme, ze A € M,,,,, B,D € M,,,C, F € M,,. Pak plati
1. A(BC) = (A B) C, (asociativita ndsobens)
2. B(C+F)=BC+BF,(B+D)C=BC+D C, (distributivita)

3. Vn € N oznacime symbolem E,, € M, takovou ctvercovou matici, kterd
ma na diagondle samé jednicky (tj. e;; = 1,1 =1,...,n) a vSude jindy
samé nuly.

Pak pro kazZdou matici typu m x n plati
E,.A=AEFE, = A,
(existence jednotkového prvku pro ndsobeni matic)

Dukaz: Pro ovéfeni prvni vlastnosti je podstatna nasledujici tprava levé
strany rovnosti

n P n p
E Qi E bklclj = E E aikbklclj-
k=1 =1

k=1 l=1

Tataz tprava plati i pravou stranu. Tedy obé strany se rovnaji.

Stejné se ovéii i druhé sada rovnosti (d.cv.).

Matice Ej, v posledni rovnosti je jednotkova matice, ktera ma na diagonale
samé jednicky a mimo diagonéalu samé nuly. Ptislusna rovnost se snadno ovéri
(udélejte sami!). Pokud nemtze dojit k nedorozuméni, budeme oznacovat
jednotkovou matici symbolem E. a

Nésobeni matic neni (obecné) komutativni (najdéte ptiklad!). Pro dobré
pochopeni nésobeni matic je vhodné si prvni ¢initel (v nasem piipadé matici
A) napsat pomoci jejich fadek 7, ..., 7, a druhy ¢initel (matici B) si napsat
pomoci jejich sloupcit sy, .. ., s,. Potom prvek ¢;; soucinu je urcen ’soucinem’
r;.85, kde tento soudin je podobny skaldrnimu soucinu vektori v R?, t.j.

9



seCteme postupné soucin prvnich komponent, soucin druhjch komponent,
atd. Podstatné je, Ze r; i s; musi mit stejny pocet komponent, coz je zaruceno
podminkou, Ze pocet sloupcti matice A je stejny jako pocet fadku matice B.
Jako dutsledek napi. zjistime, Ze prvni fadek vysledné matice C' je ovlivnén
pouze prvnim fadkem matice A (a celou matici B). Podobné prvni sloupec
vysledné matice C' zavisi jen na prvnim sloupci druhého ¢initele B (a na
vSech prvcich matice A).

1.7 Soustavy linearnich rovnic - diskuse

Vratime se nyni k diskusi o feSeni soustav linedrnich rovnic. Nejprve si odi-
vodnime tvrzeni o tom, ze elementarni tpravy rozsifené matice soustavy
neméni mnozinu FeSeni soustavy (Lemma 1).

Dikaz Lemmatu 1.

Jednotlivé ¥adky matice soustavy A si oznaéime r;, i = 1,...,m. Radky
r; jsou matice typu 1 x n. ReSeni soutavy oznadime x a budeme je psat jako
sloupec, tj. jako matici typu n x 1. Pak ma smysl jejich soucin r; x, vysledkem
je ¢islo, tj. matice typu 1 x 1. Odpovidajici j-ta rovnice soustavy pak ma tvar

r, T = bz
Cela soustava se da napsat jednoduse ve tvaru
Az =0,

kde b je sloupec pravych stran. Zavedené oznaceni nam usnadni zapis tuprav,
nutnych pro odivodnéni lemmatu.

Je trividlni, Ze elementarni Gpravy (i) neméni soustavu rovnic (jen jsme
rovnice soustavy napsali v jiném potadi). Také pro tpravu (ii) je vaha jed-
noduchd, protoze ziejmé (pro nenulové ¢islo « a pro libovolné i, = 1,...,m)
plati

rix="b < (ar;) = ab

(rozmyslete si dukladné sami!).

Pripad posledni elementarni tpravy jsme podrobné rozebrali v jedno-
duchém pripadé v minulé prednasce. Postup v obecném pfipadé je stejny.
Uvahu budeme nyni formulovat jiz jen pomoci koeficient pfislusnych vy-
branych rovnic. Prvni fadek rozsifené matice (A, b) je matice tvaru (rq,by).
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Odpovidajici prvni rovnice mé pak tvar r; - x = by. Stejné postupujeme pro
ostatni radky soustavy.

Necht napi. (pro ukazku, stejné se postupuje v ostatnich ptipadech) k
prvnimu fadku rozsifené soustavy pricteme a nasobek druhého radku.

Po této upravé dostaneme soustavu, jejiz prvni rovnice ma zménéné ko-
eficienty

(TI17 b/1)7 et (T;YN b;”fb)’
pro které

:T'm;b/l:bl+()éb2,bl2:b2,...,b/ Ibm

/ / /
rL=T1+Qryg,ry ="7o,...,7T m

m

Ovéfme nyni, Ze se mnozina feseni touto upravou nezmeéni.
Pokud z je feSeni piivodni soustavy, tj. pokud

ri-x="b; j=1,...,m,

pak ziejmé
/ / -
rir =0, 7=2,...,m.

Pro prvni fadek dostaneme 7} -x =1y -z + ary - x = by + aby = b}, tedy z je
také feSenim nové soustavy.
Naopak, pokud x fesi novou soustavu

/ 1/ -
rir="0,7=1...,

pak vime, ze r; =} —arj, by = b} —ab, a stejnou tvahou jako v pfedchozim
pripadé ukazeme, ze je to také feseni ptivodni soustavy. Takze obé soustavy
maji stejnou mnozinu feseni. a

Pomoci Gaussovy eliminace umime soustavu obecné vyftesit. Nasledujici
véta popisuje, kolik feseni mize soustava mit. Pfipomenme si, Zze pro matici
B ve schodovitém tvaru se kazdy prvni nenulovy prvek na daném tradku
nazyva pivot. Dohodnéme se, Ze sloupec matice B nazveme pivotni, pokud
obsahuje néjaky pivot.

Véta 1 Predpoklddejme, Ze (A,b) je rozsitend matice soustavy a Ze matice
(A, V) je matice schodovitého tvaru, kterd vznikla z (A, b) konecnou posloup-
nosti elementdrnich uprav. Pak plati:

1. Reseni soustavy s rozsirenou matici (A, b) existuje prdvé kdy? sloupec
b nenit pivotni.

Pokud ma soustava reseni, mohou nastat nasledujici dva pripady:
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2. Soustava md pravé jedno teseni pravé kdyz kazdy sloupec matice A je
pivotni.

3. Soustava ma nekonecné mnoho teseni v opacném pripade.

Dukaz:

1. Pokud sloupec ' je pivotni, pak prislugnd radka rozsifené matice ma
tvar (0,...,0,b, pro vhodné p, kde b, # 0. Odpovidajici rovnice ma
tvar

0.x1+...+0.z, =0

a tato rovnice zfejmé nemé reSeni.

V opac¢ném pripadé budeme postupné odspodu vypocitavat jednu pro-
ménnou za druhou. Mohou nastat dva pripady.

2. Pokud je kazdy sloupec matice A’ pivotni, pak vypocitame jednoznacné
vSechny proménné.

3. Pokud existuje sloupec matice A’, ktery neni pivotni, tak pii vypoctu
feSeni miizeme tuto proménnou zvolit libovolné a pocitat dal. V tomto
pripadé ziejmé existuje nekonecné mnoho feseni.

(I
Zajimava (a dulezitd) otdzka je na kolika parametrech obecné feseni zavisi v
pripadé existence nekonecné mnoha feseni. Z vyse uvedenych tvah je ziejmé,
Ze pocet parametri, na kterych obecné feseni zavisi je roven poctu sloupcti
matice A, které nejsou pivotni. Nebo jinak (rozmyslete si!), pocet parametri
je roven rozdilu po¢tu nezndmych minus pocet netrividlnich faddek matice A’.
Na prvni pohled neni vidét, jestli tento pocet parametrii nezavisi na volbé
posloupnosti elementarnich tprav, které prevadéji matici (A,b) na matici
(A, V). Ukéze se, ze nezavisi, ale je jiz dost netrividlni fakt a bude ndm trvat
néjakou dobu, nez ho budeme schopni ovérit.

1.8 Elementarni tpravy pomoci maticového soucinu.

Elementarni tpravy matice jsme definovali jako jisté operace s fadky matice.
Je uzitecné si uvédomit, ze elementarni tipravy matice A je mozné popsat
pomoci nasobeni matic.

12



Oznac¢me symbolem Uj;; ¢tvercovou m x m matici, kterd ma v i-tém fadku
a v j-tém sloupci ¢islo 1 a vSude jinde nulu. Pfipomenme si, ze F,, = FE
oznacuje jednotkovou m x m matici. Jako drobné cvi¢eni na nasobeni matic
si rozmyslete (a prislusné matice U si nakreslete!), Ze:

1. Je-li A’ matice vznikla z matice A vynasobenim i-tého fadku ¢islem «,

pak A =U A, kde U = E + (a — 1) Uy;

2. Je-li A’ matice vznikla z matice A vyménou i-tého a j-tého fadku, pak

A =UAkdeU=E—U;— U+ Uy + Uy

3. Je-li A’ matice vznikla z matice A pri¢tenim « nasobku j-tého fadku k

i-tému Tadku, pak A’ =U A, kde U = E+ a U;j;

1.9 Inverzni matice

Definice 6 Inverzni matice

Oznacme symbolem E,, matici typu n X n, kterd md na diagondle jednicky a
jinde nuly (tuto matici nazveme jednotkovou matici). Rekneme, Ze ctvercovd
matice A typu n x n je requldrni, pokud existuje matice A=, pro kterou plati

A- A=A A=F.

Matici A~ nazgvdme inverzni matici k matici A.
Pokud matice A nent requldarni, nazveme ji singuldrni matici.

Prostor vSech ¢tvercovych matic typu n x n méa tedy bohatsi strukturu. Pro
dva libovolné jeho prvky je definovan jejich soucin, kterym je opét c¢tver-
cova matice stejného typu. Jednotkova matice je ziejmé neutralni element
vici operaci nasobeni matic. Zajimava otazka je, jestli pro kazdou nenulovou
matici existuje inversni matice. V terminech predchozi definice to znamena,
jestli je kazda nenulova matice (tj. matice jejiz vSechny prvky nejsou nulové)
regularni. Snadna odpovéd je, Ze to neni pravda. Pfikladem je libovolna n xn
matice, kterd ma cely jeden sloupec nulovy (zkuste si sami rozmyslet, Ze je
to snadny disledek definice maticového nasobeni!).

Definice 7 MnoZinu vSech requldrnich nxn redlnych matic oznacime G L(n,R).
MnoZinu vSech reguldrnich n x n komplexnich matic oznacime GL(n,C).
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V nésledujicim lematu si shrneme vlastnosti operace nasobeni na GL(n, R)
(stejné vlastnosti ma i operace nasobeni na GL(n,C)).

Lemma 4 1. VA B,€ GL(n,R), AB € GL(n,R);
2. VA, B,C € GL(n,R),(AB)C = A(BC) (asociativita)

3. dF € GL(n,R), VA € GL(n,R),EA = AFE = A; (existence jednot-
kového prvku)

4. VA € GL(n,R),3A™! € GL(n,R); AA™ = A1 A = E, (existence
inversniho prvku)

Vsimnéte si, Ze vlastnosti GL(n,R) vzhledem k nésobeni jsou velmi po-
dobné vlastnostem M, (IF) vzhledem ke sé¢itani (jen se pfislusné prvky a od-
povidajici operace jinak nazyvaji). Pozdéji uvidime, Ze to jsou dva zakladni
priklady tzv. grupy, jen nésobeni (pro n > 1) neni komutativni.

Dukaz:
(1) Jsou-li A a B regularni matice, pak plati rovnosti

ABB YA = AA'=FE; B'A'AB =B 'B = E.

Z téchto vztahi ihned plyne, Ze AB je regularni a k ni inversni matice je
rovna B~1 AL,

(2), (3) Tyto vlastnosti jsme si jiz ovéfili difve (v souvislosti s definici
nasobeni matic).

(4) Tady staci ovéfit, ze matice inverzni k regularni matici je také regu-
larni. To je okamzity dusledek definice regularni matice (matice inverzni k
matici A™! je matice A). O

1.10 Maticové rovnice.

To, co jsme si pravé rozmysleli, nam ted pomuZe najit FeSeni tzv. maticovych
rovnic. Tim myslime nasledujici tlohu. Pokud A € M,,,(T), B € M,,,(T),
pak hleddme matici X € M,,,(T) takovou, ze

AX = B.
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V soucinu matic AX zavisi j-ty sloupec pouze na j-tém sloupci matice X.
Proto jsou neznamé elementy x1;,2s;,...,%y,; tohoto sloupce fesenim sou-
stavy rovnic s rozsifenou matici

a1 Q2 dis Ay | by j
21 QAg2 (23 A2n, b2]
Am1 Am2 Am3 ... Qmp bmj

Upravy, které budeme pii feSeni této soustavy rovnic provadét, abychom
ji dostali do odstupnovaného tvaru, nezavisi na pravé strané, zavisi pouze
na matici A. Muzeme tak stejné dobre psat za svislou ¢aru vSechny pravé
strany, pro které nas feseni zajima, tedy celou matici B. Existenci feSeni a
jejich pocet pak ode¢teme po tipravé matice (A|B) na odstupniovany tvar. Je
ziejmé, ze ve vysledné matici X budou vSechny sloupce zaviset na stejném
poc¢tu parametrii, rovném poctu nepivotnich sloupcti v odstupnovaném tvaru
matice A.

Zatim jsme si neuvedli priklady reguldrnich matic. Jednotkova matice je
jednoduchy priklad regularni matice. Dalsi priklady jsme vidéli, kdyz jsme
realizovali elementarni tipravy matic pomoci nasobeni matici U (zleva). Zkon-
trolujte, Ze vSechny tii matice U (realizujici elementarni tipravy pomoci ma-
ticového nasobeni) jsou regularni (najdéte prislusné inverzni matice!). V né-
sledujicim tvrzeni is ukazeme, jak pro mnoho matic ukazat, Ze jsou regulérni.

Lemma 5 Necht A je c¢tvercovd matice, kterou lze upravit na jednotkovou
matici. Pak A je requldrni, existuje prdve jedna matice C spliujici AC = E,
pravé jedna matice D spliugici DA=FE a D =C = A1

Dtikaz: Uvazujme maticovou rovnici AX = FE, kterd odpovida soustave
rovnic s rozsifenou matici (A|F). Podle pfedpokladu existuje posloupnost
elementarnich Uprav s maticemi Uy, ..., U, takovych, ze U,...U1A = E a
podle definice je A regularni, A~! = U, ... U;. Po tipravé m4 rozsifend matice
tvar (E|U,...U,E), takze soustava rovnic ma feseni X = A~'. Tim jsme
dokazali existen¢ni ¢ast tvrzeni. Pro libovolnou matici D spliujici £ = DA
musi platit A= = DAA™! = D a podobné pro libovolnou matici C' spliiujici
E = AC plati A=! = A7YAC = C, ¢im? je dokazdna i jednoznacnost. a

Priklad:  Pro hledani inversni matice k dané ¢tvercové matici A je mozny
nasledujici postup. Chci najit feSeni maticové rovnice A X = FE. Pokud ta-
kové matice X existuje, je to hledan4 inversni matice A~!. Vime jiZ, ze pokud
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A je regularni (a existuje-li tedy inversni matice), lze ji pfevést elementarnimi
upravami na jednotkovou matici. Tedy existuje (regularni) matice U, pro kte-
rou U A = E. Rozsifenou matici (A4, F) rovnice AX = E tedy nasobenim
matici U zleva pfevedeme na tvar (UA, U FE) = (E, U), kterd odpovida
rovnici £ X = U. Tedy matice U je také feSenim ptivodni maticové rov-
nice AX = E. Je to tedy hledana inversni matice. Na ukazku si spoc¢itame
jednoduchy ptiklad.
Hledejme inverzni matici k matici

(51

Upravujeme tedy rozsifenou matice odpovidajici maticové rovnici AX = E:
1 2]1 0 1 2 10
3 4]0 1 0 —2|-3 1
1 01-21 1 0]-2 1
0 —2|-3 1 01 3 -1

Hledana inverzni matice je

jak snadno ovérime vynasobenim s A.

2 Vektorové prostory

2.1 Definice vektorového prostoru.

Poznamka:

Symbolem R, resp. C budeme oznacovat téleso realnych, resp. komplex-
nich ¢isel. Pro mnozinu pfirozenych (resp. celych) ¢isel budeme pouzivat
oznafeni N (resp. Z) a mnozinu racionalnich ¢isel ozna¢ime symbolem Q.
V prednésce budeme ptredpokladat, ze standardni vlastnosti realnych, resp.
komplexnich ¢isel, jsou znamy. Podrobnosti o jejich vlastnostech budou také
pripomenuty v prednasce z matematické analyzy.

Na zacatku prednasky si budeme chtit zavést pojem vektoru a vektoro-
vého prostoru. Jako vSechny pojmy v matematice, i v tomto pfipadé jsou
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vlastnosti vektori odpozorovany ze znamych piikladu (a pak explicitné for-
mulovany). Nejdiive si tedy zopakujeme, které jsou zakladni piiklady vektori
a vektorovych prostorii. Nejznaméjsi a intuitivné nejpochopitelnéjsi priklad
patii do geometrie, ale dalsi podstatné piiklady jsou vzaty z aritmetiky a
analyzy.

Priklad:

1. Geometrie. Zakladni stfedoskolska predstava o tom, co je vektor v roviné
(¢i v prostoru), je orientovana tsecka. Presnéji, dvé takové usecky jsou po-
vazované za stejné, pokud jednu dostanu z druhé rovnobéznym prenosem.
Zakladni operace, které mohu s vektory délat, je jejich séitani (definované
geometricky pro dva vektory umisténé do stejného pocatku pomoci prislus-
ného rovnobézniku). Vektor také miizeme vynasobit realnym ¢islem. MnozZina
vSech (geometrickych) vektort je zékladni priklad a inspirace pro nize uve-
denou definici vektorového prostoru.

2a. Aritmetika. Mnozina R,, je mnoZina vSech n-tic x = (21, ..., z,) redlnych
¢isel. S¢itani dvou prvkl této mnoziny je definovano pomoci séitani jejich
odpovidajicich komponent, nasobeni takovéto n-tice ¢islem se také definuje
po slozkach.

2b. Aritmetika. Mnozina C,, je mnozina vSech n-tic z = (z1,...,2,) kom-
plexnich ¢isel. S¢itani dvou prvki této mnoziny je definovano pomoci séitani
jejich odpovidajicich komponent, nasobeni takovéto n-tice komplexnim c¢is-
lem se také definuje po slozkach. Toto je piiklad, ktery motivuje definici
vektorového prostoru nad télesem C komplexnich ¢isel.

3. Analyza. Oznac¢me symbolem V prostor vSech polynomt jedné realné pro-
ménné, jejichz stupenl je mensi nebo roven danému piirozenému ¢islu k. Bu-
deme uvazovat polynomy s komplexnimi koeficienty. Obecny tvar takového
polynomu je

p(2) = anx™ + ap_12™ ...+ a1z + a,

kde a; jsou komplexni ¢isla a x je realnd proménna.
Pak opét miizeme definovat snadno soucet dvou takovychto polynomi a
také soucin libovolného komplexniho ¢isla a daného polynomu piredpisem:

(p1 + p2)(x) := p1(z) + pa(2); p1,p2 €V,

(ap1)(z) = alpi(z)).
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Pokud tedy
p(ﬂf) = an.Tn + an,lxnfl +...+ax+ agp,

Q(.T) = bnl’n + bn,lxnfl + ...+ bll’ + bo,
pak

[+ q)(x) = (an + bp)a" + (an—1 + bnfl)l’nfl + ...+ (a1 + b1)x + (ag + bo).

Vsimnéte si, ze tedy existuje vzajemné jednoznacné zobrazeni mezi pro-
storem C,,; a prostorem V vSech polynomt stupné nejvyse n, které zacho-
vava (respektuje) obé operace. VSechny popsané ptipady maji néco spolec-
ného. Dany prostor je mnozina a pro jeji prvky je definovana operace s¢itani
a operace nasobeni ¢islem (redlnym, resp. komplexnim).

Nez si napiSeme dofinici, ktera vsechny tyto pripady zahrnuje a zobecnuje,
uvedeme si nejprve ptiklady a definici jednodussi struktury, ktera se sklada
jen z mnoziny s jednou operaci. Piiklad mnoziny vsSech matic daného typu
s operaci s¢itani a mnoziny GL(n,R) s operaci ndsobeni matic maji hodné
spolec¢ného. Piesto, Ze v jednom pripadé jde o operaci s¢itani a v druhém
pripadé o operaci nasobeni, vlastnosti téchto operaci jsou velmi podobné.
To vede k nésledujici definici. Pti formulaci pfislusnych vlastnosti budeme
pouzivat (pro prehlednost a pro isporu mista) symbol V, ktery znamena 'pro
vSechny’ a symbol 3, ktery znamend ’existuje (existuji)’.

Definice 8 (Grupa)
Grupa G je mnoZina G spolu s operact

0:GxG— G,
ktera ma ndsledujici vlastnosti:
(i) (aob)oc=uao(boc) pro vsechny a,b,c € G (asociativita),

(ii) ezistuje prvek e € G (neutrdlni element) s vlastnosti, Ze pro vsechny
a € G platie-a=a-e=a,

(iii) pro kazdé a € G existuje prvek b € G s vlastnostia-b="0-a = e (exis-
tence inversniho prvku); prvek b oznacime symbolem a=' a nazveme

nversnim elementem k a.
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Pokud navic plati, Ze
(iv) aob=boa pro vSechny a,b € G (komutativita),
pak nazveme grupu G komutativni grupa.

Priklad:

Dva motivujici ptiklady priklady jsme uvedli pfed definici. Jejich spe-
cidlnim pripadem jsou (R,+) a (R — {0},-). To jsou tedy piiklady grup.
Dalsi priklady je mozné hledat napiiklad mezi podmnozinami téchto dvou
grup. Dvojice (Q,+), (Z,+) a (Q — {0}, -) jsou ptiklady grup, zatimco dvo-
jice (N, +), (NU{0},+) a (Z,-) nejsou grupy (pro¢?). Dalsi priklady budete
probirat na cviceni.

Oznaceni. V definici vektorového prostoru hraje podstatnou roli téleso ska-
laru (Cisel). Pojem téleso se definuje v algebie, ale my si tuto definici nebu-
deme nyni uvadét. Budeme uvazovat jen dva pripady, téleso realnych cisel
R a téleso komplexnich ¢isel C a pro jednoduchost oznaceni budeme pouzi-
vat symbol T pro to z nich, které pravé uvazujeme. Tedy bud T = R, nebo
T =C.

Definice 9 Vektorovy prostor
Vektorovy prostor V' nad télesem T je mnozina V' spolu s dvéma operacemi
(zobrazenimi)

(i) +:V xV =V {v,v} — v + vy (scitani vektori);

(ii) - : TxV — V (ndasobeni vektoru cislem),

pro které plati nasledujict vlastnosti (které budou spliiovat nasledujici azi-
omy):

L. Dvojice (V,+) je komutativni grupa.

II.a) pro vSechny v € V plati 1-v = v,

I1.b) pro vsechny o, € R(C),v € V plati a- (B - v) = (af) - v,

IIl.a) pro vSechny o, f € R(C),v € V plati (o + 6) - v=a-xz+ (-0,

II1.b) pro vsechny o € R(C),u,v € V plati - (u+v) =a-u+ a-v.

Proky mnoziny V' se nazyvagji vektory (budeme je typicky oznacovat ma-
lymi pismeny latinské abecedy). Pruky télesa T, se nazgvaji cisla (budeme je
typicky oznacovat malymi pismeny Tecké abecedy).

Vsimnéte si, zZe prazdna mnozina nemtze byt vektorovym prostorem, pro-
toze kazdy vektorovy prostor musi obsahovat alesporn jeden prvek - neutralni
prvek vzhledem ke s¢itani, ktery budeme oznacovat symbolem o. Nejmensi
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vektorovy prostor (fikd se mu trividlni vektorovy prostor) je jednoprvkova
mnozina, jeji jediny prvek je nulovy vektor o a vysledek jakékoliv operace je
vzdy vektor o.

Ze zékladnich vlastnosti s¢itani a nasobeni formulovanych v definici je
mozné odvodit fadu dalsich vlastnosti (disledki). Dvé z nich jsou formulo-
vany v nasledujicim jednoduchém tvrzeni.

Lemma 6 Je-lv V' wvektorovy prostor, pak plati:
(1) YueV:0-u=o,

(2) VueV:(-1)-u = —u.

Odivodneéni (dikaz).

(1) Z vlastnosti formulovanych v definici vektorového prostoru plyne ihned,
ze (140)-u = u VYu € V. Tedy plati také u+0-u = u Yu € V. Pfi¢teme-li
k oboum strandm této rovnosti vektor (—u), vyjde pozadovany vztah
0-u=o.

(2) Pro vechny u € V plati [1 + (—1)] - u = 0-u = o. Tedy plati také
u+ (—=1) - u = o. Po pfi¢teni vektoru (—u) na obé strany rovnosti
dostaneme pozadovany vztah.

2.2 Vektorové podprostory,

Definice 1 Necht V' je wvektorovy prostor nad T a W je neprdzdnd pod-
mnozina V uzaviend vzhledem ke scitani a ndsobeni cislem, tj. takova, Ze
VYo,w e W, Vr €T plativ+w € W arv e W. Pak nazyvame W podpro-
storem vektoroveho prostoru V', znacime W <V

Lemma 1 Necht V je vektorovy prostor nad T a W jeho podprostor. Pak
W je vektorovy prostor nad T.

Dukaz: Podminky v definici podprostoru zarucuji, Ze soucet i nasobeni
jsou uzaviené na W a tedy jsou na ném jakozto operace dobie definovany.
Postupné ovérime axiomy:
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1. Asociativita plyne ihned z definice: Vu,v,w € W plati u + (v + w) =
(u+ v) + w, nebot u,v,w € V a tam to plati. Podobné se postupuje
pri ovéfovani komutativity, obou distributivnich zakont, a pfi ovéreni
asociativity nasobeni a vlastnosti 1-v = v.

2. Pro libovolny v € W diky uzavienosti na néasobeni plati 0.v = o €
W, kde o je nulovy vektor ve V. Tedy ve W existuje neutralni prvek
vzhledem ke scitani.

3. Pro vSechna v € W patii i opatny prvek —v = (—1).v znovu do W
diky uzavtenosti na nasobeni. Pro v a —v plati z axiomii na V' rovnost
v+ (—v) = 0, takze opacny prvek ve V je opaénym prvkem i ve WW.

O

Néasledujici lemma nam umozni sloucit dvé podminky charakterizujici

podprostor do jedné, coz ucini néasledujici diikazy o néco elegantnéjsimi.

Lemma 2 Necht V je vektorovy prostor nad T a W jeho podmnoZina. Pak
W <V, prave kdyz Vu,v e W aVr,s € T jeru+sv e W.

Dukaz: Tvrzeni iikd, ze néjaké dvé podminky jsou ekvivalentni (”prave
kdyz”). Je tedy potieba ovéfit, ze podmnozina splitujici podminky v definici
podprostoru spliiuje i podminku v tvrzeni, a naopak, podmnozina spliujici
podminku v tvrzeni vyhovuje definici. Pokud W je podprostor, u,v € W,
r,s € T, pak rv i su patii do W z druhé podminky v definici a rv + su € W
z prvini podminky. Naopak, pokud vSechny u,v € W spliuji ru + sv € W
pro vsechny skalary r, s, pak staci zvolit » = 1,s = 1 a ziskdvame prvni
podminku v definici, a volbou s = 0 ziskdvame druhou. O

Priklad:

Necht vektorovy prostor V' je rovina, jak vypadaji vSechny podprostory v
prostoru V7 Nakreslete si je! Jsou to vSechny pfimky prochazejici pocatkem,
pak podprostor {0}, sklddajici se z jednoho bodu, a to pocatku (trividlni
podprostor) a cely prostor V.

Rozmyslte si obdobné, jak vypadaji vSechny vektorové podprostory v
trojrozmérném prostoru - jsou to opét vSechny primky prochézejici poc¢atkem,
vSechny roviny prochéazejici poc¢atkem, trivialni prostor a cely prostor.

Intuitivné citime rozdil mezi velikosti téchto riznych podprostori. Pfimka
je jednodimenzionalni objekt, zatimco rovina je dvoudimenzionalni a cely
prostor trojdimenzionalni. V dalsim si budeme chtit pojem dimenze vekto-
rového prostoru zavést formalné.
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Priklad 1 Pojem podprostoru umoZznuje zkonstruovat mnoho dalsich pri-
kladi vektorovych prostori:

1. Necht V' je vektorovy prostor nad T a v vektor v ném. Pak mnoZina
(v) := {rv|r € T} je vektorovy podprostor V', ktery se nazjvd linedarni
obal v. Ve vektorovych prostorech, které maji geometrickou interpretaci
(treba R™), je to vlastné primka o sméru v prochdzejici pocdtkem.

2. Necht a; € T pro j € {1,...,n}, pak mnoZina W, vsech vektori
x = (21,...,2,) € T", které spliiugi linedrni rovnici Y 7, ajx; = 0, je
podprostorem T". Staci pouZit ekvivalentni podminku z lemmatu, nebot
pokud x,y € W, ar,s € T, pak

D oaj(ra; +sy;) =) ary+sY ay;=r.0+s0=0,

j=1 j=1 Jj=1

tedy rx + sy € W,. Vsimnéte si, Ze pokud by v rovnici byla prava
strana nenulovd, pak by podminka splnéna nebyla a mnoZina Tesent
by nebyla vektorovym prostorem. Rouvnice s nulou na pravé strané se
nazyvd homogennt, s nenulovou pravou stranou nehomogenni.

3. Mnozina vsech matic v odstupriovaném tvaru je podprostor mnoZiny
vSech matic daného typu (ovérte sami).

4. MnozZina vsech omezenych posloupnosti je podprostor mnoziny vsech
posloupnosti. Staci si uvédomit, Ze soucet dvou omezenych posloupnosti
je omezend a ndsobek omezené posloupnosti je také omezend posloup-
nost. Podobné i mnoZina vsech konvergentnich posloupnosti (pri ové-
rend vyuZijete vétu o algebre limit z matematické analyzy) nebo mnozina
vsech posloupnosti, jejichz k-ty clen je nulovy.

5. Mnozina P(x,T) vSech polynomi v proménné x s koeficienty v T je
vektorovy prostor. Jednak je mozné chapat jej jako podprostor prostoru
vsech funkci na T. Druhd interpretace vychdzi z toho, Ze pri scitani
polynomi se scitagi prislusné koeficienty w mocnin x a pri ndsobeni
polynomu cislem se takée ndsobi posloupnost koeficienti ¢len po clenu.
Polynom je tedy mozné chdpat jako posloupnost cisel z T, ktera ma
pouze konecny pocet nenulovych ¢leni. MnoZina takovych posloupnosti
je podprostorem v mnoziné vsech posloupnosti.
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6. Mnozina Py(z,T) viech polynomd stupné nejvyse k. Pokud bychom vy-
nechali slovo nejvyse, chybél by napriklad nulovy vektor.

7. MnozZina vsech omezenych funkci, mnoZina vsech spojitych funkci na
R, mnoZina vsech ndsobki funkce cosz,...Pokud p € M, pak mnoZina
vSech funkci, pro néz f(p) = 0, je vektorovy prostor, zatimco mnoZina
vSech funkci, pro néz f(p) = 17, neni. MnoZiny funkci zadané pod-
minkou na existenci a nulovost limity ¢i derivace v néjakém bodé jsou
vektorové prostory, opét z vlastnosti limity a derivace funkce.

8. Podprostor ma strukturu vektorového prostoru vZdy nad celou ciselnou
mnozinou T. Tedy C"* nad R nent podprostorem C" nad C, ani naopak.

Dalsi priklady podporstori pridame pouzitim mnozinovych operaci. Z na-
zorné geometrické predstavy je dobfe vidét, Ze prinik dvou podprostori je
opét podprostor. Je také snadné si najit nazorny priklad toho, ze sjednoceni
dvou podprostortt nemusi byt (a zpravidla neni) podprostor. Sta¢i si pred-
stavit sjednoceni dvou rtznych pfimek (prochéazejicich poc¢atkem) v roviné.
Proto se zavadi pojem ’spojeni dvou (nebo vice) podprostort’.

Definice 2 Necht I je indexovd mnozina a {W;|i € I} je systém podprostori
vektoroveho prostoru V. Definujme spojeni \/,., W; téchto podprostori jako
mnoZinu vsech vektoru tvaru )y . ;w;, kde J C I je néjakd konecnd podmno-
Zina, w; € Wj.

jeJ

Spojeni dvou podprostoru se znac¢i Wi V W,. Rozmyslete si na piikla-
dech, jaky je rozdil mezi spojenim a sjednocenim. Kdy je sjednoceni dvou
vektorovych podprostort také vektorovy podprostor?

Véta 2 Necht V je vektorovy prostor, I je indexovd mnoZina a {W;,i € I}
je systém podprostoriu prostoru V indexovanych I. Pak plati:

1. Primik téchto podprostori (., Wi je podprostorem V. Navic pro kaZdy
podprostor U <V, pro ngjzVi € I, U < W;, plati také U < (o, Wi.

2. Spojent téchto podprostori \/,.; W; je podprostorem V. Navic pro kaZdsj
podprostor U <V, pro néjzVi € I, W; < U, plati také \/,., W; < U.

Dukaz: Necht r,s € R.
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1. Pokud u,v € (,c; Wi, pak Vi € I, u,v € W;. VSechny W; jsou podpro-
story, tedy Vi € I, ru+ sv € Wj, ¢li ru + sv € (),.; W;. Druha cast
je zfejma, protoze kazdy podprostor U vsSech W, je jejich podmnozi-
nou, tudiz také podmnozinou jejich priniku. Protoze je U uzavien na

operace, je také podprostorem (., W;.

2. Necht u,v € \/,c; Wi, tedy existuji konecné mnoziny J, K a vektory
uj € W;,j € J,av, € Wi,k € K takové, ze plati u = Zjejuj
av =), U Pak tedy ru +sv = . ru; + 3 x svx je soucet
kone¢né mnoha prvki z jednotlivych podprostortt Wy, ¢ € JUK, a tedy
patii do \/,.; W;. Tim je dokazana prvni ¢ast druhého tvrzen.

Pokud U je podprostor V takovy, ze W; < U pro vSechna i € [ a
w € \/,c; Wi, pak pro néjakou konecnou mnozinu J C I a pro vSechna
J € J existuji vektory w; € W; takové, Zze w = EjeJ w;. ProtoZe
vy e J,W; < U, je pro tato j také w; € U. Z uzavienosti U na soucty
vektori w = Zje sw; € U, coz jsme méli dokazat.
(I
Druhé ¢asti obou tvrzeni vlastné fikaji, ze prunik je nejvétsi (vzhledem k
inkluzi) podprostor obsaZeny ve vSech podprostorech v systému a spojeni
je nejmensi (vzhledem k inkluzi) podprostor, ktery obsahuje vSechny pod-
prostory v systému (coz je mozné vzit za ekvivalentni a nazornéjsi definici
spojeni podprostort). Je dilezité mit na paméti, Ze v definici spojeni figuruji
pouze konecné soucty, protoze nekone¢né soucty nemame (bez prostoredki
matematické analyzy) definovany.

2.3 Generatory, linearni nezavislost, baze, dimenze

Jak vime, (netrividlni) podprostory v R?® jsou piimky nebo roviny obsa-
hujici pocatek. Primka i rovina se skladaji z nekoneéné mnoziny bodt, ale
intuitivné je ziejmé, Ze rovina ma 'vic bod®’ nez piimka. Rikdme casto, Ze
pfimka je jednodimenzionalni (jeji body zavisi na jednom realném parame-
tru) a rovina je dvoudimenzionélni (jeji body zavisi na dvou libovolnych reél-
nych parametrech). Cilem této ¢asti je zavést si pojem dimenze vektorového
prostoru, ktery bude klasifikovat, jak jsou vektorové prostory velké.

Definice 10 Necht V' je vektorovy prostor. Jsou-li ddny konecnd mnozina
vektoriu M = {vy,...,v,} CV, pak kazdy vektor w € V tvaru

w=aa1.01 + ...+ 0,0, a,...,a, €T
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nazveme linedrni kombinaci vektori z mnoZiny M. Rekneme, Ze linedrni kom-
binace je trividlni, pokud vSechny koeficienty o;,1 = 1, ..., n jsou rovny nule.
V opacném pripadé nazveme linedrni kombinact netrivialns.

Necht M je libovolnd podmnoZzina V. Linedrni obal (M) mnoZiny M je
mnozina vsech linedrnich kombinaci vektori ze vsech konecniych podmmnoZin
X1, ..., T, mnoziny M.

Pokud pro mnozZinu M C 'V plati, Ze (M) =V, pak fekneme, Ze mnoZina
M generuje V. Pruky mnoziny M se nazyvaji generatory V.

Rekneme, Ze vektorovy prostor V je konecné generovansj, pokud existuje
konecnd mnozina M C V| kterd ho generuje.

Stejné jako v pripadé spojeni vektorovych podprostort, i tady si mizeme
formulovat ekvivalentni definici linearniho obalu mnoziny M. Vektorovy pod-
prostor W je linearnim obalem mnoziny M, pokud W je nejmensi podprostor
ve V' obsahujici M. (Odavodnéni si rozmyslete sami, 1ze to udélat stejné jako
pro piipad spojeni vektorovych podprostori.) Pokud M = (), pak (M) je
definovan jako trividlni vektorovy prostor {o}. Pro M neprazdnou definice
znamenad, ze kazdy vektor z w € W lze zapsat jako linedrni kombinaci ko-
nec¢ného poctu vektori z M, w = Zle rivi, v; € M.

Mnozina generatord je zptsob, jak pfi popisu podprostoru nevypisovat
vSechny vektory v ném, ale vystacit si jen s nékterymi. Pokud dale nékteré
z nich jdou vyjadrit pomoci jinych, 1ze je vynechat a dosahnout tak popisu
efektivnéjsiho. K tomu slouzi pojem linearni zavislosti.

Definice 3 Necht M je neprdazdnd mnozina vektori z vektorového prostoru
V. Rekneme, Ze M je linearné zavisla, pokud existuje netrividlni linedrni
kombinace prvki M, jejimz vysledkem je nulovy vektor. V opacném pripadé
je M linearné nezavisla.

Trividlni kombinace samoziejmé dava nulovy vektor vzdy, jde tedy o to,
zda existuje jesté néjaka jina. Pokud napriklad skupina vektort vy, vs, ..., vy
obsahuje nulovy vektor, dejme tomu na pozici j, pak staci vzit r; = 1 a ostatni
r; = 0 a pak mame Zle rv; = 0, tedy mnozina M = {vy,vs,..., v} je
linearné zavisla. Podobné pokud mnozina obsahuje s vektorem v také néjaky
jeho dalsi nasobek rv, je linearné zavisla, protoze staci brat koeficienty —r a
1 u téchto dvou vektorti a vynulovat koeficienty ostatni.

Je uzitecné si uvédomit nasledujici jednoduché tvrzeni.
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Mnozina je linearné zavisla pravé tehdy, kdyz lze néjaky jeji vektor vyjad-
fit jako linedrni kombinaci ostatnich. Vskutku, rovnost v = Zle r;v; snadno
prepiseme na 0 = v — Zle r;v; a naopak z netriviadlni linearni kombinace
Zle s;u; muzeme vyjadiit kterykoli vektor u; s nenulovym koeficientem s;
pomoci ostatnich.

Plati také nékolik nasledujicich snadnych tvrzeni, které jsou jednoduchym
dtisledkem vyse uvedenych definic.

1. Pokud je mnozina M linearné zavisla, pak je linearné zavisla i kazda
jeji nadmnozina (protoze kazda netrivialni linearni kombinace prvki z
M je totiz zaroven linedrni kombinaci prvki z kazdé nadmnoziny).

2. Pokud je mnozina M linearné nezavisla, pak je linedrné nezavisla i
kazda jeji podmnozina.

3. Pokud je mnozina M linedrné nezavisla a v € V, pak M’ = M U {v} je
také linearné nezavisla pravé kdyz v & (M).

4. Pokud M generuje vektorovy prostor V', pak jej generuje i kazda N C
V', kterd je nadmnozinou M.

Definice 4 Linedrne nezdvisla mnozZina, kterd generuje vektorovy prostor
V # 0, se nazgvd baze V. Pokud V = {o}, je jeho bazi prazdnd mnoZina.
Dimenze konecné generovaného vektorového prostoru V' je pocet proki (li-
bovolné) baze V.

Vektorovy prostor V' dimenze n budeme znacit symbolem V,,. Baze je
klicovy pojem linearni algebry, protoze nam umoziuje definovat pojem di-
menze jakozto pocet prvkl libovolné baze. V tomto kurzu se soustiedime
na prostory, které maji dimenzi konecnou. Baze tak, jak ji budeme defino-
vat, stejné neni v prostorech nekonecné dimenze prili§ uzitecnym pojmem -
sice vzdy existuje (za predpokladu platnosti axiomu vybéru), ale v mnoha
béznych ptripadech nelze zadnou konkrétni zkonstruovat.

V definici baze jsou dvé podezielé véci. Ta podstatna je otazka, jestli
vSechny baze (kone¢né generovaného) vektorového prostoru maji stejny pocet
prvki, aby pojem dimenze byl dobfe definovan. Dalsi véc, kterou je tfeba
vyjasnit je to, jestli maji baze konec¢né generovanych vektorovych prostort
opravdu jen konecné mnoho prvki.
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Lemma 3 Pokud V' je konecné generovany vektorovy prostor, pak z kaZdé
jeho mnoZiny generatori lze vybrat konecnou bazi.

Dikaz: Miuzeme predpokladat, ze V' je netrivialni. Nejprve ukizeme, ze z
kazdé nekone¢né mnoziny generatortu M prostoru V' # 0 lze vybrat konecnou
podmnozinu, ktera také generuje V. Protoze V' je kone¢né generovany, exis-

tuje mnozina N = {vy,..., v}, kterd generuje V. Protoze M generuje V', lze
kazdy vektor z N zapsat jako linearni kombinaci prvki z M, v; = Zf’zl iU -
Oznacme M; = {u;, ..., uy, }. Libovolny vektor v € V' lze zapsat jako line-

arni kombinaci prvki z N a tedy

kK

k
RS 9) Lty
=1

i=1 j=1

také jako linedrni kombinaci prvka z M’ := Ule M;. Tedy M’ je hledané
kone¢na podmnozina.

Lze tedy predpokladat, Zze mnozina generatori M je konecna. Pokud
je mnozina M linedrné nezavisla, pak je to hledand baze. Pokud je line-
arné zavisla, pak je existuje netrividlni linedrni kombinace >  rv; = 0,
a je tedy mozné néktery z vektorit v; vyjadiit pomoci ostatnich jako v; =
_% Z#j r;v;. Libovolny vektor v € V' pak lze napsat jako

n
Sj Sj
U:E Sivi:E Sivi__g Tz'vi:E Si— —Ti | Ui,
1=

i#j I ity i#j J

tedy jako linearni kombinaci prvka M; = M \ {v;}.

Nyni mtizeme tivahu opakovat. Pokud je mnozina M; linedrné nezavisla,
je to hledana baze. Pokud je linedrné zavisla, je mozno stejnym postupem
ukazat, ze i po vynechani vhodného prvku z M; generuje zbyla mnozina M,
celé V. Je zfejmé, ze po konecném poctu kroku (nejpozdéji az zbyde jen jeden
nenulovy vektor) dojdeme k mnoziné M; C M, ktera je bazi V.

O

Nasledujici tvrzeni veslo pod zndmost pod nazvem Steinitzova véta nebo
Steinitzovo lemma o vyméné. Rik4, Ze v mnoziné generatori mfizeme vymé-
nit vhodné prvky "kus za kus” s prvky néjaké linedrné nezavislé mnoziny
tak, abychom po vyméné méli stale mnozinu generatorii. Dtisledkem bude
mimojiné skutecnost, ze vSechny béaze maji stejny pocet prvki, a tedy ze
dimenze je dobfe definovana.
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Véta 3 (Steinitz)

Bud M = {uq,...,u,},n > 1 mnoZina generdtori vektorového prostoru
Va N =A{vy,...,ut},k > 1 linedrné nezdvisld mnozina ve V. Pak k <n a
pri vhodném ocislovani vektori uy, ..., u, mnozina {vi, ..., Uk, Uki1, ... Up}
generuje V.

Dikaz: Budeme postupovat indukei podle po¢tu k prvkd mnoziny N. Po-
kud £ = 1, pak jisté plati 1 < n. Protoze M generuje V', existuji ¢isla 7;
takova, Ze vy = Y ., r;u;, a protoze vy # 0, musi pro néktery index j byt
r; # 0. Pokud j # 1, pak precislujeme vektory u;, aby r; # 0. Lze tedy psat
Uy = %vl >, :—iul Kazdy vektor, ktery je linearni kombinaci uq, ..., u,,
je tudiz také linedrni kombinaci vy, ua, . .., Uy, Gili (v, ug, ..., u,) = V.

Predpokladejme proto platnost tvrzeni pro k — 1, ukdzeme, ze pak musi
platit i pro k. Pokud {vy,..., v} jsou linedrné nezavislé, pak {vq,...,vx_1}
jsou linearné nezavislé a podle indukéniho predpokladu mnozina

{Ula"'avk—lauka"'aun}

generuje V an >k — 1.

Nejdrive ukazeme, ze n > k. Kdyby totiz platilo n = k£ — 1, pak by byl
vektor v linedrni kombinaci vektord vy, ..., v;_1, coZ je ve sporu s linearni
nezavislosti mnoziny {vy, ..., v}

Tedy vy 1ze vyjadrit jako Zf:_ll TV + Y, riu;, kde pro néjaké j > k
musi byt 7; # 0, jinak bychom opét dostali spor s linedrni nezavislosti mno-
ziny {vq,...,v;}. Precisluyjme zbylé vektory uy,...,u, tak, aby j = k, pak
je mozné podobné jako v pripadé k = 1 vyjadiit u jako linedrni kombi-
naci mnoziny {vy, ..., Uk, Ukt1, - - -, Un}, & tedy ilibovolny vektor jako linedrni
kombinaci vektori z této mnoziny. a

Jako pfimé dusledky Stenitzovy véty dostaneme nasledujici tvrzeni (odi-
vodnéni si rozmyslete samil!):

1. Necht V je kone¢né generovany vektorovy prostor. Pak vSechny baze
V' maji stejny (kone¢ny) pocet prvki. Dimenze vektorového prostoru
je tedy dobte definovany pojem.

2. Je-li V' konecné generovany vektorovy prostor a W podprostor V, pak
také W je koneCné generovany.

3. Je-li W podprostor V, pak lze libovolnou bazi W doplnit na bazi V.
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4. Necht je dim V' = n. Je-li mnozina N = {vy, ..., v;} linedrné nezavisla,
pak £ < n, a pokud k = n, pak je N baze V.

5. Necht je dim V' = n. Pokud pro mnozinu M = {uy,...,u;} plati (M) =
V, pak k > n, a pokud k = n, pak M je baze V.

Posledni dvé tvrzeni fikaji (v nepfesném, ale intuitivné srozumitelném vy-
jadfeni), Ze baze jsou nejvétsi linedrné nezavislé mnoziny a nejmensi mnoziny
generatoru.

Uvedme si nyni nékolik piikladt bazi a dimenzi podprostori, jimiz jsme
se dosud zabyvali.

1. Mnozina vektoru {ey,...,e,} aritmetického vektorového prostoru T",

kde

er = (1,0,0,...,0,0),
es = (0,1,0,...,0,0),

e, =(0,0,0,...,0,1),
se nazyva kanonicka baze. Tedy dimT" = n.

2. Mnozina matic {E;;,i € {1,...,n},j € {1,...,m}}, kde E;; je matice,
jejiz ij-ty element je 1 a ostatni 0, je baze prostoru M,,,(T) nad T
dimenze mn.

3. Mnozina {1, z,2?%, ...} je baze prostoru vech polynomii P(z,T) nad T.
Neni to tedy prostor konecné dimenze.

4. Mnozina {(1,0), (¢,0), (0,1),(0,4)} je baze prostoru C? nad R. Tento
prostor mé tedy dimenzi 4, zatimco C? nad C m4 dimenzi 2.

Dalsi dulezité priklady uvidime v nasledujici prednasce, v niz se budeme
zabyvat vztahem dimenze a TeSeni soustavy linearnich rovnic.

Véta 4 (o dimenzi spojeni a pruniku) Necht V' je vektorovy prostor a
U, W jsou dva jeho podprostory konecne dimenze. Pak

dmU +dimW =dimUNW +dimU VW
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Dikaz: Prostor UNW je podprostorem prostoru W a je tedy také konecné

dimenze. Zvolme v ném libovolnou bazi {vy,..., v}, tuto bazi lze doplnit
vektory u,...,u, na bazi U a vektory wy,...,w, na bazi W. UkaZeme, Ze
mnozina M = {u1, ..., Up, V1, ...,V W1,..., Wy} je bazi UV W.

Je ztejmé, ze M generuje U V W. Kazdy vektor v € U V W je souctem
néjakého vektoru v € U a néjakého vektoru w € W. Kazdy z nich je linedrni
kombinaci prvkt M a tedy i v je linedrni kombinaci prvka M. Predpokla-

dejme nyni, Ze
P k q
0= Z T + Z S;U; + Z tlwl
i=1 i=1

i=1
Tedy vektor

D k q
u = — E T U; = E S;U; + E tlwl
i=1 i=1 =1

je zaroven prvkem U a W tedy prvkem jejich priniku. Je proto mozné jej
vyjadrit jako u = Zle x;v;. Pak ale

k
Zﬂfﬂ}l’ —+ iriui =0
i=1 i=1
i=1

i=1

Jelikoz mnoziny {us,...,up, v1,..., 05} a {v1,..., v, w1,..., Wy} jsou line-
arné nezavislé, musi byt v obou rovnostech vsechny koeficienty nulové. To
ale znamana, Ze i mnozina M je linedrné nezavisla.

Zkonstruovali jsme tedy z baze prostoru U N W baze prostora U, W a
U v W. Dokazovana rovnost plyne prostym dosazenim poctt prvki téchto
bazi: (p+k)+ (k+q)=k+ @+ k+q). O

Specialni ptipad véty o dimenzi spojeni a priniku nastava, pokud plati
UNW = {o}. Pak mluvime misto o spojeni o direktnim souctu U & W
podprostorii. Stejné jako spojeni, i direktni soucet ma smysl definovat i pro
vice prostori:

Definice 5 Necht V' je vektorovy prostor, I indexovd mnozina a {W;|i € I}
systém podprostori V indezovany touto mnozinou. Rekneme, Ze V je primy
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(direktni) soucet podprostori W;,i € I a oznacime to symbolem
v=pw,
iel
pokud:
(Z) V= \/iEI Wi
(ii) pro kaZdé j € I plati W; N (\/Z. 2, m-) — (o).

Véta 5 Necht' V je vektorovy prostor, I indexovd mnozina, {W;|i € 1} sys-
tém podprostori V. a \/,c, W; = V. Pak plati V = @,., W; pravé kdyz pro
kazdy vektor v € V' existuje pravé jedno vyjadrent ve tvaru

V= Z U}j,
jeJ
kde J je konecnd mnozina I a kde w; € Wj, 5 € J jsou nenulové vektory.

Dukaz: Pro dikaz ekvivalence musime dokazat obé implikace.

(i) = Existence pozadovaného zapisu v = } ;_;w; plyne z definice
V,er Wi, piiCemz jisté mizZeme vzit takovy zapis, v némz jsou vsechny vek-
tory w; nenulové. Pokud by existoval druhy takovy zapis v = >, _ . wy, pak
0= > csux(wi —wj), kde jsme dodefinovali w; = 0 proi € K\ J a w; =0
proi € J\ K. Pro kazdé j € JUK je

wj—w;:— Z (U)Z—U)DEWJQ \/Wz y
ie(JUK) 1€l
i#j 7]

coz je podle predpokladu nulovy podprostor, tudiz oba zapisy jsou totozné.
(i) «: Naopak, pfedpokladejme, Ze rozklad v = jes Wj je jednoznacny,
chceme ukézat, ze V = EBjEJ W, tj. (podle definice), ze pro kazdé j € [
plati W; N (\/#j VVZ) = {o}.
Zvolme j € I pevné. Pokud by existoval nenulovy vektor v € W; N
(\/ W) , pak tedy existuje konecna podmonzina K C (J\ {j}) a vektory

iz Vi
V= E W .

wg € Wy, k € K takové, ze
keK

31



Pak ale 0 = ), ., wp — v a nulovy vektor je vyjadien pomoci dvou riiznych
souctl (vzdy je mozné napsat o jako trividlni soucet!), coz je spor s predpo-
kladanou jednoznacnosti rozkladu. a

Véta 6 Necht Wy, ..., Wy, jsou podprostory V,, takové, Ze @le W; existuje.
Pak
k k
Z dimW; = dim @ W,
i=1 i=1

Dikaz: Budeme postupovat matematickou indukci. Pro k& = 2 tvrzeni
plyne z véty o dimenzi spojeni a priniku. Predpokladejme tedy, ze plati
pro k — 1. Uvazujme podprostory Wy, ..., Wy takové, ze @le W; existuje.
Pak

k
Vie{l,... .k}, W;n\/Wi=0
=
a tim padem také
k-1
Vie{l,....k—=1}, W;n\/Wi=0
=
Tedy EB;:; W; existuje a podle indukéniho predpokladu Zi:ll dimW; =
dim @i:ll W;. Protoze W, N @i:ll W; = 0, plyne z véty o dimenzi spojeni a

pruniku
k—1

k k
dim@ W; = dimW,, + dim@ W; = Z dimW;.
i=1

i=1 i=1

3 Hodnost matice

V predchozi ¢asti prednasky jsem si definovali zakladni pojmy tykajici se
skupiny vektori M ve vektorovém prostoru V' - linearni obal (M), linedrni
zéavislost a linearni nezavislost, pojem baze a dimenze vektorového podpro-
storu. Nyni bychom se chtéli naucit, jak v konkrétnich ptripadech zjistit, zda je
skupina vektort linearné zavisla ¢i nezavisla; jak spocitat dimenzi linearniho
obalu dané mnoziny. K tomu se nam bude hodit nasledujici informace.
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Lemma 4 Necht My = (vy,...,v,) je skupina vektori ve vektorovém pro-
storu V nad T, j,k € {1,....p}, j#k, r,s € T, r #0. Oznacme

My = (v1, ..., V61, Uk, Vkt1, - - -, Up)

MQ = (Ul, cee s Up—1, Vg —+ SV, V41, - - .,Up)

Pak plati, ze (My) = (My) = (Ms). Dale plati, Ze My je linedrné nezdvisld,
praveé kdyz je linedrné nezdvisla My a pravé kdyz je linedrné nezdvisla M.

Dukaz: Dokéazeme tvrzeni pouze pro M, pripad M; je zcela analogicky a

vlastné jednodussi. Pokud v € (M), pak existuji r; € T, ze v = >_7_ rv;.
Pro pohodli pfedpokladejme k < j. Pak lze v zapsat také jako
k—1 p
v = Z 0 + (v + sv;) Z riv; + (r; — sr)v; + Z T,
i=1 i=k+1 i=j+1

tedy v € (Ms). Naopak pokud v € (Ms), pak existuji s; € T takova, ze

k—1 p
v = E siv; + s (v + svj) + E 8iV;,
i=1 i=k+1

miizeme prepisem ziskat

j—1

siv; + (sks + s5)v; + Z S,
i=1 i=j+1
¢ili v € (Mp). Tim jsme dokéazali obé inkluze (My) C (M) i (My) C (M) a
tim padem rovnost obou mnozin.

Podobné ovéfime, ze se zachovava linedrni (ne)zavislost. Pokud M; je
linedrné nezavisld a Y 7, r;v; = 0, pak musi byt v linedrni kombinaci

k—1 Jj—1 p
E riv; + (v + sv;) + E riv; + (r; — sri)v; + E Vi,
i=1 i=k+1 i=j+1

prvkl M, vSechny koeficienty nulové. To ale znamena r; = 0, pokud ¢ neni k
ani j, dale r; = 0, a diky tomu r; = r; — s, = 0. Tedy linearni kombinace
>F v, musi byt trividlni, a tedy M, je linedrné nezdvisla. Stejnym zptso-
bem lze ovérit opacnou implikaci. O
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Z lemmatu ihned plyne, ze se také pfi elementarnich transformacich za-
chovéva dimenze linedrniho obalu a vlastnosti ”byti bazi linedrniho obalu”.

Podstatnou informaci pro podobné vypocty je nasledujici jednoduché tvr-
zeni:

Lemma 5 Je-li matice A v odstupriovaném tvaru a je-li M = {ry,... 1}
mmnozina vsech netrivialnich tadku matice A, pak je mnoZina M linedrné
nezavisld a tvori bazi linedrniho obalu (M). Dimenze (M) je tedy rovna (, tj.
poctu netrivialnich radkid matice A.

Odivodnéni je prosté. Predpokladejme, ze Eﬁzl a;r; = o, chceme do-
kazat, ze pak vSechny koeficienty «;,7 = 1,...¢ jsou nulové. Podivame se
nejdiiv na prvni pivotni sloupec. Pro néj a;;, # 0 a as;, = ...ap;, = 0. Tedy

a1, 00 +0-ag+...4+0-0p =0, tedy o; = 0. Pak vynechame prvni fadek r,
matice A a stejnou tvahu opakujeme.

Chceme-li zjistit linedrni nezéavislost (nebo dimenzi linedrniho obalu) pro
skupinu vektori z aritmetického vektorového prostoru, sestavime matici,
ktera bude mit tyto vektory jako fadky, a pomoci Gaussova algoritmu preve-
deme matici do odstupnovaného tvaru, ve kterém je prislusné vlastnost vidét
na prvni pohled.

Piiklad 2 Uréeme dimenzi linedrniho obalu mnoziny {(3,—6,1, —1), (1,-2,3,1),
(—2,4,0,1), (0,0,2,1)} v R*. Upravou vhodné matice

1 -2 3 1 1 -2 3 1 1 -2 3 1
3 -6 1 —1 0 0 -8 —4 0 0 -8 —4
2 40 1|17 1lo o 6 3|71o o o0 o0
0 02 1 0 0 2 1 0 0 0 0

zjistujeme, Ze dimenze je 2. Pri dpravé muZeme vynechat nulové vadky, tim
se linedrni obal ani dimenze nezménd.

Dimenze linearniho obalu fadkt dané matice je podstatna informace o
prislusné matici, ktera ma sviij vlastni nazev, ktery si zavedeme v nasledujici
definici.

Definice 6 Necht A € M,,,(T) je matice. Jejim radkovym podprosto-
rem R, rozumime linedrni obal skupiny vsech m tadkd matice A, chdpangch
jako vektory ve vektorovém prostoru T". Hodnost h(A) matice A definu-
jeme jako dimenzi prostoru R 4.
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Sloupcovy podprostor S, matice A je linedrni obal skupiny vsech n
sloupci matice A, chapanych jako proky T™.

Predchozi lemma tedy 1ika, ze elementarnimi ipravami matice se zacho-
vava tfadkovy prostor a tedy i hodnost matice. Tim padem také vime, jak
hodnost matice spocitat. Staci matici prevést do odstupnovaného tvaru, v
ném uz je skupina vSech nenulovych fadkt linedrné nezavisla (rozmyslete si
pro¢). Hodnost (ptvodni i upravené) matice je potom rovna poctu nenulo-
vych fadkt v matici v odstupniovaném tvaru.

Pokud jsme si zavedli zvlastni nazev hodnost matice pro dimenzi rad-
kového prostoru R4 matice A, neméli bychom si také néjak nazvat dimenzi
sloupcového prostoru 54?7 Pro hodnost matice plati jedno docela zahadné a
necekané tvrzeni - dimenze Sy, je vzdy stejnd jako dimenze R,4. Totéz se da
vyjadrit pomoci nasledujicich pojmu pro realné, resp. komplexni, matice.

Definice 7 Necht A € M,,,(T) je matice. Pak matici AT € M,,,(T), jejiz
17-ty element je definovdn vztahem aiTj = aj;, nazveme matici transpono-
vanou k A.

Pokud T = C a 7 oznacuje komplexne sdruzené cislo kr € C, pak matice
AV € My, (T), kde ij-ty element je azj = aj;, nazveme matict hermitovsky
sdruZenou k A.

Matici transponovanou tedy ziskdme prostym ptreklopenim podle diago-
naly, takze z i-tého fadku v A se stane i-ty sloupec v AT. Hermitovské sdru-
Zeni je transpozice nasledovana komplexnim sdruzenim.

Véta 7 Necht A € M,,,(R), pak h(A) = h(AT). Necht B € M,,,(C), pak
h(B) = h(BT).

Tvrzeni h(A) = h(AT) vlastné iké, ze dimenze Fddkového a sloupcového
prostoru A je stejna. To je opravdu zahadné a neocekavané, protoze jsou to
podprostory ve dvou obecné riznych aritmetickych vektorovych prostorech,
R™ a R™! Vétu bychom mohli dokazat (dosti slozitym) ovéfenim , ze ackoli
se pri fadkovych tpravach matice méni jeji sloupcovy prostor, jeho dimenze
se zachovava. Podobnym postupem bychom dokézali i h(B) = h(B'). My
ale dikaz odlozime az na dobu, kdy budeme mit definovany pojmy linear-
niho zobrazeni a skalarniho souc¢inu, které dodaji novou interpretaci hodnosti
matice a transponované matici. Dikaz vyuzivajici tuto interpretaci je pte-
hlednéjsi a jistym zptisobem v sobé 1épe nese smysl dokazovaného tvrzeni.

Tato klicova véta mé nékolik disledki.
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Véta 8 Necht A € My, (T), B € M,,,,(T) jsou matice. Pak
h(AB) < h(A), h(AB) < h(B)

Dtikaz: Sloupce matice AB jsou linearni kombinaci sloupctt matice A, tedy
Sap < S4 a tedy h(AB) < h(A). Radky AB jsou zase linearni kombinaci
fadkt B, takze i h(AB) < h(B). 0

Véta 9 Necht A € M,,(T) je ctvercovd matice. Pak A je requldrni pravé
kdyz h(A) = n.

Dukaz:

Pokud A je regularni, pak m4 inverzni matici A=!, A='A = E,. Podle
piedchozi véty tedy n = h(E,) = h(A71A) < h(A). Radkové prostory matic
A a A~! jsou podprostory T7, tedy také h(A) < n. Musi byt tedy h(A) = n.

Pokud naopak h(A) = n, pak po pfevedeni matice A elementarnimi tipra-
vami do redukovaného odstupriovaného tvaru bude vysledkem ziejmé jednot-
kova matice. Pak staci pouzit jiz dokdzané Lemma 5. a

Véta 10 Necht A € M,,,,(T) je libovolnd matice, B € My, (T), C' € My, (T)
gsou reguldarni matice. Pak h(BAC) = h(A).

Ditkaz: Plati A(BAC) < h(BA) < h(A) ataké h(A) = h(B"'BACC™!) <
h(A) = h(BACC™Y) < h(BAC). O

3.1 Frobeniova véta

Kritérium fesitelnosti soustavy rovnic je mozné elegantné vyjadiit pomoci
hodnosti matice. Nejdiive popiseme pomoci hodnosti matic mnozinu vSech
feSeni homogenni soustavy. Nasledujici tvrzeni je zasadné dtlezité pro po-
pis mnoziny vsSech fesSeni linearnich rovnic z néasledujiciho divodu. Vime jiz,
7e velmi casto je mnozina vSech feseni nekonecna. Popsat mnozinu feSeni,
ktera méa nekonecné mnoho prvki je problém, ktery je naptiklad prakticky
nefesitelny pro mnoziny feseni soustav nelinedrnich (napf. polynomidlnich)
rovnic. Specialni vlastnosti soustav linearnich rovnic, je Ze mnozina feSeni
homogenni soustavy méa strukturu vektorového prostoru! Stac¢i tedy najit né-
jakou (konecnou) bazi tohoto prostoru a vSechny jeho prvky jsou (libovolné)
linearni kombinace této baze. Navic dimenze tohoto prostoru méri velikost
prostoru feseni a fika, na kolika parametrech mnozina vsech reSeni zavisi.
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Véta 11 Necht A € M,,,,(T) je matice. MnoZina teseni homogenni soustavy

rovnic Ar = 0 s matici A tvori vektorovy podprostor v T™. Jeho dimenze
n — h(A).

Dtikaz: Uz jsme zminovali, ze mnozina FeSeni homogenni soustavy rovnic je
podprostor T". Upravme matici A na redukovany odstupnovany tvar, z néjz
vynechdme vSechny nulové fadky. Pocet nenulovych fadki se rovna p = h(A),
tedy existuje pravé q := n — h(A) nepivotnich sloupct. Pro pfehlednost mu-
Zeme preusporadat neznamé tak, aby pivotnimi sloupci byly sloupce 1, ..., p.
Upravena matice pak ma tvar

1 0 ... 0 Ci1 Ci2 ... Ciq
01 0 Ca1 C22 ... Cgq
. . . Y
00 ... 1T ¢ ¢ .. O

¢imz jsme definovali matici C' € M,,,(T). Mnozina vektort

M = {(—011, —Co1,. .., — Cp1, 1,0, .. ,O)
(—012, —C22, ..., — Cp2, 0, 1, e 0)
(—C1g, —C2gy- -y — Cpg» 0,0,...,1)}
je linedrné nezavisla a kazdy jeji vektor je feSenim soustavy rovnic. Necht
(1,...,x,) je libovolné feSeni soustavy, oznac¢me jeho poslednich ¢ slozek
T1,...,7q. Dosazenim do vSech rovnic soustavy zjistime, Ze pro vSechna i €
{1,...,p} uz musi byt z; = —3°7_, ¢ijr;. Vznikly vektor feseni
q q q
— E Cle'j,— E CQjT'j,...,— E ijTj,’f’l,...,Tq s
je linearni kombinaci vektort z M s koeficienty 7, ..., 7, Kazdé feSeni sou-
stavy Az = 0 je tedy v linearnim obalu mnoziny M, proto je M bézi prostoru
feSeni a ¢ = n — h(A) je dimenze tohoto prostoru. O

Napristé tedy budeme feseni homogenni soustavy rovnic vyjadfovat po-
moci baze prostoru feseni. Ve skutecnosti je to jen drobna modifikace zapisu
pomoci parametri. Kdyz se podivame na ptiklad soustavy rovnic z prvni
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prednésky a odmyslime si pravou stranu (pokud je nulova, ztistane nulova i
po vsech Fadkovych tpravach), dostaneme matici v redukovaném odstupiio-

vaném tvaru
10 -2 -2 0 -3
0 1 3 -1 0 -3
00 0O 01 -2

Musime se prenést pres drobnou kosmetickou vadu, ze pivotni sloupce nejsou
na prvnich tfech mistech, presto ale snadno identifikujeme matici C' z ditkazu

-2 -2 -3
3 -1 =3
0 0 -2

a napiSeme bazové vektory prostoru feseni:

u=(2,-3,1,0,0,0),

v=(2, 1,0,1,0,0),

w=(3, 3,0,0,2,1)
Libovolné feseni mé tedy tvar linearni kombinace ru+sv+tw, kde r, s, t € R.
Kdyz tuto linedrni kombinaci zapiseme jako jeden vektor zavisly na r, s, t,
vidime, ze

(2s + 2r + 3t,—3s+ 1 + 3t, 1, s,2t,t)

je prave tvar Teseni, ktery bychom dostali ptivodni metodou s parametry.

Zbyva nam popsat TeSeni soustav nehomogennich.

Véta 12 Necht A € M,,,(T) je matice, b € T™ wvektor pravych stran. Sou-
stava rovnic Az = b md resent, pravé kdyz h(A) = h(A|b).

Dukaz: PrepiSme soustavu rovnic nasledovneé:

a1l a2 A1n by
21 22 Q2n by
T+ To+ ...+ Ty = )
am1 Am2 Qmn, bm
Splnit tuto rovnost né¢jakymi hodnotami x4, . .., x, je totéz jako najit linearni

kombinaci sloupcii matice A, kterd se rovna vektoru b € T™. To je mozné
pravé tehdy, kdyz vektor b nalezi do sloupcového prostoru matice A, tedy
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kdyz jeho ptidani ke sloupcim A nezvysi dimenzi jimi generovaného pro-
storu. Dimenze sloupcového prostoru je podle predchozi véty rovna dimenzi
prostoru fadkového. Jinymi slovy, hodnost matice soustavy a rozsifené ma-
tice soustavy museji byt stejné. a

Véta 13 Necht Ax = b je soustava rovnic s matici A € My, (T) a vekto-

rem pravych stran b € T™. Necht ¥ = (zF,...,z0) je libovolné reseni této
soustavy. Pak pro libovolné Teseni x = (x1,...,x,) soustavy Ax = b exis-
tuje Teseni 21 = (21, ... 2H) homogenni soustavy se stejnou matici Az = 0

takové, ze x = x¥ + 2.

Diikaz: Pokud Ax? =ba Az = b, potom A(z—z") = 0, tedy 2 := z—2¥
je feSenim homogenni rovnice. a

Znamena to tedy, Ze staci najit jediné libovolné feseni nehomogenni sou-
stavy rovnic (tzv. partikularni feSeni) a to nam spolu s obecnym FeSenim
homogenni soustavy da vSechna feSeni soustavy nehomogenni. Vyslednou
mnozinu Feseni soustavy Ax = b pak budeme obvykle zapisovat ve tvaru
2P + (vy,...,v,), kde {v1,...,v,} je baze prostoru feseni Az = 0. Partiku-
larni feSeni nejpohodInéji najdeme tak, ze dosadime za vSechny neznamé na
nepivotnich sloupcich nuly. Konkrétné pokud soustava rovnic vede na od-
stupnovany tvar

10 ... 0 Ci1 Ci2 ... Ciq bll
0 1 0 Co1 Ca2 ... Cyq bl2
00 ... 1 Cp1 Cp2 ... Cpq b;
pak jeji partikuldrni feseni je (b},...,5),0...,0). Pro soustavu z prvni pied-

nasky to znamena, Ze obecné feseni je
(9,2,0,0,4,0)+ ((2,-3,1,0,0,0),(2,1,0,1,0,0),(3,3,0,0,2,1)),

coz opét mizeme srovnat se zapisem pomoci parametrii.
Shrneme ted do jedné véty to, co jsme si pravé rozmysleli.
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Véta 14 (Frobeniova)

4

1. Necht A je m x n matice. Prostor feSeni homogenni soustavy m rovnic

o n nezndmych Ax = 0 je vektorovy podprostor prostoru R™. Je-li
hodnost h(A) matice A rovna k, pak dimenze prostoru feseni je rovna
n—k. Obecné reseni homogenni linedrni soustavy rovnic se tedy napise
jako linearni kombinace zvolené baze prostoru teseni a zdvisi na n — k
libovolnych parametrech.

. Predpokladejme, Ze je nehomogenni soustava linedrnich rovnic zadand

rozsitenou matict (A, b), kde A je typu m x n. Je to tedy soustava m
rovnic o n nezndamych. Pak nastane prdavé jedna z ndsledujicich moz-
nosti.

1. h(A) < h(A,b); pak soustava nemd fesent;

2. h(A) = h(A,b) = n; pak md soustava pravé jedno Tesent;

3. h(A) = h(A,b) = k < n; pak md soustava nekonecné mnoho fesent.
Obecné teseni soustavy je rovno souctu jednoho (partikuldrniho) reseni

a obecného resent odpovidajici homogenni soustavy. Obecné Teseni tedy
zavist na n — k libovolnych parametrech.

Linearni zobrazeni

4.1 Definice linearniho zobrazeni a jeho vlastnosti.

Definice 11 NechtV a V' jsou dva vektorové prostory nad T. Rekneme, Ze
zobrazeni f zV do W je linearnt, pokud plati:

(1) Yu,v €V : fu+v) = f(u)+ f(v),

(1) Vr e T,u e Vi f(ru) =r f(u).

Alternativni ndzev pro linedrni zobrazeni je homomorfismus 'V do W. Mno-

Zinu

Ker(f) :={veV|f(v) =0}

nazveme jadrem zobrazeni f. Obor hodnot zobrazeni f oznacime Im(f).

Tedy

Im(f) ={weW|3veV, flv)=w}.
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Lemma 6 Necht V a W jsou dva vektorové prostory nad T. Zobrazeni f :
V — W je homomorfizmus, prdavé kdyz Vu,v € V a Vr,s € T plati

flru+ sv) =rf(u)+ sf(v).

Dukaz: Podobné slouceni dvou podminek do jedné jsme vidéli uz v pripadé
definice podprostoru a dikaz zde je zcela analogicky. a

Priklad:

1. Je-li V=R" W = R™ a A matice typu m x n, pak mizeme definovat
zobrazeni f4 z V do W predpisem

fA(ZL’) = A -,

kde - znamena maticové nasobeni a x € V =R" ay € W = R™ cha-
peme jako sloupcové vektory. Pouzitim definice maticového nasobeni se
lze snadno presvédcit, ze zobrazeni f, je linearni.

2. Predpokladejme, ze W, W' jsou dva ortogonélni podprostory vektoro-
vého prostoru V' konecné dimenze, pro které plati W@ W' = V. Pak lze
definovat zobrazeni 7 : V' — W takto: Pro kazdy vektor v € V existuje
jednoznaény rozklad v = w + w', w € W, w’ € W’. Pak definujeme
7(v) := w. UkaZte, Ze zobrazeni 7 je linedrni zobrazeni. Toto zobrazeni
7 se obvykle nazyva projekce V' na podprostor W. Vsimnéte si, ze tato
projekce neni urcena jen vybérem podprostoru W, ale zavisi také na
volbé doplitkového podprostoru W'.

3. Je-li V prostor vSech polynomt v jedné proménné, pak zobrazeni 'de-
rivace’

V=V [f()l(z) =P (2)
je linearni zobrazeni.

Obecnéji, jsou-li a; € V, i =1,...,n dané polynomy, pak zobrazeni

[V e Vs [f0)(@) = an(@)p™(2) + ...+ ar(2)p (x) + ag(2)p()
nazyvame linearni diferencialni operator, a je to také ptiklad linear-

niho zobrazeni. Rovnice tvaru f(p) = ¢, p,q € V se nazyva (linearni)
obycejna diferencialni rovnice.
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4. Je-li V prostor vSech polynomit v nékolika proménnych xq,...,z,, a

jsou-li a; € V, i =0,...,n dané polynomy ve V, pak zobrazeni
dp dp
[V Vi [f)l(@) = a(@) 53—+ ...+ an(2) 53— + ao(2)p(x)
o0xy ox,,

nazyvame linearni parcidlni diferencidlni operator (prvniho fadu), a je
to také piiklad linedrniho zobrazeni. Rovnice tvaru f(p) = ¢, p,q € V
se nazyva (linedrni) parcialni diferenciélni rovnice (1. fadu).

vvvvvv

je Laplaceuv operator A, definovany predpisem

AN =3 TP )

5. Dalsim prikladem linedrniho operatoru je tzv. integralni operator. Je-li
V = C({a,b)) vektorovy prostor vSech spojitych funkci na intervalu
(a,by C R, V' = C({(c,d)) vektorovy prostor vSech spojitych funkci
na intervalu (c¢,d) C R, a je-li ddna spojtd funkce K = K(x,y) dvou
proménnych na sou¢inu (a,b) x (c,d), pak definujeme zobrazeni ¢ :
V +— V' predpisem

b
() = / K(e.y)f (2)de, | € V.

Oveérte, ze toto zobrazeni ¢ je linearni.

Véta 15 Necht [ je linedrni zobrazeni vektorového prostoru V' do vektoro-
veho prostoru W. Pak:

(1) Ker(f) a Im(f) jsou vektorové podprostory V, resp. W.
(2) dim Ker(f) + dim Im(f) = dimV.
Dikaz:

(1) Jsou-li w,v € Ker(f), pak f(u) = f(v) = 0 a tedy i f(u +v) =
f(u) + f(v) = 0.
Podobné, je-li f(u) =0,r € T, pak f(rz) =r f(u) =0.

Obdobné se ukéze, ze i obraz Im(f) je vektorovy prostor.
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(2)

Zvolme si basi vy, . . ., vy, prostoru Ker(f) libovolné. Tedy dim Ker(f) =
k. Tuto bazi je mozno doplnit na basi vy, ..., vk, Vi1, - ., Um prostoru
V, tedy dim V' = m. Sta¢i nyni dokazat, ze mnozina f(vgi1),..., f(vm)
je bazi prostoru Im(f). Chceme si tedy rozmyslet, ze tato mnoZina
generuje cely prostor Im(f) a Ze jsou tyto vektory linedrné nezavislé.

Vezméme si libovolny vektor y € Im(f). Tedy existuje vektor z € V
takovy, ze f(z) = y. Vektor x rozlozime do base x = Y " | {v;. Pak ale

y=flz) = f(z §ivi) = Zfif(vz') =) &if(w),

i=kt1
protoze f(vy) =...= f(v) = 0.
Ovéfme nyni, ze mnozina vektora f(vki1),. .., f(vm) je linedrné neza-
visla. Predpokladejme, ze existuji Cisla Gy1, ..., B, takova, ze
m m
> Bif(wi) =f ( > m) =0.
i=k+1 i=k+1

Pak ale ", | Bjv; € Ker(f) a existuji tedy ¢éisla 1, ...,y takova, ze

m k
Z Bivi — Z%‘Uz‘ = 0.
i—1

i=k+1

Protoze vektory vy, ..., v,, jsou linedrné nezavislé, jsou vsechny koefi-
cienty v této linearni kombinaci rovny nule.

Véta 16 [Frobenius| Necht f :V — W je linedrni zobrazeni. Pak:

(1) MnoZina vSech teseni homogenni linedrni rovnice f(v) = 0 (tj. Ker(f))

je linedrni podprostor V'; je-li {vq, ..., vx} jeho base, pak mnoZina vech
reseni homogenni rovnice je pravé mnozina vsech vektori tvaru

k
v = E ;v € T
i=1
Dimenze prostoru teSent je dana vztahem

dim V' — dim Im(f).
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(2) Je-li vy pevné teSeni nehomogenni rovnice f(v) = w (tzv. partikuldrni
reSeni rovnice s pravou stranou), pak mnoZina vsech TeSeni rovnice
f(u) = w s pravou stranou md tvar

{ve Vv =uv 4w, f(v1) = 0}.

Diikaz: Prvni ¢ast tvrzeni je okamzitym dusledkem Véty 15. Druha cast
plyne z toho, Ze pro kazdé dalsi feseni v rovnice f(v) = w plati f(v—1vy) = 0.

O
Poznamka: Veéta 16 je opravdu velmi jednoduchd, ale mé zasadni vyznam.
Setkame se s ni ihned v paragrafu o feseni soustav linearnich rovnic, pozdéji
v analyze (nebo uz ted ve fyzice) pro feseni linearnich diferencidlnich rovnic
a v mnoha dalsich variantach v budoucnosti.

Definice 8 Homomorfizmus, ktery je prosty, nazyvdime monomorfizmem,
pro homomorfizmus, ktery je "na”udeme uZivat pojem epimorfizmus. Vza-
jemné jednoznacny homomorfizmus, tedy linedrni zobrazent, kter€ je zdroven,
mono- a epimorfizmem, se nazyvd tzomorfizmus.

Ze je zobrazeni f : V. — V' "na” (nebo téz surjektivni) znamena, e
Im(f) = V', coz ndm dava charakterizaci epimorfizmi pomoci obrazu. Mono-
morfizmy je zase mozné charakterizovat podminkou na jadro Ker(f) = {o}.
Pokud totiz f je prosté, pak nulovy vektor z V/ miiZze mit pouze jeden vzor,
a tim je nulovy vektor z V, ¢ili Ker(f) = {o}. Naopak, pokud Ker f = {0},
a pro dva vektory u,v € V plati f(u) = f(v), pak f(u —v) = o a tedy
u—wv € Ker(f), ¢ili u —v = 0. Ovérili jsme tedy, ze kdykoli f(u) = f(v),
musi uz byt u = v, coz neni nic jiného, nez ze f je prosté.

Z véty o dimenzi jadra a obrazu pak plynou dalsi skutec¢nosti, platné
v pripadé zobrazeni na prostorech koneéné dimenze. Pokud f : V, — V'
je monomorfizmus, pak n = dimIm(f) 4+ dim Ker(f) = dimIm(f). Odtud
ziskdme nasledujici vlastnost izomorfizmi:

Véta 17 Necht [ :V,, — V' je izomorfizmus. Pak dimV,, = dim V.

Dukaz: Protoze f je monomorfizmus na V,,, mdme dimIm(f) = n. Je to
také epimorfizmus, tedy Im(f) = V’. Tedy dimV’ = n. O

Pokud mezi dvéma prostory existuje izomorfizmus, fikame, Ze jsou izo-
morfni. Véta tika, Ze jsou-li dva prostory, z nichZ jeden je konecéné dimenze,
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izomorfni, pak maji stejnou dimenzi. Plati i opa¢na implikace, k jejimu di-
kazu ale budeme potiebovat zkonstruovat pro libovolné dva vektorové pro-
story stejné dimenze izomorfizmus mezi nimi. K tomu je nutné zavést pojem
soufadnic, coz ucinime jesté v této kapitole.

Zobrazeni, jehoz zdrojovy i cilovy prostor jsou stejné, f : V — V., se
nazyva endomorfizmus. Pokud je endomorfizmus zaroven izomorfizmem,
fikdAme mu automorfizmus. Vsimnéte si, ze z véty o dimenzi jadra a obrazu
plyne, ze pokud je V konecné dimenze, pak staci, aby byl endomorfizmus
jednim z dvojice monomorfizmus, epimorfizmus, a automaticky uz musi byt
i tim druhym z dvojice, a tedy také automorfizmem. Prostory nekonecné
dimenze tuto vlastnost ale nemaji, zkuste najit protipiiklad!

Uvedme si nékolik dalsich pfikladti homomorfizmti vektorovych prostort
a jejich vlastnosti:

1. Pro A € M;;;,(T) je fa monomorfizmus, pravé kdyz A ma linedrné ne-
zavislé sloupce, tedy h(A) = n. Je to epimorfizmus, pravé kdyz sloupce
generuji celé T™ tedy h(A) = m. Tedy f4 je izomorfizmem, pravé kdyz
A je ¢tvercova matice hodnosti n = m, ¢ili regularni matice.

2. Je-liV = W@ W, piimy soucet a P : V — W je odpovidajici projekee,
pak pro P plati P? = P, coz je vlastnost charakterizujici projekce. Je
to epimorfizmus, neni to monomorfizmus.

3. Inkluze T" C T™, n < m definuje monomorfizmus i : (xy,...,z,) —
(x1,...,2,,0...,0), ktery neni epimorfizmem.

4. V = R se standardnimi operacemi a V/ = R" s operacemi @ a ®, kde
u®v = uv ar@u = u" jsou vektorové prostory nad R. Pak exp : u — e*
je jejich izomorfizmus.

5. V=C(—00,0), V' =R. E,: f — f(a) je epimorfizmus.

Nasledujici véta 1ika, ze libovolné zobrazeni baze vektorového prostoru do
jiného prostoru lze jednoznac¢né rozsitit na linearni, jinymi slovy, Zze homo-
morfizmus je jednoznac¢né urcen svymi hodnotami na néjaké bazi.

Véta 18 Necht V. a V' jsou dva vektorové prostory nad T, necht M =
{v1,...,v,} je bdze V. Pak pro libovolnou n-tici vektori vy, ..., v, € V' exis-
tuje pravé jedno linedrni zobrazeni f : V. — V' takové, Ze

flv)=nvl,i=1,...,n.

17
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Dukaz: Libovolny vektor v € V lze zapsat jako v = > | 7v;. Defi-
nujeme pak f(v) = Y. vl Je zfejmé, Ze takto definované f je line-
arni zobrazeni a plati f(v;) = v}, i = 1,...,n. Tim je dokadzana existence,
zbyva jednoznacnost. Pokud by existovalo linearni zobrazeni g takové, ze

g(v;) = v}, i =1,...,n, pak pro libovolny vektor v =3 " | 7v; mame

gw) =g (Z Ti“z‘) = Zﬁg(vi) = ZTW@{ = f(v),
i=1 i ‘

tedy g = f. O

Jako cviceni si muzete zkusit zjistit a dokazat, co plyne pro homomorfi-
zmus f z toho, Ze skupina vektort F'(M) je linedrné nezavisla, ptipadné ge-
neruje V', pfipadné je bazi V'. Také si rozmyslete, co se stane, kdyz M bude
linedrné nezavisla, ale nebude bazi V', ptipadné kdyz M bude linedrné zavisla.
Jako jednoduché cviceni ponechavame i dikaz nasledujiciho lemmatu:

Lemma 7 Necht V,W jsou dva vektorové prostory nad T, f :V — W je
izomorfizmus a M skupina vektori ve V. Pak M je linedrné nezdvisld, prave
kdyz f(M) je linearné nezdvislda, a M generuje V', pravé kdyz f(M) generuje
w.

5 Operace s homomorfizmy

Necht V', W jsou dva vektorové prostory nad T. Ozna¢me Hom(V, W) mno-
zinu v8ech homomorfizmi z V' do W a End (V') mnozinu vSech endomorfizmi
prostoru V, tedy End(V') = Hom(V, V). Na mnoziné Hom(V, W) mame de-
finovano s¢itani homomorfizmd a nasobeni homomorfizmu ¢islem: pro libo-
volny vektor v € V' a libovolné r € T

(f +9)(v) == f(v) + 9(v)
(rf)(v) :==rf(v)

Rozmyslete si, co tato definice znamena: na prvnim fadku definujeme nové
zobrazeni f-+ ¢ tim, na co zobrazuje libovolny vektor, fikame, ze to ma byt na
soucet vektoru f(v) a g(v). Podobné na druhém fadku fikame, Ze zobrazeni
rf ma vektor v zobrazit na r-nasobek vektoru f(v). Sami ovéfte, ze definice
je korektni, tedy ze soucet dvou homomorfizmi je homomorfizmus a nasobek
homomorfizmu je homomorfizmus. Také si rozmyslete, Ze f4 + fp je vlastné

Jarp arfa= fra.
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Véta 19 Necht'V, W jsou dva vektorové prostory nad T. Mnozina Hom(V, W)
s operacemi sc¢itani homomorfizmiu a ndsobeni homomorfizmu c¢islem je vek-
torovy prostor. Pokud dimV =n a dim W = m, pak

dim Hom(V, W) = mn.

Duikaz: Ovéreni, ze Hom(V, W) s danymi operacemi spliiuje axiomy vek-
torového prostoru, ponechavame ¢tenafi za cviceni. Abychom urcili dimenzi
tohoto prostoru, pouzijeme predchozi vétu, ktera rika, ze kazdé linearni zob-
razeni je jednoznacné urceno svymi hodnotami na pfedem zvolené bazi a ze
tyto hodnoty mohou byt zvoleny libovolné. Existuje tedy podle této véty
vzajemné jednozna¢né zobrazeni mezi Hom(v, W) a mnozinou

Wx...oxW={(wy,...,w,)|w; € W, i=1,...,n}.
———

n

Je snadné ovérit, ze toto zobrazeni je linearni, tedy je to izomorfismus. Staci
tedy zjistit dimenzi prostoru W x ... x W (n ¢initeltt). To staci ovéfit pro
W x W (obecny pfipad se snadno dokéze indukei). Ale je-li {v,. .., v, } baze
W, pak ziejmé (ovéite!)

{(v1,0), ..., (Um,0), (0,v1),...,(0,0m)}
je baze W x W a dimW x W = dimW + dimW. Tedy dimenze W x ... x W
—_———

je rovna ndimW = dimV dimW. " O

Specialni situace nastava, kdyz W = T. Prostor V* := Hom(V,T) ma
stejnou dimenzi jako prostor V' a fika se mu dualni prostor k V. Blize se
dualnim prostorem budeme zabyvat v letnim semestru.

Ozna¢me 1y € End(V) identicky endomorfizmus prostoru V', definovany
vztahem Yv € V| 1y (v) = v. Je zfejmé, Ze je to linedrni zobrazeni, prosté a
na, tedy izomorfizmus. Pokud V = T", pak 1y = fg, kde F je jednotkova
matice.

Véta 20 Necht V,V' V" jsou vektorové prostory nad T, f :V — V', g :
V' —= V" jsou dva homomorfizmy. Pak

1. SloZené zobrazeni gf : V. — V" je homomorfizmus.

2. Pokud g a f jsou monomorfizmy, pak gf je monomorfizmus.
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Pokud g a f jsou epimorfizmy, pak gf je epimorfizums.
Pokud g a f jsou izomorfizmy, pak gf je izomorfizums.
Pokud gf je monomorfizmus, pak f je monomorfizums.
Pokud gf je epimorfizmus, pak g je epimorfizums.

Zobrazeni f je izomorfizmus, prdavé kdy# existuje homomorfizmus f~1 :
V' — V, pro ktery ff~t = 1y a f~1f = 1. Homomorfizmus f~! je
témito podminkami urcen jednoznacné a je to izomorfizmus.

Dukaz: Necht r,se€ T, u,ve V.

1.

2.

g9f(ru+sv) = g(rf(u) + sf(v)) = rgf(u) +rgf(v)

Polkud g, f jsou prosté a u # v, pak f(u) # £(v) a g(f(u) # g(f(0)),
tedy gf je prosté.

Pokud g, f jsou surjektivni a v” € V" pak existuje v’ € V' takové, ze
gu)y=u"aueV, ze f(u)=1u'. Tedy gf(u) =u", gf je na.

Plyne z predchozich dvou bodi.

Pokud u € Ker f, pak gf(u) = g(0) = 0. ProtoZe g f je monomorfizmus,
musi byt u = 0. Tedy Ker f =0, ¢ili f je monomorfizmus.

Pokud ¢ neni na, pak ani g o f nemiize byt na.

Pokud existuje f~! splitujici ff~! = 1y, coZ je epimorfizmus, pak podle
predchoziho bodu musi byt f také epimorfizmus. Podobné z f~1f = 1
plyne, Ze f je monomorfizmus, celkové je tedy f izomorfizmus. Naopak,
pokud f je izomorfizmus, pak je na, tedy pro kazdé u’ € V' existuje u €
V, ze f(u) =, a je prosté, tedy toto u existuje pravé jedno. Definujme
f~Yu') := u. Snadno se ovéii, Ze f~! je linedrni zobrazeni, vlastnosti
fft =1y a f1f = 1y jsou ziejmé. Zbyva ovéiit jednoznacénost:
pokud by existovalo g : V! — V., fg = 1y a gf = 1y, pak g =
gff ="

O

Zobrazeni f~! budeme samozfejmé nazyvat inverzni homomorfizmus. Opé&t
si rozmyslete, Ze (f4)™! = fa-1. Z véty jsme se dozvédéli, Ze viechny prvky
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mnoziny vSech automorfizmi Aut(V') prostoru V' maji inverzni prvek vzhle-
dem k operaci sklddani zobrazeni. Spolu s asociativitou skladani a faktem, ze
identita je automorfizmus, dostavame, ze mnozina Aut(V') s operaci skladani
je grupa.

Zatim jsme vzdy ilustrovali vSechny pojmy tykajici se homomorfizmi
pomoci zobrazeni typu f4 pro néjakou matici A. Nyni si ukazeme, ze se vsemi
zobrazenimi mezi prostory konecné dimenze se da pocitat jako se zobrazenimi
tohoto typu.

Definice 9 Necht V,, je vektorovy prostor nad T, M = {uq,...,u,} jeho
baze a u € V. Souradnicemsi vektoru u vzhledem k bdzi M budeme rozu-
mét sloupcovy vektor (u)y = (z1,...,2,)7, kde z; jsou koeficienty linedrni
kombinace u =Y. | z;u;.

Koeficienty linearni kombinace vzhledem k bazi jsou urceny jednoznacné, de-
finice je tedy korektni a navic zadava bijekci mezi mnozinami V,, a T". Ovéite
sami, ze je tato bijekce linedrnim zobrazenim, tedy izomorfizmem. Podle

lemmatu 7 je skupina vektordl vy,..., v, linedrné nezavisla, resp. generuje
V,, pravé tehdy, kdyZ je mnozina vektoru jejich soufadnic (vq)ar,- - -, (Vg)m

linedrné nezavisla, resp. generuje 7.
Pomoci soutadnic mizeme dokéazat zesileni véty 17 na ekvivalenci:

Véta 21 Necht'V a W jsou dva vektorové prostory konecné dimenze nad T.
Pak' V' a W jsou izomorfni pravé kdyZ dimV = dimW .

Dtikaz: Zbyva sestrojit izomorfizmus mezi prostory V a W stejné dimenze.
Zvolme M béazi V a N bazi W existuji izomorfizmy f:V — T" g: W — T"
urCené piifazenim vektoru jeho soufadnic vzhledem k dané bazi: f(v) :=
(v)ar, g(w) = (w)y. Pak g7' f je izomorfizmus V a W. O

Definice 10 Necht'V,, je vektorovy prostor nad T, M = {uy, ..., u,}, M' =
{uf,...,u,} dvé bdze v ném. Matici R € M,,(T), jejiz i-ty sloupec pro
vSechna i € {1,...,n} je vektorem soutadnic vektoru u; vzhledem k bdzi M,
nazyvame matict prechodu od M k M'.

Podle definice tedy > 7", riju; = uj pro véechna j € {1,...,n}. Oznacme

soufadnice libovolného vektoru u € V vzhledem k M’ jako (u)yy = 2/ =
(2,...,2)T. Pak
n n n n n
D IR 9 IS 9] P9
J=1 j=1i=1 i=1 \j=1
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KdyZ ozna¢ime soufadnice u vzhledem k M jako (u)y =z = (xq,...,2,)",

pak v = > | x;u; a protoze souradnice vzhledem k dané bézi jsou uréeny
. v v , , _ n / v .

jednoznacné, musi byt x; = ijlrijxj pro vechna ¢ € {1,...,n}. Tedy
matice prechodu umoznuje vypocitat "necarkované” soutradnice x jako soucin
Rz’ matice pfechodu od M k M’ a ”¢arkovanych” soufadnic.

Prakticky vypocet matice prechodu se nejlip provede primo z definice.
Pokud M = {(1,1),(2,3)} a M’" = {(1,2),(3,4)} v R? pak soustava rovnic s

matici
1 2|1 3
1 3|12 4

pravé fesi tlohu vyjadiit vektory z M’ (pravé strany) pomoci vektori béaze
M (sloupce matice soustavy). Tedy po upravé na jednotkovou matici vlevo
precteme vpravo piimo matici R.

Definice 11 Necht f : V,, — V,, je homomorfizmus vektorovych prostori
nad T. Matici homomorfizmu f vzhledem k bdzim M = {uq,...,u,} CV,
a N = {v1,...,un} C Vp rozumime matici (f)np € Mpn(T), jejiz i-ty
sloupec je pro vsechna i € {1,...,n} roven (f(w;))y, tedy souradnicim f-
obrazu i-tého bazového vektoru baze M vzhledem k bdzi N.

Oznacme opét souradnice vektoru u € V vzhledem k M jako (u)y = (1, ..., 7,)7

a matici (f)nyn jako A. Pak

Flu)=> miflu) = 2 agui=) <Z az‘jxa) vi
j=1 j=1 =1 1 \j=1

1=

Tedy soufadnice f(u) vzhledem k N se dostanou jako soucin matice homo-
morfizmu A a soutradnic v vzhledem k M:

(f(w)y = (f)nar(u)nm

Naopak, pro libovolnou matici A € M,,,(T) ma zobrazeni f, definované na
bazi M piedpisem f(u;) = > 7°, ajv;, matici (f)yar rovnou A. Libovol-
nému homomorfizmu f € Hom(V,,V,,) je tedy pfitazena matice (f)nyn €
M, (T), a to bijektivné. Nedéd prilis prace ovéfit, ze toto zobrazeni F' :
Hom(V,,, V;,,) = M, (T) je homomorfizmus vektorovych prostorii. Tedy pro-
story Hom(V,,, V) a M, (T) ~ T™ jsou izomorfni a maji tudiz stejnou
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dimenzi, ¢imz jsme znovu ovérili, ze dim Hom(V,,,V,,) = mn. Zaroven vi-
dime, Ze pojem matice homomorfizmu mtzeme chapat jako zptsob, jak za-
vést souradnice na prostoru Hom(V,,,V,,), které budou v néjakém smyslu
kompatibilni s jiz zavedenymi souradnicemi na prostorech V,, a V,.

Vratime-li se k nasemu prikladu zobrazeni typu f4 : R® — R™, definova-
nému predpisem fa(x) = Az, vidime, ze matice A je rovna matici (fa) g
homomorfizmu f, vzhledem ke kanonickym bazim v K C R" a K’ C R™.
Proto se daji vSechna linearni zobrazeni mezi dvéma aritmetickymi vektoro-
vymi prostoru zapsat jako f, pro néjakou matici A.

Lemma 8 Necht U,V,W jsou tFi vektorové prostory nad T a M,N,P po
radé baze v nich, f :U — 'V, g: V — W homomorfizmy. Pak

1 )y = E
2. (9f)pvr = (9)pn(f)Nm
3. Pokud f je izomorfizmus, pak (f=%)n = (f)na-

Dikaz: Prvni tvrzeni je zfejmé z definice. Pro druhé staci vzit libovolny
vektor u € U a rozepsat

(@) pn(f)nm (W) = (9)pn(f(u)n = (9(f(w))p = (9f) prr(u)ar.

To musi platit pro libovolny vektor (u),;. Vezmeme-li (u)y = e;, i-ty prvek
kanonické baze, pak rovnost ik, ze i-ty sloupec matice (¢)pn(f)nar @ matice
(9f)pn se rovnaji. ProtoZe i je libovolné, rovnaji se matice jako celek.

Tieti tvrzeni je disledkem prvnich dvou a vztahu f='f = 1. a

Treti tvrzeni ika, ze pokud je f izomorfizmus, pak je jeho matice vzhle-
dem k libovolnym bézim regularni. Naopak, pro regularni matici A a dané
dvé baze M a N lze sestrojit homomorfizmy f : U — V ag:V — U ta-
kové, Ze (f)nmr = A a (9)un = AL Pak ale podle druhého bodu lemmatu
(9f)mum = E a (fg)vy = E, tedy gf = 1y a fg = 1y a tedy g = f,
protoze inverzni izomorfizmus je urcen jednoznacné.

Véta 22 Necht V,W jsou dva vektorové prostory konecné dimenze nad T,
M CcV, N CW baze v nich, f : V — W homomorfizmus. Pak h(f) =

h((f)war)
Dikaz: Oznaéme M = {uy,...,u,}. Pak

Wf) = dimImgf = dim(f(u), ... f(un)) = dim{f (ur)n, .. -, f(un)n) = h ((f)var)
m
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Lemma 9 Necht V je vektorovy prostor nad T konecné dimenze a M, M’
jsou dvé bdze v ném. Pak matice (1v),,,, je rovna matici prechodu od bdze
M k bdzi M.

Dukaz: Pokud aplikujeme homomorfizmus 1y na libovolny vektor u € V,
dostaneme z definice matice homomorfizmu

(W = (v (u)y = (Wv) prar (War

To znamen4, Ze pokud vynasobime matici pfechodu od M k M’ ” ¢arkované”
souradnice vektoru u, ziskame jeho necarkované souradnice, coz je presné
zpusob, jak transformuje souradnice matice prechodu od M k M’. a

Véta 23 Necht V,W jsou dva vektorové prostory konecné dimenze nad T,
M, M’ baze V, N,N" baze W a f:V — W homomorfizmus. Pak

(f)N’M’ = (1W)N’N (f)NM (1V)MM’

Dtikaz: Jde jen o pfimocaré uziti druhého bodu lemmatu 8 na f zapsané
jako slozeni 1y o f o 1y. O

Protoze matici homomorfizmu mutzeme chéapat jako zavedeni souradnic na
prostoru Hom(V, W), které jsou v néjakém smyslu kompatibilni se zvolenymi
soufadnicemi na V' a W, popisuje tato véta vlastné pravidlo, jak se tyto
soutadnice transformuji. V druhém semestru podobnym zpiisobem odvodime
pravidla transformace libovolnych tenzorii.

Véta se nejcastéji pouziva v piipadé V =W, M = N, M’ = N'. Pak s
vywzitim (1y) 50 = (1v) 4 dostévame

(P)arraer = (W) gy (Faens (1v) oy

Operaci, kdy se matici A pfifadi matice RAR™! nazyvdme konjugovanim
matice A matici R. Vime jiz, Ze konjugovani zachovava hodnost a podle
posledni véty vlastné odpovida vyjadifovani endomorfizmu v riiznych béazich.
O maticich A a B, pro néz existuje regularni matice ) takova, ze B =
RAR™!, fekneme, Ze jsou podobné, zna¢ime A ~ B.

Piiklad 3 Spoctéme matici linedrniho zobrazeni f : R3 — R2, které je de-
finovdno predpisem f(z,y,z) = (x + z,x — 2y) vzhledem ke kanonickym bd-
zim, k bdzim M = {(2,3,0),(3,4,0),(0,0,1)}, N ={(1,2),(1,3)} a k bazim
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M = {(1,0,1),(1,1,2),(0,1,0)}, N = {(1,1),(2,1)}. Urceme jadro zobra-
zeni gf, kde g : R* — R* je linedrni zobrazeni pritazugici vektoru (3, 1) vektor
(1,—1,0,1) a vektoru (2,1) vektor (—1,1,0,—1).

Nejjednodussi je urcit matici

= (1 33)

Sloupce matice (f)ny jsou soutadnice obrazi bdaze M wvzhledem k bdzi N.
Staci tedy resit soustavu

11 2 31 1 010 14 3
2 3/-4 -5 0 0 1/-8 —11 -2 )’

10 14 3
= (2 3)

Matici (f) N muZeme spocitat podobné, ale pojdme si vyzkousSet pouZit ma-
tice prechodu (1)n'n a (1)par- Ty se dostanou vyjadienim vektori bdaze N

viuci N’
1 2|1 1 10 3 5]
1 1/12 3 0 1]-1 -2

cili

a vektort bdaze M' vzhledem k M
23 0|1 10 1 0 0|—4 -1 3
34 0/0 11 ~ 010 3 1 -2
0 0 1|1 2 0 0 01 1 2 0
Tedy
(f)N/M/:( 3 5)(10 14 3) _;l _1 _;’ :(0 -5
-1 -2 -8 —11 -2 1 9 0 1 4

Snadno ovérime, Ze primy vypocet davd stejny vysledek:

1212 3 0 1 00 -5 —4
1 1|1 -1 -2 0o 1|1 4 2)°
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Zobrazeni g jsme dostali definované hodnotami na bdzi P = {(3,1),(2,1)}.
Tedy matice g vzhledem k bdzi P a kanonické bdzi v R* je

1 -1
-1 1
0 O
1 -1

Matice sloZeného homomorfizmu je soucin matic jednotlivijch homomorfizma,
pokud je baze v prostrednim prostoru pro oba homomorfizmy stejna:

1 -1 1 -9 6

1 1 |[/0 -5 —4 1 9 6

(9f)xmr = (9)xn () v = 0 0 (1 , 2)_ 00 o
1 -1 1 -9 -6

Jadrem homomorfizmu gf jsou vSechny vektory, pro néz gf(u) = 0, ¢ili pro
jejichz soutadnice (u)yy = (x,y, z) vzhledem k M’ plati (gf)xar () = 0.
Tedy (u)pr € ((—6,0,1),(=9,1,0)). Ze souradnic vypocteme samotné bazové
vektory jadra (—6)(1,0,1) + (0,1,0) a (—=9)(1,0,1) + (1,1,2) a mdme

Kergf = ((—6,1,—6),(=8,1,—=7)).
Bylo by samoziejmeée mozné postupovat i jinymi zpusoby, napriklad vypocitat

(9f)xkx = (@) rx(Nrx = (@) k(D) (f)rx

, k cemuz ndm jesté chybi matice prechodu od M' ke K, a vesit soustavu
rovnic s matici (gf) k. Pak bychom uSetfili posledni krok, protoZe vysledek
by vysel v souradnicich vzhledem ke kanonické bazi.

6 Skalarni soudin

V této kapitole se podivame na priklad dodatecné struktury, kterou je mozné
definovat na vektorovém prostou, na skalarni soucin. Zavedenim skalarniho
soucinu ziskava cisté algebraicky objekt geometrické vlastnosti - umime rict,
kdy jsou vektory kolmé, zmérit jejich velikost, definovat tithel mezi nimi. Né-
které baze se stanou vyznac¢nymi - ortogonalni a ortonormalni baze. Mezi
linedrnimi zobrazenimi, ktera byla definovana jako podmnozina vsech zob-
razeni, ktera se chovaji hezky k algebraické struktufe vektorového prostoru,
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budeme moci vybrat mensi podmnozinu linearnich zobrazeni, ktera se chovaji
hezky i k dodatecné strukture geometrické, kterou s sebou prinasi skalarni
soucin.

Definice 12 Necht V' je vektorovy prostor nad T, pFicemz T je R nebo C.
Zobrazeni g : V x V. — T, které splnuje Vu,v,w € V, VA €T

nazyvame skalarnt soucin na V.

Jsou to vlastné dvé definice v jedné. V realném pifpadé je A = A, tedy prvni
dvé podminky vlastné fikaji, ze pokud do prvniho nebo druhého argumentu
zobrazeni ¢(-, ) dosadime libovolny vektor, pak vzniklé zobrazeni z V' do R
je linearni. Takové zobrazeni z V x V do R se nazyva bilinearni forma. Po-
dobné lze definovat pojem trilinearni, kvadrilinearni nebo obecné multiline-
arni formy. V komplexnim ptipadé je situace jiné, pfi vytknuti konstanty z
druhého argumentu pfibere tato konstanta komplexni sdruzeni. Takova vlast-
nost se nazyva antilinearitou, dobrym ptikladem antilinedarniho zobrazeni
je [:C— C, f(z) := z. Pro zobrazeni z V x V do C, které je v jedné slozce
linearni a v druhé antilinearni, se pouziva pojem seskvilinearni forma.

Treti podminka opét fikd néco trochu jiného na readlném a na komplexnim
vektorovém prostoru. Mluvime o symetrické bilinearni, resp. hermitovské
seskvilinearni formé. Posledni podminka ma smysl v realném i komplexnim
ptipadé, protoze z predchozi podminky plyne, Ze g(u,u) je vidy reélné ¢islo
a ma tedy smysl ho porovnavat s nulou. O bilinearni formeé, spliujici ¢tvrtou
podminku fikame, Ze je pozitivné definitni. Funkce ||u||, := \/g(u, u) se
nazyva norma piislusna skalarnimu soucinu g. Pozitivni definitnost zarucuje,
7e norma je dobte definovana a Ze nulovou normu mé pouze nulovy vektor.

Pokud bude jasné, s jakym skalarnim soucinem na prostoru pracujeme,
budeme jej znacit misto g(u,v) jen (u,v) a jeho normu ||u||. Naopak, pokud
budeme chtit explicitné vyznacit, ze na prostoru V' pouzivame skalarni soucin
g, budeme jej psat jako dvojici (V, g).
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6.1 Geometrie definovana skalarnim soucinem

Skalarni souc¢in umoznuje definovat na vektorovém prostoru pojem vzdale-
nosti. Abstraktné se vzdéalenost na néjaké mnoziné zavadi pomoci pojmu
metriky:

Definice 13 Necht M je mnoZina. Funkci p : M x M — R nazjvdme met-
rikou na M, pakliZe splniuje pro vSechny body x,y,z € M ndsledujici axiomy:

1. p(z,y) >0 a p(x,y) =0 prave kdyz x =y
2. p(z,y) = ply, x)
3. p(z,y) + ply,z) = p(z, 2)

Dvojici (M, p) pak nazgvime metricky prostor.

Prvni axiom 1ika, Ze vzdalenost je vzdy nezapornéa a zadné dva rizné body
nemohou mit nulovou vzdalenost. Druhy axiom vyjadiuje symetrii pojmu
vzdalenosti a tfetimu se fika trojuhelnikova nerovnost.

Priklad 4 Na prostoru R™ lze zavést metriku riznymi zpusoby. Tradicni je
metrika euklidovskd, ps(x,y) = /> i (x; — y;)%. Jsou ale i jiné zpisoby,
naptiklad metrika manhattanskd, pi(z,y) = > | |z; — yi|, nebo metrika
mazimovd, poo(x,y) = Maxi<i<n |T; — yi|. Zkuste si u kaZdé z nich ovérit
platnost axioma.

Véta 24 Necht'V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem. Pak pro libo-
volné vektory u,v € V plati

1 |(uw, )| < ullffv]]
2. Nlu =l < flull + o]

3. Dvojice (V,p), kde p : V x V. — R je definovina p(u,v) = |[u — v,
tvoTi metricky prostor.

Dikaz: Pro v =0 je prvni tvrzeni zifejmé. Pokud v # 0, pak

W) P (o) (w0) o),
osHu— O RTINS X Vo (U0 P ]2 =
Tk Tk Tk o]

WP L o o ()P
—fuf2—2 T Jlul? T (0]
Tk Bk Bk
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coz vede po upravé na dokazovanou nerovnost. Tu pak vyuzijeme na dokazani
druhého tvrzeni:

2
lu=v]l* = [Jull* = (u, v) = (v, w)+[lv]I* < [lul*+2lulllv]+[v]* = (ull + ])

Treti tvrzeni je ziejmé: prvni axiom metriky je disledkem c¢tvrté vlastnosti
skalarniho soucinu, druhy axiom plyne z prvni vlastnosti a trojihelnikova
nerovnost je disledkem druhého tvrzeni této véty. a

Prvnimu tvrzeni se fikd Cauchyova nerovnost (nékdy téz Schwarzova nebo
Buriakovského). Véta vlastné ovéfuje korektnost nasledujici definice, ktera

zavadi na vektorovém prostoru se skalarnim soucinem nejdilezitéjsi geomet-
rické pojmy:

Definice 14 Necht V' je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem g, u,v €
V. Pak ¢islo ||u — v|| nazjvdme vzddlenosti vektort u a v. Rekneme,

zZe u,v € V jsou kolmé, pokud g(u,v) = 0, znac¢ime u L v. Pokud V je
(u,v)

redlny vektorovy prostor, pak cislo ¢ € (0, 7), pro které plati cos ¢ = Tul el

nazyvame thlem mezi vektory u a v.

Metrice p(u,v) := ||u — v|| se fikd metrika indukované skalarnim soucinem.
Pokud V' je realny vektorovy prostor, spliiuje tato metrika vztah

(1,0) = 7 (o, ~0)? = plu,0)?),

kterému se nékdy fika polarizacni identita a ktery se da snadno dokazat
z definic (zkuste si a pokuste se také napsat verzi pro komplexni vektorovy
prostor). Je to vlastné rekonstrukce skaldrniho soucinu z jim indukované me-
triky. Metriky, které polarizacni identitu nespliuji, nemohou byt indukovany
skalarnim souc¢inem. Ovérte sami, Ze to je pripad maximové i manhattanské
metriky a zkuste také dokazat, ze pokud p spliiuje vlastnosti metriky a defi-
nujeme Yu,v € V ¢&islo (u, v) pomoci polariza¢ni identity, pak toto zobrazeni
spliuje vlastnosti skalarniho soucinu.

Pokud (M, p) a (N, o) jsou dva metrické prostory a f : M — N je zobra-
zeni, které Vz,y € M spliuje p(x,y) = o(f(x), f(y)), pak se toto f nazyva
izometrie. Z polarizacni identity plyne, Ze homomorfizmus f : (V,g) —
(W, h) dvou vektorovych prostorti se skalarnim sou¢inem je izometrie, pravé
tehdy kdyz Vu,v € V plati g(u,v) = h(f(u), f(v)). Linedrni zobrazeni s
touto vlastnosti se nazyvaji v realném, resp. komplexnim ptipadé ortogo-
nalni, resp. unitarni. Ze ¢tvrté vlastnosti skalarniho soucinu plyne, Ze ta-
kové zobrazeni musi byt monomorfizmus. Pokud je (V, g) = (W, h) a jde tedy
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o endomorfizmus, musi byt f izomorfizmem. Je jednoduché ovérit, ze mno-
zina vSech ortogonalnich endomorfizmu prostoru (V) g) tvoii grupu, a stejné
tak i mnozina vSech unitarnich endomorfizm.

7 Skalarni soudin v souradnicich

Je-li V' vektorovy prostor konecéné dimenze se skalarnim soucinem, M =
{uy,...,u,} jeho baze, u,v dva vektory z V a x = (z1,...,2,)" = (),

y=(y1,...,un)T = (v)n jejich soufadnice, potom
)= (S 3] = 3 i) = 705
i=1 i—1 ij=1

kde jsme ¢islo (u;, u;) identifikovali jako ij-ty element matice (). Ta se nazyva
matici skalarniho soucinu vzhledem k bazi M. Je to symetrickd, resp.
hermitovskd matice, nebot (u;, u;) = (uj, u;), tedy Q@ = Q. Jak se na matici

vvvvvv

budeme moci Tict az v pristim semestru, kdy budeme studovat bilinearni
formy podrobnéji. Zde se omezime jen na pozorovani, ze pro () = E je

(uv U) = leyz
=1

lull = Vw2 + a2l + .+ Jzaf?

a pozitivni definitnost je zjevné zarucena. Skalarnimu soucinu na R”, resp.
C™, jehoz matice vzhledem ke kanonické bézi je E, se fika standardni ska-
larni soucin. Vidime, ze standardni skaldrni soucin je pravé ten, ktery in-
dukuje na R" euklidovskou metriku.

Co se stane s matici Q) pfi zméné baze? Pokud M’ je dalsi baze ve V a R
je matice prechodu od M k M’, tedy pro soufadnice plati x = Rz’ pak také
2T = 2TRT a tudiz

(u,v) = 27Qy = 2" RTQRY, (1)

¢ili matici skalarniho soudinu vzhledem k M’ je RTQR. Pokud chceme, aby
matice skalarniho soucinu vzhledem k bazi M " byla stejné jako k M, dosté-
vame podminku Q = RTQR. Vsechny matice R, které pro dané pevné Q)
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tuto podminku spliiuji, tvoii grupu vzhledem k nasobeni (ovéite sami!). Spe-
cialné pokud Q = E, zjednodusi se podminka na R™R = E v komplexnim
piipadé, resp. na RTR = E v redlném piipadé. Takovym maticim R se pak
fikd unitarni, resp. ortogonalni, a ptislusna grupa matic stupné n se znaci
U(n), resp. O(n).

Jaky je vztah mezi unitarnimi maticemi a unitarnimi endomorfizmy? Po-
kud V,, je prostor se skalarnim souc¢inem, f € End(V') je unitarni endomor-
fizmus, M je baze V,,, vidi niz maji vektory u,v € V soufadnice (u)y = x,
(v)apr =y, f matici A a skalarni soudin matici ), pak

21 Q7 = (u,v) = (f(u), f(v)) = 2" ATQAY

Pokud () = E, dostavame At A = E. Tedy vzhledem k bazi, vii¢i niZ je matice
skalarniho soucinu jednotkova, ma unitarni endomorfizmus unitarni matici a
podobné ortogonélni endomorfizmus méa vici takové bazi ortogonalni matici.
Existuje takova baze vzdy a pokud ano, jak ji najit?

8 Ortonormalni baze

Definice 15 Necht'V je prostor se skaldrnim soucinem g. Bdzi prostoru V', v
niz je kazdy vektor kolmy na vsechny ostatni, nazyjvdme ortogonalnit baze,
pokud navic je norma vsech vektori rovna jedné, mluvime o ortonormalni
bazi.

Pokud V,, je vektorovy prostor konecné dimenze, pak matice skalarniho sou-
¢inu vzhledem k ortogonalni bazi je diagonalni s kladnymi hodnotami na
diagonale a vzhledem k ortonormaélni bazi je to jednotkova matice £. Vidime
tedy, Ze je-li M ortonormélni baze, pak M’ je také ortonormélni pravé kdyz
matice prechodu od M k M’ je ortogonalni, resp. unitdrni matice. Pokud
najdeme jednu ortonormalni bazi, pak uz se dokazeme alespon teoreticky do-
stat ke vSem ostatnim prostfednictvim elementi O(n) resp. U(n). Postup,
jak ortonormaélni bazi ziskat postupnymi ipravami libovolné baze, nese nazev
Grammova-Schmidtova ortogonalizace. Uvazujme M = {u,...,u,}
béazi V,, a definujme v, := uy. Vektor
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je kolmy na vy, staci dosadit. Dale definujme

V2,

opét vidime, Ze v3 je kolmé na v; i na vy. Pokracovanim tohoto postupu
ziskdme ortogonalni bazi a vydélenim kazdého vektoru jeho normou béazi
ortonormalni. Presné to formuluje nasledujici véta:

Véta 25 Necht' 'V, je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem g a M =
{uy,...,u,} jeho bdze. Pak existuje ortonormdlni bdze M' = {u},... u/}
prostoru V,, takovd, Ze Vk € {1,...,n}, (uy,...,ug) = (uf, ..., up).

Dukaz: Budeme postupovat indukci podle n. Pokud n = 1, pak definujme
vy =g, uf = IIzill’ tvrzeni véty plati. Necht nyni n > 1 a predpokladejme
platnost tvrzeni pro vSechny prostory dimenze mensi nebo rovné n. Takovym
prostorem jei (uq, ..., u,), takZe podle indukéniho pfedpokladu v ném mame
ortonormalni bazi {u},...,u,}, pro kterou Vk € {1,...,n}, (uy,...,ux) =

(uf, ..., up). Definujme nyni

n

/ /
Un+1 = Uny1 — E (un-l—la uz)u@
i=1

Tento vektor je kolmy na u;, Vi € {1,...,n}. Dale po tpravé vidime, ze
U1 € (Upy1) V(U)o ul) = (Upy1) V (Ug, ..., uy), tedy v,41 nemuze byt

nulovy vektor. Proto ma smysl definovat u,_, := ”Z"Iiu. Je pak zjevné, ze
n

lunll =1, Wy € {uh, . ul bt a(ul, ... ul ) = (ug,. .., Unps1). Tim je
véta dokazana. O

Trividlnim disledkem véty je, ze v kazdém vektorovém prostoru (V,, g)
nad T existuje ortonormalni baze. Je zfejmé, Ze linedrni zobrazeni, které i-
tému bazovému vektoru této baze priradi -ty prvek kanonické baze T", je
izometrie (V,,,g) a T" se standardnim skalarnim sou¢inem. Dostavame tedy
zesileni diive dokazaného tvrzeni, ze kazdy vektorovy prostor konecné di-
menze je izomorfni né¢jakému T", nyni jiz vime, Ze je mu dokonce izometricky
(at uz je skalarni souc¢in na V' jakykoli).

Zastavme se jesté u klicového kroku v dikazu véty. Mame ortonormalni
mnozinu M = {u}, ..., u,}, jejimz linedrnim obalem je W := (M). Zobrazeni
Py 1V — V, které vektoru u pfitazuje vektor > " | (u, u})u} je zjevné homo-
morfizmus, jehoz obrazem je pravé W. Navic plati, ze Py Py = Py (ovéite
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sami) a vSechny vektory kolmé na W zobrazuje Py na nulu. Je to tedy or-
togonalni projekce na podprostor W. V diukazu véty tedy konstruujeme
vpa1 tak, ze odec¢itdme od u,41 jeho ortogonalni primét na W, vznikly rozdil
je kolmy na W a tedy i na vSechny vektory z M.

Mezi ortogonalnimi maticemi a ortonormalnimi bazemi je jesté jeden zaji-
mavy vztah. Podminka ortogonality matice R se d4 piepsat jako RTR = E.
Prvek na pozici 75 sou¢inu matic na levé strané je vlastné euklidovskym
skalarnim soucinem i-tého a j-tého Ffadku matice R, takze podminka orto-
gonality znamend, ze fadky matice R tvofi ortonormalni bazi R™. Podobné
fadky unitarni matice tvori ortonormaéalni bazi C". Vynésobenim rovnosti
RTR = E, resp. R"R = F zleva R a zprava R~! dostavame RR”T = E, resp.
RR* = E, tedy Ze ortonormaélni bazi tvori i sloupce.

Piiklad 5 Naleznéme ortonormalni bazi podprostoru ((1,2,2,—1),(1,1,-5,3),(3,2,8,—7))
v R* se standardnim skaldrnim soucinem. Oznacme vektory po vadé uy, us, us
a vezméme vy := uy. Plati ||vi||* = 10 a (ug,v1) = 1+2—-10—3 = —10. Tedy

(UQ, ’Ul) —10

o =(11,-5,3) - (1,22, -1) = (2.3,-3,2)

Vidime, Ze skutecné va 1 vi. Spocteme ||vs||* = 26, (usz,v1) = 30 a (u3, vs) =
—26, takzZe

30 —26
vs=(3,2,8,-7) = +(1.2.2,-1) = —=(2,3,-3,2) = (2. -1, -1, -2),

co? je opét vektor kolmy na vy i vy, ||vs]|> = 10. Nakonec vydélime kaZdy
vektor jeho normou a ziskavame ortonormdlni bdazi

1 1 1
{\/—170(1, 2,2,—1), \/—276(2, 3,-3,2), \/—170(2, -1, -1, —2)}

9 Ortogonalni doplnék a dualita

Mnozinu vSech vektorti kolmych na vSechny prvky mnoziny M C V nazy-
vame ortogonalni doplnék M, znaéime M*. Jak souvisi tento pojem s
doplinkem podprostoru definovanym v kapitole o vektorovych prostorech?

Véta 26 Necht V' je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem g, W jeho
podprostor konecné dimenze. Pak ortogondlni doplnék W+ podprostoru W je
dopliikem podprostoru W ve V,,, tedy W & W+ = V,,.
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Diikaz: Dokazujeme vlastné dvé tvrzeni: W NWLt =0a W Vv Wt =V,
Pokud v € W N W+, pak v L u, &li (u,u) = 0 a tudiz u = 0. Pro druhé
tvrzeni predpokladejme, Ze existuje u € V,, u ¢ W & W+, Zvolme ve W
ortonormalni bazi {us,...,ux} a polozme v := u — Zle(u, u;)u;. Pak také
vé WaWtatedyiv ¢ W Na druhou stranu pro libovolny vektor
w = 2?21 rju; z W plati

k
(v,w) = (U - Z(Ujui)ui, ZW%) =
i=1 j=1
ko k
7i(u, u;) ZZFJUUZ (ui,uj) =0,

_]:1 ]:1 i=1

M»

tedy v € W+, coz je spor. O

Ortogonalni doplnék podmnoziny ve V' je podprostorem V. Staci ove-
fit, ze ut = {u}* je podprostor pak jiz musi byt M+ = MNuens ut jakozto
priinik podprostort také. Plati té%, ze M+ = (M)*, nebot pokud je vektor
kolmy na vsSechny prvky z M, je kolmy i na kazdou jejich linearni kombinaci
a naopak, pokud je kolmy na vsechny linearni kombinace, pak je specialné
kolmy i na ty z nich, které jsou rovny pfimo vektorim z M. Operace ortogo-
nalniho doplitku tedy prirazuje podprostorim ve V' jiné podprostory. Pokud
navic V' je prostorem konecné dimenze n a W jeho podprostor, pak z pied-
chozi véty plyne dimW+ = n — dimW. Pouzijeme-li operaci ortogonalniho
doplinku dvakrat, vidime jednak, ze Vw € W je w kolmé na vSechny prvky z
W, tedy W < (WH)L. Zaroven dim(WH)*+ = n — dimW+t = dimW, tudiz
musi byt (W)L = W. Operacim, které jsou stejné jako vzeti ortogonalniho
dopliku k podprostoru samy sobé inverzni, se obecné fika involuce nebo
duality, dalsimi piiklady jsou tfeba komplexni sdruzeni nebo stfedova c¢i
osova soumeérnost v prostoru. Dualita zprostiedkovana skalarnim soucinem
paruje podprostory do dvojic, jejichz ¢lenové jsou si navzajem ortogonalnim
dopliikem. Podobné jsou parovana do dvojic i linearni zobrazeni:

Definice 16 Necht (V,g), (W, h) jsou dva prostory nad T se skaldrnim souci-
nem a f € Hom(V,W). Pak homomorfizmus f* € Hom(W, V), ktery¥Vv € V,

Yw € W splnuge
h(w, f(v)) = g(f*(w), v),

nazyvame dualnim nebo téZ adjungovanym homomorfizmem k f.
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Necht M je ortonormélni baze (V,,,¢g), N je ortonormdlni baze (W, h), f €
Hom(V,,, W,,), W)y =2 = (21,...,2,)7, (Wn=y = (y1,.--,yn)T a A=
(f)nu, B = (f*) mn. Matice skalarniho soucinu g i h je vzhledem k libovolné
ortogonalni bazi jednotkova. Pak

> (Z az) = (w f©)) = (" (w) ) = 3 (Z 3 bﬁyi) 7

m
J=1

Porovname-li obé strany, vidime, ze rovnost pro libovolnd v a w vyzaduje,
aby @;; = bj; pro libovolné indexy i, j, ¢ili B = A" nebo v redlném piipadé
B = AT. Pokud tedy A je matice zobrazeni f, pak matice transponovana,
resp. hermitovsky sdruzend, je matici zobrazeni adjungovaného. Odtud je
konec¢né vidét, ¢im je zavedeni operace transponovani a hermitovského sdru-
Zeni matice motivovano. ProtozZe jsou tyto operace definovany pro libovolnou
matici, je ziejmé, Ze na prostoru konec¢né dimenze ma kazdy homomorfizmus
k sob& homomorfizmus adjungovany. Z (A7) = A a (A")T = A plyne, ze
(f*)* = f, jedna se tedy skutecné o dualitu.

Konecné se dostavame do bodu, kdy je mtzeme nové interpretovat a
elegantnéji dokazat tvrzeni h(A) = h(AT) a h(B) = h(B") z kapitoly o
hodnosti matice.

Vé&ta 27 Necht A € M,,,(R), pak h(A) = h(AT). Necht B € M,,,(C), pak
h(B) = h(BT).

Tvrzeni vlastné tika, ze obraz homomorfizmu z T™ do T" ma stejnou
dimenzi jako obraz jeho dualu. Vektor w € T" je prvkem (Im f)t, pravé
kdyz Vv € T™ plati

0= h(w, f(v)) = g(f*(w), v),
tedy f*(w) € (T™)* = 0 neboli w € Ker f*. Tedy (Im f)* = Ker f* c T",
¢ili
dimIm f + dim Ker f* =n
Podle véty o dimenzi jadra a obrazu ale také

dimIm f* + dim Ker f* =n

Tedy dimIm f = dim Im f*.
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10 Determinanty

V kapitole o maticich jsme definovali pojem stopy ¢tvercové matice A stupné
n, TrA=>3"", a;. Jednou z jejich vlastnosti je, ze pro tfi matice A, B,C €
M,,,(T) je Tr ABC = Tr CAB. Specialné pro R regularni plati Tr R"'AR =
Tr RR~'A = Tr A. Pokud tedy A je matice endomorfizmu f € End V}, vzhle-
dem k bazi M, pak matice tohoto endomorfizmu vzhledem k jakékoli jiné
bézi M’ ma tvar R~'AR, kde R je matice pfechodu od M k M’, a tedy méa
i stejnou stopu. Lze tedy definovat Tr f stopu endomorfizmu f. Je to cislo,
které je tfeba spocitat z vyjadfeni f vzhledem k néjaké bézi, ale vysledek
na volbé této baze nezavisi. Takovému ¢islu se v matematice fika invari-
ant. V této kapitole se budeme zabyvat jinym invariantem, kterému se iika
determinant matice. Determinant ma oproti stopé nazornéjsi geometricky
vyznam, jeho definice je ale komplikovanéjsi, a nez ji budeme moci napsat,
musime se néjaky cas zabyvat nécim, co samo o sobé s linedrni algebrou neméa
prilis spolecného.

11 Permutace

Permutace je bijektivni zobrazeni konetné mnoziny na sebe. Mnozina miuze
byt jakdkoliv, ale obvykle se bere prosté {1,...,n}. Mnozinu vSech permu-
taci této mnoziny znacime S,. Slozeni dvou permutaci je permutace, iden-
tické zobrazeni je permutace a inverzni zobrazeni k permutaci je také per-
mutace. Tedy 5, s operaci sklddani tvori grupu, tzv. symetrickou grupu
na n prvecich. Misto sklddani nékdy mluvime o sou¢inu permutaci. Obvykly
zapis permutace 7 je pomoci dvou radki

1 2 ... n
(1) =(2) ... w(n) )’
a pokud nehrozi nedorozumeéni, mizeme psat jenom fadek obrazu (w(1), 7(2), ...
Je snadné dokazat indukci, Ze na n prvcich existuje pravé n! permutaci.
Priklad 6 Grupa Ss sestdvd pravé z Sesti proka: (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3),
(2,3,1), (3,1,2) a (3,2,1). Inverzni prvek km = (2,3,1) je m= ! = (3,1,2),
protoze w(1) = 2, takZe musi byt 7= 1(2) = 1, atd. Priklad sloZeni dvou per-
mutaci zapiseme pro prehlednost ve dvourdadkovém zdpise:

(123 123\ (123
Tor=1{9 31 321/ (132

64



Leva strana je sloZeni dvou permutact, takZe nejprve je treba zobrazit kaZdy
prvek permutact p a poté permutaci w, napr.

(0 p)(1) = 7(p(1)) = 7(3) = 1

Definice 17 Necht m € S, a (i,j), i < j je dvojice indexi z {1,...,n}
Rekneme, Ze (n(i), 7(j)) tvori inverzi v , paklize m(i) > m(j). Pocet vsech
takovych dvojic nazveme I(m), pocet inverzt permutace .

Pozor, pojmy tvorit inverzi a pocet inverzi nemaji zadnou souvislost s in-
verzni permutaci, jsou to prosté ty dvojice ¢isel, které se na druhém radku
zapisu permutace vyskytuji v opacném poradi nez na prvnim. Naptiklad pro
permutaci (4,2, 1, 3) tvofi inverzi dvojice (4,2), (4,1), (4,3) a (2,1).

Lemma 10 Necht 7, p € S,,. Pak existuje celé ¢islo k takové, Ze I(m o p) =
I(m) + I(p) + 2k.

Dukaz: Necht ¢ < j, pak nastava pravé jedna z néasledujicich moznosti:

(==): p() < p(h),7(p(i)) < m(p(5))
(=) p(@) < p(5), 7(p(i)) > m(p(5))
(+=) = p(@) > p(5), 7(p(i)) > m(p(5))
(++): p(@) > p(4), m(p(i)) < 7(p(4))

Oznacme pocty dvojic odpovidajici témto variantam jako I, [, I, a
I,. Varianty (+—) a (++) davaji inverzi permutace p, varianty (—+) a
(++) inverzi permutace 7 a varianty (—+) a (+—) inverzi permutace 7 o p.
Tedy

I(mop) =T+ 14— =Ty + 1)+ (Lo + Loy) =204 = I(m) + 1(p) + 2,
kde k = —I++. O

Definice 18 Necht © € S,. Znaménkem permutace budeme rozumét

&islo sgn(m) == (—1)1.

Identickd permutace id neobsahuje zadnou inverzi, tedy jeji znaménko je

sgn(id) = 1. Z lemmatu plyne, Ze sgn(m o p) = sgn(m)sgn(p), a z téchto
dvou vlastnosti dohromady, Ze sgn(m~! o ) = 1, tedy sgn(7~!) = sgn(m).

65



Oznacime-li Z, grupu tvofenou mnozinou {1, —1} s operaci nésobeni, zna-
menaji tyto vlastnosti, Zze zobrazeni sgn : S, — Zs je grupovy homo-
morfizmus. Podobné jako u vektorovych prostort, i zde pojem homomor-
fizmus vyjadiuje, ze se zobrazeni chova hezky k dané struktufe, v tomto
pripadé struktufe grupy. MiZeme definovat jadro grupového homomor-
fizmu Ker sgn jako mnozinu vsech 7 € S,,, pro néz sgn m = 1. To je také grupa
(ovéfte sami), kterou oznacujeme A, grupa vsech sudych permutaci, nebo
téz alternujici grupa. Permutace, pro které sgnm = —1 se nazyvaji liché
a zjevné grupu netvori.

Oznacme Supp 7 nosi¢ permutace, tedy mnozinu vsSech indexti i €
{1,...,n} takovych, ze (i) # i. Permutace s dvouprvkovym nosic¢em se na-
zyvaji transpozice, vlastné pouze vyménuji né€jaky prvek ¢ s jinym prvkem
J, budeme je znadit [i, j|. Napfiklad (1,4, 3,2) je transpozice [2,4] = [4, 2].

Transpozice [1,2] obsahuje pravé jednu inverzi a je to tedy lichd permu-
tace. Transpozici [i, j], ¢ < j lze zapsat jako p~!o[1,2] o p, kde p je libovoln4
permutace, pro kterou p(i) = 1, p(j) = 2. Pak ale

sgn([i, j]) = sgn(p™ ") sgn([1, 2]) sgn(p) = sgn([1,2]),

tedy kazda transpozice je lichd permutace.

Transpozice je specialni pripad cyklu, coz je permutace s k-prvkovym
nosi¢em {iy, 4z, .. .1} takova, ze m(i;) = i;41 pro vsechna j € {1,...,k — 1}
a (i) = 11. Cyklus oznacime [i1, is, . . ., ix], ¢islo k se nazyva délkou cyklu.
Dva cykly nazveme nezavislymi, pokud jsou jejich nosice disjunktni.

Véta 28 KazZdou permutaci lze zapsat jako soucin nezdvislych cykli. KaZdou
permutaci lze zapsat jako soucin transpozic.

Dukaz: Staci vzit libovolny prvek i;; € Suppm. Jeho obraz oznacime
i12 = 7(i11), dale i35 := 7(i12) atd. Mnozina je kone¢nd, takze pro né-
jaké k1 € N musi nastat i1 4,41 = %1,1. Definujme 7 permutaci, jejiZz nosic
je {i1,1,- .., %14 } & na této mnoziné ma stejné hodnoty jako =, je to zjevné
cyklus délky k;. Zvolme iy ; € Supp 7 \ Supp 7 a opakujme postup, ziskame
takto N cykld m; o délce k;, které jsou nezavislé a plati m = 7 0... o7y,

Cyklus [i1, . . ., ix] je roven napiiklad souinu transpozic [i1, is][i2, 93] . . . [ix—17k]
(rozmyslete si podrobné). Pokud tento rozklad pouzijeme pro kazdy cyklus
T, ..., Ty, dostavame zapis permutace jako soucinu transpozic. O

Z dikazu je ziejmé, ze rozklad na nezavislé cykly je az na poradi jed-
noznacny. Rozklad na transpozice jednoznacny zdaleka neni, uz cyklus lze
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rozloZzit na transpozice mnoha jinymi zpusoby (najdéte néjaky) a také lze
do kteréhokoli mista vlozit soucin typu [¢, j|[J, . Protoze ale vime, Ze trans-
pozice je licha permutace a Ze sgn je grupovy homomorfizmus, vidime, Ze
znaménko permutace lze také spocitat jako (—1)Y, kde N je pocet transpo-
zic v libovolném rozkladu na transpozice, nebo také (—1)¢, kde C je pocet
cykli sudé délky v rozkladu na nezavislé cykly. To byva obvykle rychlejsi
metoda vypoctu znaménka permutace nez vypisovani seznamu vsech inverzi.

Véta 29 Necht'n > 1. Grupa A, md %' proki.

Duikaz: Zvolme pevnou transpozici, napfiklad [1,2]. Zobrazeni T : S, —

S, definované jako T'(7) = [1,2] o 7 je bijekce na konené mnoziné, pricemz

obrazem liché permutace je suda a naopak. Pak ale mnozina lichych a sudych
n!

permutaci musi byt stejné velka, tedy sudych permutaci je prave 7. O

11.1 Determinant

Definice 19 Necht A € M,,,(T). Determinantem matice A nazveme cislo

det A := Z sgn(7)A1r(1) A2 (2) - - - Cnr(n)

7T€Sn

Vidime tedy, ze determinant je soucet n! ¢lenti, z nichz kazdy je souc¢inem n
elementd matice vynasobenym znaménkem permutace. V kazdém takovém
soucinu se vyskytuje pravé jeden element z kazdého radku a pravé jeden
element z kazdého sloupce. Definice je tedy nejen znebespadla, ale také prak-
ticky neprili§ pouzitelna, protoze s rostoucim n roste pocet operaci velmi
rychle.

Misto det A budeme také pouzivat oznaceni |A| nebo u konkrétni matice
nahradime zavorky svislicemi. Pokud A je matice 2 x 2, pak

det A =| @1 2| _ sgn(12)aygass + sgn(21)ajpas; = aj1ase — a12a91
Q21 Q22

Podobné

@11 Aaiz2 Qi3
Q21 Q22 Q23 |= Q11022033 + (12023031 + 13021032
a31 Q32 as3

— 11023032 + Q13022031 — A12021033+
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Oznacme tadky matice A jako aq,as,...,a,, determinant matice A bude
vyhodné obcas znacit také jako |ay,. .., a,|.

Véta 30 Necht A € M, (T).

1 14] = A7)

2. Pokudr € T, pak |ay,...,ra;,...,a,| =7lay, ... a5 ... a4,

3. Pokud |ay,...,a;+a,, ... a,| =lay,...,a¢; ... apl+|ay, ... ra, ... a,

4. Pokudl <i<j<m,pak|ay,...,a;...,a5...,0, = —l|a1,...,0¢;,...,a;,...

Dukaz: Podle definice

|A| = Z sgn(7)A1r(1)A2r(2) - - - Ann(n) = Z sgn(p_l)alp-1(1)a2p-1(2) g1 (n)

TESy pESn
= > s2(P)apmnapep - oy = Y, se(p)al,myagy - Gy = [A7]
pESn pESn

Nejprve jsme vyuzili toho, Ze pokud p béi pies celou S, pak p~! také, pak
jsme preusporadali ¢initele v souc¢inu a pouZili sgn(p) = sgn(p™1).
Druhé tvrzeni plyne z

Z sgn(T)a1x(1) - - - (Tin(i)) - - - nm(n) =T Z SgN(T)A1r(1) - - - Qin(i) - - - Anr(n)
7T€Sn 7T€Sn
a podobné ziejmé je i tvrzeni tieti.

Zobrazeni, které 7 ptifazuje 7’ = 7 o [i, j], je bijekce S, na S, takze

‘A| = Z sgn(w’)alwl(l) o Qg () - - - gt (5) - - - Q! (n)

7' €Sy
= Z sgn(7r o [Z, j])alw(l) c. CLm(j) c. ajﬂ(i) c. am(n)
TESn
= — Z Sgn(ﬂ')alﬂ(l) .. .ajw(l-) .. .am(j) .. .am(n),
TESR

¢imz je dokazano c¢tvrté tvrzeni.
O
Tato véta mé radu dusledkti. Z prvniho tvrzeni plyne, ze druhé a treti
tvrzeni plati i pro sloupce. Z druhého je jasné, ze determinant matice, ktera
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obsahuje nulovy fadek (nebo sloupec), je nulovy. Ctvrté tvrzeni vlastné iik4,
Ze pri transpozici na rfadky se determinant vynasobi znaménkem transpozice,
a protoze libovolnou permutaci lze ziskat jako soucin transpozic, permutace
rfadkt zptisobi vynasobeni determinantu znaménkem permutace. Ze ¢tvrtého
tvrzeni také plyne, ze pokud méa matice dva stejné radky, pak je jeji determi-
nant nulovy. Pokud tedy do i-tého radku matice pricteme r-nasobek j-tého
radku pro ¢ # j, pak je ve druhém tvrzeni s a = ra; posledni ¢len nulovy
a tedy se determinant nezméni. Pri¢itanim nasobkid ostatnich fadkd, pre-
hazovanim poradi fadkt a nasobenim fadku ¢islem je mozné matici prevést
na horni trojuhelnikovou. Determinant horni trojihelnikové matice je ale ro-
ven soucinu diagonalnich elementii, protoze v definici determinantu vsechny
¢leny kromé clenu prislusejiciho # = id obsahuji alespon jeden prvek pod
diagonélou, a ten je roven 0. Determinant matice 1ze tedy pocitat Gaussovou
eliminaci, jen si musime dat pozor, ze zmény poradi fadkd a nasobeni ¢is-
lem determinant zméni. Na druhou stranu ale mtzeme vyuzivat i sloupcové
upravy, pokud je to vyhodné.

Véta 31 Matice A € M,,,,(T) je reqularni, prave kdyz |A| # 0.

Dukaz: Matice A je regularni pravé kdyz h(A) = n. Pokud matici pfeve-
deme Gaussovou eliminaci na horni trothelnikovou, pak se hodnost zachova
a nulovost ¢i nenulovost determinantu také. Ale determinant horni troju-
helnikové matice je nenulovy, prave kdyz jsou nenulové vSechny prvky na
diagonale a pravé tehdy je i hodnost matice rovna n. a

Véta 32
det A- B = det A. det B.

Dikaz: Oznac¢me C' = A- B. Jsou-li ¢;, resp. a; sloupce matice C, resp. A,
pak ziejmé pro kazdé k plati ¢;; = Zj ag;bji, tedy ¢; = Zj a;bj;. Vime tedy,
VAS

det C' = det(cy, ..., ¢,) = det(z ajbji,cay ..., Cp) = Z bj1 det(aj, co, ..., cp).
J J

Postupnym dosazovanim za cs, ..., ¢, a vyuzitim linearity v jednotlivych
sloupcich dostaneme

det C' = Z .. Zbﬁl .. -bjnn det(ajl, e ,CLjn).
jl ]n
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Ale det(aj,, ..., a;,) je nula, pokud zobrazeni 7 : i — j; neni prosté (opakuji
se sloupce matice). Tedy se vlastné s¢ita pres vSechny permutace m € P,.
Navic

det(ar(1y, - - -, An(n)) = sign(m) det(as, ..., ay).

Tedy vysledek ma tvar

det C' = [Z sign(7)br(1)1 - - - br(nyn] det(aq, . . ., a,)] = det B.det A.

7T€Pn

Poznamka:

Véta o determinantu souc¢inu méa jako okamzity disledek dvé tvrzeni:

(i) det A=t det A = 1.

(i) det C71AC = det A.

Tedy podobné matice maji stejny determinant a je tedy pravda, ze de-
terminant je (po stopé) dalsi invariant pro relaci podobnosti matic.

11.2 Aplikace determinantu.

Definice 12 Necht A je n x n matice. Necht Ar; je podmatice vznikld z
matice A vynechdnim tadku s indexy z mnoZiny I C {1,...,n} a vynechdnim
sloupct s indexy z mnoZiny J C {1,...,n}. Pokud maji mnoziny I a J stejny
pocet prvki, budeme determinant |Ay;| nazgvat I J-tym minorem matice
A. Pokud I = J, nazyvame tento determinant hlavnim minorem.

Je-li I = {i} a J = {j}, pak se tento minor nazjvd prvnim minorem
a znaci se |A;j|. Cislo

Ajj = (=1)"]Ay]

se nazyvd ij-tym kofaktorem, nebo algebraickym doplitkkem matice A.

Lemma 7 (Rozvoj determinantu podle sloupce)
Necht j je pevné vybrané cislo sloupce, pak

det A = Z aijflij,
1=1

kde Aij je ij-ty algebraicky doplnék matice A.
Totéz turzeni analogicky plati i pro rozvoj determinantu podle zvoleného
radku.
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Dikaz: Predpokladejme nejdiive, ze 7 = 1. Vyjadieme nyni determinant
matice A, kterd ma vlastnost, ze jediny nenulovy prvek v prvnim sloupci
je prvek aq;, kde i je dany index. Pokud navic ¢ = 1, pak pfimo z definice
plyne det A = ay; det Ay1. Pro ¢ # 1 staci posunout i-ty fadek na prvni misto
a pofadi ostatnich ponechat. Determinant se pfi takovéto operaci vynasobi
znaménkem pifslusné permutace, které je (indukei) rovno (—1)"*1. Véta tedy
plati pro takovéto matice.

Prvni sloupec si mohu napsat jako linearni kombinace kanonické baze, tj.
S1 = aji1€1 + ...a,e,. Pak uz staci jen pouzit linearitu determinantu vici
prvnimu sloupci a vyse dokazana tvrzeni.

Pokud j je rizné od jedné, pak udélame permutaci slouctt pomoci cyklu,
ktery prevede j na 1, 1 na 2, atd. az j — 1 na j. Pokud tuto permutaci
pouzijeme na sloupce, prehodime j-ty sloupec na prvni a ostatni se posu-
nou doprava. Tim dostaneme novou matici A. Znaménko této permutace je
(—1)’~1. Tim dostaneme novou matici A, a tedy, |A| = (—1)'j|A|. Pak po-
uzijeme tvrzeni pro j = 1 s tim, ze prislusné algebraické dopliky jsou stejné.

O

Lemma 8 (Vypocet inverzni matice)
Oznacme A;; matici, kterd vznikne z matice A vynechdnim i-tého radku a
J-tého sloupce.

Pak inverzni matice B = A~ md tvar

bij = (—1)i+j (det A)_l det Aji
(vSimnéte si prehozeni potadi indexi!).

Dikaz: Jednotkova matice 1,,, ma prvky d;;, kde ¢ je tzv. Kronekerovo
delta. Je definovano tak, ze d;, = 1 pro i = k a d;; = 0 pro i # k. Oznac¢me
symbolem e; jednotkovy vektor (sloupec) s 1 na j-tém misté. Definujme si
matici C' predpisem

Cij = (—1)i+j det Aji = det(al, ey Ai—1,€5, A4 1, - - - ,an).

Pak staci ovérit rovnost C' - A = det A.1,,5,.
Ale

(C . A)zk = Z Cij Qi = Z det(al, ey Ai—1,€5, Ajg 1, - - ,an)ajk =

J J
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= det(al, ey A1, Ay Ay - - .,an).

Nyni stac¢i si uvédomit, posledni determinant se rovna ¢islu det A pro i = k
a nule pro i # k (v prislusné matici se opakuji sloupce). O

Véta 33 (Cramer)

Predpoklddejme, Ze matice A je requldrni, oznacme a; jeji sloupce. Pak sou-
stava linedrnich rovnic A - x = f s pravou stranou f md prdvé jedno reseni
dané€ vzorcem

-1
z; = (det A) " det(ar,...,aj-1, f, aj41,. .., Q).
Dtikaz: Vime u, Ze feSeni existuje jediné a je ddno vztahem z = A~!.

f. Staéi tedy pouzit pfedchozi vzorec pro inverzni matici a dostaneme (s
pouzitim oznaceni predchoziho lemmatu)

xj = ijkfk = Z(det A)tdet(ay, .05 1, €y Qjit, - ) fr =
k k

= (det A)il det(al, ceey @1, f, Qjt1,. -, an).
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