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Kapitola 1
Banachovy a Hilbertovy prostory

1. Zakladni vlastnosti a priklady Banachovych prostoru

PRIKLAD 1. C([0,1]) a L,([0,1]) pro p € [1, oo] maji nekone¢nou dimenzi.

RESENI. Necht {x,,}2, je libovoln4 rostouci posloupnost bodii v [0, 1] konvergujici k bodu 1. Naleznéme
posloupnost {U, }°2, otevienych mnoZin v [0, 1] tak, Ze pro kazdé n € Nje z, € U,,a U, N U, =
) pro m # n. Ddle, dle Uryshonova lemmatu existuji funkce {f,}52, takové, Ze pro kazdé n € N,
fo(z,) =1a f, jenulovanal,, n Um. Potom posloupnost {fn}>2, je zfejmé linedrné nezavisla mnoZzina v
C'(]0,1]), a tedy tento prostor ma nekone¢nou dimenzi. Déle, pro kazdé p € [1, 00| je posloupnost {xy, }°2 ;
charakteristickych funkci mnoZin U, zfejmé linedrné nezavisld v L, ([0, 1]), a tedy i tento prostor m4
nekonec¢nou dimenzi.

O

PRIKLAD 2. Necht' n € N. Ozna¢me
C™([0,1],K) := {f : (0,1) = K; f™ spojitd na (0, 1) a Ize spojité rozifit na [0, 1]}.

(a) Ukate, 7e pro kazdé k € {0,...,n} je f*) spojitd na (0, 1) a Ize spojité rozsifit na [0, 1].
(b) Uvazujme vzorec

fllen = I flloo + 11f oo + -+ 1FPlloss f € C™([0,1]).
Ukazte, ze (C"([0, 1], K), |||lcx)) je Banachtv prostor.

RESENI. (a) Indukci dokdZeme, Ze pro k € {0,...,n — 1} je funkce f* Lipschitzovskd na (0, 1). To sta&f,
nebot’ kazda Lipschitzovska funkce je stejnomérné spojitd a stejnomérné spojité funkce na (0, 1) se daji
spojité rozsifit na [0, 1]. Zvolme tedy i € {1,...,n} a predpoklddejme, Ze ) je spojitd na (0,1) a lze
spojité rozsifit na [0, 1] (pro i = n to plyne z deﬁnice c™(]0, 1}) pro ostatni hodnoty 7 to plyne z induk¢éniho
predpokladu). Pro piehlednost oznaéme g := f~Y. Pak ¢’ je omezend na (0, 1). Tvrdime, Ze potom g je
lipschitzovska funkce. Nejprve uvazujme pifpad K = R. Zvolme z,y € (0,1), x < y, pak dle Véty o stiedni

hodnoté existuje & € (z,y) spliujici ¢'(§) = %‘Z(m), tedy dostdvame

l9(y) = 9(@)| = 1g' - ly — x| < [|g'lloc - |y — 2],
a protoze z,y € (0, 1) byly libovolné, dostavame Ze g je ||¢'||o-lipschitzovska. V pifpadé K = C aplikaci
Jiz dokdzaného redlného ptipadu dostivame, Ze Re g a Im g jsou K -lipschitzovské pro néjaké K > 0, pak
ale pro kazdé z,y € [0, 1] mdme
9(2) = 9(y)| = V/IReg(x) — Reg(y)]? + [Im g(x) — Img(y)]? < /| K|z — y[|> + |K|z — y]?
= V2K|z — 1y,

a tedy ¢ je v/2K-lipschitzovska funkce.

(b) Dle jiz dokdzaného (a) je || f||c» dobfe definované redlné &islo pro kazdou f € C™([0, 1]). Ovéime,
Ze vzorec definuje normu na prostoru C"([0,1]). Mdme ||0||c» = 0 a pokud f € C"(]0,1]), f # 0, pak
| fller = 11 fllc > 0. Ddle, pro f € C"([0,1]) a A € K dostdvame

M llen = 1A lloo + IAS oo + - -+ IAf ™ [loo = (XA fllen-
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Konecné, pro f,g € C™([0, 1]) plati

1f +gllen = 11F + glloo + 1 + g lloe + -+ 1F™ + 6 oo < I fllem + llgllen.

Zbyva dokazat tplnost. Necht' (f,,)nen je cauchyosvkd posloupnost v C"([0, 1]). ProtoZe pro kazdé
k€ {0,...,n} mame || £ < [|fn]lcn, jsou posloupnosti (£ e, k € {0,...,n} cauchyovské v
prostoru C'([0,1]) (po spojitém dodefinovani na [0, 1]) a protoze C([0,1]) je Banachiv, existuji spojité
funkce g, € C([0,1)) ze || /) — gillse — O pro kazdé k € {0,...,n}. Oznaéme g := go a ukaZme, 7e
g*) = g. Postupujme indukci. Pro k = 0 to je zfejmé. Pokud je k > 0 a g®) = ¢; proi < k — 1, pak
fék_l) stejnomé&rné konverguje k g;_; a posloupnost ( f¥),cy je stejnom&mé konvergentni, tedy dle Véty
o stejnomérné konvergenci derivaci dostdvame, Ze (f¥),cn stejnomémé konverguje k (gp_1) = g*) a z
jednoznacnosti stejnomérné limity tak dostdvame, 7e ¢*) = g;. Nasli jsme tedy funkci g € C™([0,1])
spliiujici ||f7gk) — g®||s — 0 pro kazdé k € {0,...,n}, a tedy posloupnost (f,,)ncn konverguje ke g v
prostoru C"([0, 1]).

O

PRIKLAD 3. Necht' (X, p) je metricky prostor s metrikou p a 7o € X je ddno. Uvazujme vektorovy
prostor Lip(X) vSech lipschitzovskych redlnych funkci na X s normou

[f(x) = f(W)

Iy = 1)+ sup {5

;%yGXw#y}
(a) Ukazte, ze Lip(X) je Banachuv prostor.
(b) Ukazte, ze Lip([0, 1]) neni separabilni.

RESENI. (a) Pfedpoklddejme, Ze (f,)°°, je posloupnost funkei v Lip(X), kterd je cauchyovskd v normé
||| ip- Potom z odhadu |f,,(z0)| < || f|lLip pro n € N plyne, Ze posloupnost redlnych ¢isel (f,,(z0))r2, je
také cauchyovskd, a tedy konvergentni. Ddle, zvolme z € X rGzné od z( (pokud X je jednobodovy, pak
Lip(X) = R je Banachiv). Potom pro kazdé n, m € N plati

|fn(2) = fnl@o) = (fm(2) = fn(@0))] _

p(2, o) B
SSHp{Kfn_fm)(x)_(fn_fm)(y”;x,yGX,x?éy} S an_meLz ,
p(z,y) ’

odkud plyne, Ze také posloupnost ¢isel (f,(z) — fu(%0))nen je cauchyovskd, a tedy konvergentni. Tedy,
jelikoZ konverguje posloupnost ( f,,(x))2 ;, konverguje i posloupnost ( f,,(2))52 ;. Mizeme tedy definovat
funkci

f($>:nlg§ofn($)v reX.

Zbyva ukdzat, Ze posloupnost ( f,,)2° ; konverguje k f v normé ||-||rip. Zvolme tedy libovolné £ > 0. Potom
existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n,m > ng je || f, — fm||Lip < €. Ddle fixujme libovolné dva body
x # y v X. Potom muzeme nalézt n > ng takové, ze | f(xg) — fu(xo)| < &, |f(x) — fu(x)] < ep(z,y) a
|f(y) — fu(y)| < ep(z,y). Nyni pro kazdé m > ny plati

|(f = fm) () = (f = ) (W)

|(f = fm)(20)| + < [(f = fa) (o) +

p(z,y)
= fu) ()] + U= fm><:;><x— g — f)W)|
2p(z,y) B | )
< (1 L 1~ folhsy <

Tedy pro kazdé m > ng plati || f — fi||Lip < 4€, ¢imZ je dikaz dokoncen.
(b) Nalezneme nespocetnou diskrétni podmnozinu Lip([0, 1]). Zvolme xy = 1. Nyni nalezneme posloup-

e}

nost (g,,)5>; funkei v Lip([0, 1]) takovou, Ze funkce (g,,)7>; maji po dvou dijunktni nosice a ||g, ||, = 1
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pro kazdé n € N. Konkrétnéji, pro n € N definujeme funkci g,, predpisem

1 3
gulw) = max {0, =5 — 2 = =51}, e 0,1),

pak g,, je 1-Lipchitzovskd a nosi€ g, je roven |5, 2 -

Nyni, pro kazdou podmnoZinu pfirozenych &isel M C N, jelikoZ funkce g, maji po dvou disjunktni

nosice, je funkce
neM

dobre definovand a lipschitzovskd na [0, 1] s || far||ip = 1. Navic, pro dvé riizné podmnoZziny pfirozenych ¢isel
M aN je | fu— fnllLip = 1. Vskutku, zvolme n € (M \N)U(N\ M), potom || far — fn|lLip > [|gnllLip = 1.
Tedy mnozina funkci

{fu - M C N}
je nespocetna diskrétni podmnozina Lip([0, 1]), a tedy Lip([0, 1]) neni separabilni.

PRIKLAD 4. Pro posloupnost &fsel = (z,)22, € KN polozme

oo
@a)llow = 21l + Dk — .
k=1

Oznatme bv := {x € KY; ||z||s, < oo}. Dokazte, Ze (bv, ||-||s,) je Banachdv prostor.

RESENI. Nejprve ukazme, Ze ||-||», definuje normu na prostoru bv. Mame ||0]|;, = 0. Pokud = € bv a
|z|lw = 0, pak 1 = 0 a x = xx11 pro kazdé k € N, tedy indukci dostaneme Ze x, = 0 pro kazdé k € N.
Proz € bva A € K mame

IAzllon = Aaa] + Y IAMllzisr — 2l = AL [l
k=1

Konecné, pro x,y € bv plati

|7+ Yllow = |21 + 01| + Z!wkﬂ — 2k + Yks1 — Ykl < 2]lo0 + [[Y]lbo-
k=1

Zbyvé dokdazat tplnost. Nejprve si uvédomme, Ze pro kazdé x € bv a kazdé ¢« € N mame
i1
7| < Z’ﬂﬂkﬂ — k| + |2,
k=1
tedy plati
Veebv: |[|z]e < ||2||p- (1)
Necht' (2¥)2° , je cauchyovskd posloupnost v prostoru bv. Pak z (T)) dostdvame, Ze (2*)3°, je cauchyovska
posloupnost také v prostoru /., a tedy z tplnosti /., existuje z € /o, spliujici ||2* — || — O.
UkaZme nyni, 7e x € bv, tedy Ze ||x||y, < oo. JelikoZ je posloupnost (z*)%° , cauchyovskd v bv, je
v tomto prostoru omezend a tedy existuje C' > 0 sphiujici, Ze ||z*||,, < C pro kazdé k € N. Pro spor
predpokladejme, Ze ||z, > C'. Potom existuje ng € N spliiujic || + > " |Tp1 — Tn| > C. Tim oviem
dostdvéme spor s tim, Ze pro kazdé n < ng, posloupnost (z*(n))%2, konverguje k z,,, a

no
)]+ e (n+1) —2F(n)| < ||2¥|le < C, k€N
n=1

Tedy |||y < C < 0.
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Zbyva dokizat, Ze ||2* — x|y, — 0. Zvolme € > 0. Nalezneme k; € N takové, Ze pro kazdé k, 1 > kg je
y p J
|z* — 2|4y < &. Déle, jelikoZ ob& normy ||z* ||, a ||]|;, jsou kone&né, lze nalézt ny € N takové, ze

o @] (0.)
Y lmt 1) —am) <ea D |oan — x| <e
n=ng+1 n=ng+1
Dile, protoZe :rk(n) — x, prokazdén € {1,...,ng}, nalezneme k; > k¢ spliiujici, Ze pro kazdé k > ki,

ng
21— 2F ()] + Y [(@ns1 — 2) — (@F(n + 1) — 2¥(n))| <e.
n=1
Potom pro kazdé k& > k; plati, ze

lo = 2*]| = |21 = ()] + ) _l(@ns1 — @) = (20 +1) = 2*(n))]

+ D @ = 2a) = (@ (0 + 1) — *(n))]

n=ng+1

et D N(@un — @) = @0+ 1) = ()] + [|2% — 2F|,

n=ng-+1
<et Y @ —w)l+ Y @R+ 1) =2 m)] + [|l2% — 2¥(|s,
n=ng-+1 n=ng+1

<et+e+e+e=4e.

Tim je dlikaz ukoncen.
O

PRIKLAD 5.  (a) Naleznéte Gplny metricky prostor X a klesajici posloupnost { B, } uzavienych koul{
v X tak, ze (), ey Bn = 0.
(b) Ukazte, ze v Banachové prostoru X takova posloupnost neexistuje.

RESENI. (a) Necht X = (—1,1),aproz,y € (—1, 1) definujme

L+lz—yl, z#y,
p(x,y)z{o | | ~
, T =1q.

Je snadné ovéfit, Ze p je metrika na X. Navic (X, p) je Gplny metricky prostor, nebot’ neobsahuje Zadné
cauchyovské posloupnosti.

Nyni Ize snadno ovéfit, Ze pron € N je mnoZzina B,, = [£:2, 1) uzaviend koule v (X, p) o stfedu £
poloméru 1 + 5. Tedy {B,} je klesajici posloupnost uzavienych kouli v (X, p) spitujici (,,cy Bn = 0.

(b) Necht’ {B,,} je libovolna klesajici posloupnost uzavienych kouli v Banachové prostoru X'. Pro kazdé
n € N, necht’ z,, znadf stfed a r,, zna¢i polomér koule B,,. JelikoZ posloupnost kouli { B, } je klesajici, je
posloupnost {r,,} nerostouci, a tedy konvergentni. Rozli§ime dvé moZnosti.

Pokud posloupnost {r, } konverguje k nule, potom je posloupnost {z,, } cauchyovska, a tedy konvergentni.
Potom ale zifejmé limita této posloupnosti leZi v priiniku kouli B,,.

Predpoklddejme tedy naopak, Ze posloupnost {r, } konverguje k &islu y > 0. Potom lze nalézt n € N
takové, ze r,, < 2. Tvrdime, Ze pro kazdé m > n je x,, € B,,. Pro spor predpokladejme, Ze existuje m > n
takové, Ze x,, ¢ By, tedy ||z,, — || > 7. Potom, jelikoz B,, C B,, je

a

T = Tp + (T, — x,) € By,
Oznac¢me
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Potom ||y — 2, || = || — 20| @ ||y — 2| = 2||2m — 2,]|. Déle ukaZme Ze B(y,r,,) C B,. Vskutku, pro
kazdé z € B(y,r,,) mame x,, + (y — 2) € B,, C Byatakéx,, — 2z =y — z + x,, — =, a tedy
|2 =zl = (Y — 2 + Tm) — 2l < 74,
z ¢ehoz dostavame z € B,,.
Uvazujme nyni body
T'm T'm
T+ ———(xym — ) € B CBpay+ ——(y — z,) € B(y, ) C By.
| Zm — 24| |Zm — Zn]
Potom . .
|Zm + —m@jm —zn) — (Y + —m(y —zn))|| < 27y
Na druhou stranu,
T'm T'm
|2 + (T —2n) — (Y + 77—y — )| =
[ | [m — @l
T T
= Jlam =y + =@ = ) = (1 =) lly = 2 =
me_ nH me_l‘nH
”

= (14 ") 2o = 2all = 2z = zall + 7) > 47

Dostavame spor s tim, Ze r, < 2n < 2r,,, ¢imZ je dikaz ukoncen.
O

2. Linearni operatory a funkcionaly

PRIKLAD 6. V nésledujicich piikladech ukazte, ze T : X — Y je spojity linedrni operator, spoctéte jeho
normu a zjistéte zda existuje x € Sy spliujici || 7z|| = ||T'||. Déle zkoumejte zda je operator 1" prosty (a
pokud ne, zjistéte jeho jadro), zda je operdtor 7' na a zda je operétor 1" izometrie do, pfipadné izomorfismus

do (a pokud ano, popiste jeho obor hodnot a spoc¢téte normu inverzniho operatoru).
(a) X=Y= 61, T((I’n)) = (0,1’1, o, .. )
b) X =Y =0,T((x,)) = (9,23, T4q, .. .).
© X=Y=0((Z),T((x,)) = (k)22 (kde k € Z).
d) X =Y =40, T((x,)) = (21 + 229, 21 + T, T3, Ty, T5, . . .).

(v tomto piikladu uvaZujte pouze prostory nad télesem redlnych Cisel)
e X =Y =0Tz, = (%)nzl.
() X =Y = b, T((xn)) = (Fi72n)nzr-
() X =Y = C([0,7]), kde r > 0, T(f)(t) = [ f(x)da.

(v tomto piikladu uvaZujte pouze prostory nad télesem redlnych cisel)
(h)y X =C([0,7]),Y = CY([0,r]), kde r > 0, T(f)(t) = fot f(z)dz.

(v tomto piikladu uvaZzujte pouze prostory nad t€lesem redlnych Cisel)
() X = ([0, 1)), Y = C([0,1]). T(f)(t) = f' - f.

(v tomto piikladu uvaZujte pouze prostory nad télesem redlnych Cisel)
(i) X =Y = L,([0,1]), kde p € [1,00], T(F)(t) = F(V2).

(v tomto prikladu uvazujte pouze prostory nad télesem redlnych cisel)

RESENI. (a) Pro kazdé (z,,) € ¢, mdme

1T ((zn )l = Z\xi! = [IGn)ll,

tedy 7'(z) € ¢, pro kazdé = € ¢, az véty o aritmetice limit snadno dostdvame Ze 7" je linedrni operator. S
pouZzitim vypoctu vySe déle vidime, Ze T’ je izometrie, tedy se jednd o prosty operdtor a inverzni operator
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md normu rovnu jedné. Kone¢né, snadno nahlédneme, ze Rng T C {y € ¢1; y(1) = 0} a dokonce plati
rovnost nebot’ pro kazdé y € ¢; spltiujici y(1) = 0 mame T'((y2, Y3, . ..)) = y. Specidlné, T" neni na.
(b) Pro kazdé (x,,) € ¢; mame

1T ((zn))lh = ZW < [IGza)lls,

tedy T'(z) € ¢, pro kazdé = € ¢, a z véty o aritmetice limit snadno dostavame Ze 7" je linedrni operdtor.
S pouzitim vypoctu vyse ddle vidime, Ze T je spojity a ||| < 1. Navic, ||T'(e2)|| = 1 = ||ez||, tedy
|T|| = 1 a operétor T své normy nabyvd. Déle zfejmé = € Ker T pravé kdyz z(n) = 0 pro kazdé
n > 2 a tedy operator T neni prosty (tedy neni ani izomorfismus) a plati Ker 7' = {z € {1; z(n) =
0 pro kazdé n > 2}. Kone¢né, operator 1" je surjektivni nebot’ pro y € ¢; mame 7'((0, y1,yz,...)) = ¥.

(c) Poznamenejme, Ze pro k = £1 se jednd o hojné uzivany operator, kterému se fika ,,levy/pravy shift*.
Zvolme k € Z. Pak pro kazdé (x,,) € (1(Z) mame

17 ((n))ll = ‘/le‘ml < [IGn)ll,

tedy, analogicky jako vySe, 1" je linedrni izometrie (a tedy 7' je prosty). Navic, 1" je na nebot’ pro kazdé
x € 0(Z) mame T'((x,—1)5,) = .
(d) Tento tip operatoru si lze pfedstavit jako operator dany ,,nekonecnou matici“

To 1 1 0 0 0 . i)
T3 — 0 0100 . X3
Ty 0 0O 01 0 . Ty

Zkusme tedy nejprve vySetfit chovéni operdtoru S : (R?, ||-||2) — (R?, ||-||2) daného ,,2x2 podmatic{
vlevo nahote*, konkrétn&ji S(z,y) = (z + 2y, z + y) pro (z,y) € R% NaSe intuice spocivd v tom, Ze
norma operatoru 7' bude uréena normou operatoru .S, nebot’ operator 7' se d4 napsat jako soucet S a
sidentity” (z3,x4...) — (3, 24...).

Spoctemé tedy nejprve normu operdtoru .S. Mame

IS] = sup{ll(z + 2y, + )| (z,y) € Sge} = sup{\/(w +2y)? + (z + )% 2* +y° = 1}.
Vzhledem k tomu, Ze odmocnina je rostouci funkce, prevedli jsme tak ulohu na vySetfovani maxima
funkce f(z,y) = (z + 2y)*> + (z + y)* na kompaktni mnozin€ M = {(x,y) € R?* 2? + ¢* =
1}. Maximum funkce f na M nalezneme pomoci metody Lagrangeovych multiplikatort. Nejprve si
uvédomme, Ze pro (z,y) € M mame

flz,y) = 2° + 4oy + 4(1 — 2%) + 2° + 22y + (1 — 2*) = —32° + 6xy + 5.

Pokud je bod (z,y) € M bodem lokdlniho extrému, pak musi platit Ze bud’ (2x,2y) = (0,0) coz
nenastane pro zadné (x,y) € M, nebo existuje A € R spliujici

(A2z, A2y) = V f(z,y) = (—6x + 6y, 6x),
tedy, s pfihlédnutim k tomu Ze pfipad x = 0 nebo y = 0 implikuje (z,y) = (0,0) ¢ M, mame

A= %I a proto piislusné A € R existuje prave kdyz plati % = —6x + 6y coZ je ekvivalentni s tim, Ze
22 = —xy + 1% Na mnoziné M méme y?> = 1 — 22, tedy po tipravé dostdvdme ekvivalentni rovnici

1—2z2
X

222 = —xy + 1 a proto mame y = . Z podminky (z,y) € M pak musi zdroven platit

1 —222\2
x2+< x):L
x

1—2z2
X

a snadnym vyieSenim této rovnice dostaneme Ze 2% € {%5}, atedy y = = $\/i5 . % a také

yYr=1-2= %5. Celkem tedy jedinymi kandiddty na lokdlni extrém f na kompaktni mnoZin& M
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{(u\/ N YIAY. 5‘30“5>; mAe{-1, 1}},
pfi¢emz pro p, A € {—1,1} mdme
f(u [oinds /—5 M) 5+/\\/__6>\\/25—5+5:7—3>\\/3
10 10 10 2

a funkce f tedy nabyva svého maxima pro p € {—1, 1} a A = —1, atedy madme

1= [ (25 V) = (s 25) =

Nyni jiz snadno nalezneme normu operatoru 7. Pro kazdé = € .Sy, plati
IT(@)I3 = 1S (zr, 22)I3 + (23, 24, )P = 1S (@1, 22) 3 + 1 = [[(21, 22) 13
(zr,2) I*(ISI1° = 1) < [IS]”

jsou body

(coz jsme spocetli vyse), existuje © = (x1,22,0,0,...) € Sy, spliujici |T'(z)]| = ||S(z1,z2)|| = ||5] =
)

Protoze operator S je uren regularni matici, dostdvame Ze T je bijekce (tedy je prosty a na), kde
operator 7% : ¢5 — /5 je uréen inverzni matici S~!, tedy po snadném vypo&tu inverzni matice dostaneme
7e T~Yx) = (=21 + 2x9, 11 — T9, 73,24, ...) pro kazdé x € (,. Konetné&, podobnym postupem jako

vy3e (tj. prevedenim dlohy na vypodet extrému funkce dvou promé&nnych) zjistime Ze || 71| = 4/ #
Vzhledem k tomu, Ze postup je v tomto pripade naprosto analogicky, ponechdme detaily vypoctu normy
|7~1| na Etenafi.

(e) Pro kazdé (z,,) € ¢, mame

1T ((zn))ll5 = Zl S| < Z’an |(2n) 13,

tedy T'(z) € {5 pro kazdé x € {5, T je spojity linedrni operdtor a ||T'|| < 1. Navic, ||T'(e1)|| = 1 = [le],
tedy ||T’|| = 1 a operator T' své normy nabyva. Ddle ziejmé = € Ker T pravé kdyz x(n) = 0 pro kazdé
n € N a tedy operdtor 7" je prosty. Pro vySetfeni oboru hodnot 7" si v§imneme, Ze pokud ja ddno y € /5 a
T(x) =y, pak nutné musi platit z,, = n - y,, pro kazdé n € N. Tedy Rug T = {y € la: (ny,)>>, € {2}
a operdtor T" tedy neni na, nebot’ napiiklad y = (1) € 5 ale y ¢ Rng T". Operétor T' nenf isomorfismem,
protoZe napiiklad | Te,|| = =+ — O ale ||, || = 1 pro kazdé n € N,

V tuto chvili by se student mohl divit, jak jsme na to pfisli. Obecnou metodou pro vysSetieni, zda
je operator isomorfismem, byva, najit predpis pro inverzni operator a vysetfit jeho spojitost. V tomto
konrétnim piipadé vidime Ze inverzni operdtor 7! : RngT' — {5 je ddn predpisem T 'y = (ny,)>>,
pro y € {5, a operator T je tak isomorfismem pravé kdyZ je operdtor T~! spojity, ekvivalentné omezeny.
(ny)ll <

C'|ly||- A pravé tato Gvaha nds pak navede na to, Ze volbou y = e,, pro dost veliké n bychom mohli dostat

spor, coZ jsme pouZili vyse.
(f) Pro kazdé (z,,) € ¢, mame

IT(@a)ls = D11 = Fp)aal® < Y Jzal® = ll(2)l13, )
=1 i=1

tedy T'(x) € {5 pro kazdé x € (5, T je spojity linearni operator a ||T'|| < 1. Navic, pro n € N mdme

lea|| = 1a||Te,| = nLH — 1, tedy ||T'|| = 1. Normy se nenabyva, nebot’ pro kazdé n € N je
(1— n_+1) < 1 a tedy v (2) mdme dokonce ostrou nerovnost ||T'(z)||% < ||z||3 pro kazdé = € /5. Déle

ziejmé x € Ker T pravé kdyz x(n) = 0 pro kazdé n € N a tedy operator 7" je prosty. Pro vySetieni

oboru hodnot 7" si v§imneme, Ze pokud ja ddno y € ¢, a T'(x) = y, pak nutné musi platit z,, = =5 Yn
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pro kazdé n € N. Tedy Rng T = {y € o: ("y,)>2, € (>} aoperdtor T je tedy na, nebot’ pro kazdé
y € (>, mame

1y 5 =D 11+ 2Plyal® < Y1201 = (12y]12)° < oc. 3)
n=1 n=1
Z Gvahy vySe vidime, Ze inverzni operdtor T~ : {5 — (5 je dan pfedpisem 7' (y) = (“1y,)2, a
tedy z (3)) dostévéme, ze T~ je spojity operator a |[7~!|| < 2. Tedy 7T je isomorfismus. Kone¢n&, médme
T e;|| = 2 = 2||es]| atedy ||T7!|| = 2 a T~ dokonce nabyva své normy.

(g) Nejprve si pfipomenime Vétu o derivaci funkce horni meze Riemannova integrélu, podle které pro kazdou
funkci f € C([0,r]) plati, ze [0,7] > t — fot f(x) dx je spojita funkce spliujici (7'f)" = f. Specidlné,
prokazdé f € C([0,r])je T f spojitd (v nasi definici pouZivame spise Lebesguetiv integral, ale pro spojité
funkce jsou oba integrély totozné). Z linearity integralu tak dostavame, ze 7" : C'([0,7]) — C([0,7]) je
dobfe definované linedrni zobrazeni. Ddle pro f € C([0,7]) at € [0, 7] mdme

() @) §/0|f($)|dx§ ||f||o<>/0 1dt <7l flo,

tedy |7 f|lcc < ||f|lcc @ proto T je spojity a || T'|| < r. Navic, mdme ||T'1||o, = r = r||1]|» a proto

|T|| = r aT nabyva své normy. Pokud 7'f = 0, pak dostdvame ze 0 = (T'f) = f, operdtor T je proto

prosty. Operdtor 7" neni na, protoze kazda 7' f ma vSude vlastni derivaci a pfitom existuji spojité funkce

které v néjakém bod¢ nemaji derivaci (dokonce existuji i takové spojité funkce, které nemaji derivaci

v Z4dném bodg€). T neni isomorfismus, protoZe pro posloupnost funkei f,(z) := (n — n’z) - X 1) (x),
n

n € N snadno spoCteme, Ze || f,,|| = n — oo, ale | Tf,.|| = Ol/n(n —n?z)dz = § prokazdé n € N.

(h) Podobné jako v piikladu vy3e nahlédneme, ze pro kazdé f € C([0,7]) je T'f € C1([0,7]) a (Tf)" = f.
Z linearity integrdlu tak dostdvame, ze T : C'([0,r]) — C*([0,r]) je dobie definované linedrni zobrazen.
Pfipomeifime si (viz. Piklad ), Ze na prostoru C' ([0, 7]) uvazujeme normu || f||c1 = || fllso + || /]| co-
Dile pro f € C([0,7]) at,s € [0,7] mdme

T+ (TF) (s)] < /O [f@)ldz + |f ()] <7l flloe + 1 flloo = (7 + D[ flloo;

tedy || Tf|lct < (r+ 1)]|f]|« & proto T je spojity a ||T'|| < r + 1. Ddle mdme T'1(t) = ¢ pro kazdé
t € [0,r], tedy [[T1f|cx = r+1 = (r + 1)|[1f|, a proto [ T'|| = r + 1 a T nabyvé své normy.
Podobné jako v predchozim piikladu odvodime, Ze " je prosty. Operator 1" neni na, protoZe pro kazdé
f € C([0,7]) plati Tf(0) = 0 atedy RngT C {g € C*([0,7]); g(0) = 0}. Na druhou stranu, pro
kazdou g € C*([0, r]) spliiujici g(0) = 0 plati, ze T¢'(t) = fot g (z)dz = g(t) — g(0) = g(t) pro kazdé
t €[0,r],atedy RngT = {g € C'(]|0,7]); g(0) = 0} a inverzni operdtor 7! : Rng T — C([0,7]) je
dan piedpisem T 'g = ¢ pro kazdé g € Rng T'. Ddle, pro g € Rng T plati odhad

1T~ glloe = llg'lle < llgllcr,

tedy 7! je spojity opertor, |7 !| < 1 a T je isomorfismus. Kone¢né, uvazujme pro kazdé n € N
funkci g, (z) = max{1 — nx,0}, x € [0, r]. Pak g,, € C([0,7]), ||gn]| = 1 apro f,, = T(g,) dostdvame,

ze X
T fn nloo 1 1
||T—1|| > H f H — Hg H — T = — N 1,
Tl ~ Tl lanle ~ 70 —maydr o1 &1
a proto mame ||771|| = 1.

(i) Z linearity derivace dostdvame, ze T je linearni. Pro f € C'(]0, 1]) mdme

1T flloo < 1F o0 + [1flloe = I fllcr,
tedy 7" je spojité a ||T'|| < 1. Ddle [|[T1]|x = [|0 — 1]joc = 1 = ||1]|c1, tedy ||T|| = 1 a operétor
T nabyva své normy. Zfejmé mame f € KerT pravé kdyz f je feSenim homogenni diferencidlni
rovnice f' — f = 0, jejiZ fundamentdlni systém je tvofen funkci e’ (protoze A = 1 je jediny kofen
charakteristického polynomu A — 1 = 0). Tedy 7" neni prosty (a tedy neni ani isomorfismus) a mdme
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Ker T = span{Ce’; C' € R}. Kone¢né, T je na, nebot’ pro kazdou g € C([0,1]) dle Peanovy véty o
existenci feSeni diferencidlnich rovnic existuje feSeni rovnice f' — f = g.

(j) Pokud je p = oo, pak je T zfejmé izometrie na, nebot ||t +— f(t)|lec = ||t = f(V)||eo @ T} :
Lo([0,1]) = L([0,1]) je dén predpisem T f(t) := f(t*). Pfedpokladejme tedy nyni, Ze p < oo a
zvolme f € L,([0,1]). Pak s pouZitim substituce ,,s = 1/t* dostaneme

1 1
nwmaAWﬁww=AU@mwwﬂmm @

tedy Tf € L,([0,1]) pro kazdé f € L,([0,1]), T je spojity linedrni operitor a ||T|| < /2. Dile pro
funkci f,, :== ¥/n - Xy Ly mame || f,,||, = 1 a zdroven

n’

1
IThlp= [ nds—ne(--2ed) oz,
(1-1/n)?

tedy ||T'|| = ¥/2. Operitor T své normy nenabyva, nebot’ pro s € A := {s € (0,1); f(s) # 0} mame
|f(s)[P2s < 2|f(s)|P a protoze mnozina A ma kladnou miru kdykoliv f # 0, dostavdme pro kazdou
[ € St o) v @) ostrou nerovnost (tj. |7 f|| < || f|]). Dale kdykoliv T'f = 0, pak ||T'f||, = 0 a tedy
dle vypoctu (@) dostavame, Ze 2s|f(s)|P? = 0 skoro vSude, tedy f = 0 skoro vSude, coz dokazuje, Ze
operétor T je prosty. Pro g € L,([0,1]) mame T'f = g pravé kdyz g(t) = f(/t) skoro viude, pro takové
f s pouzitim substituce ,,t = /s dostaneme

[isora= [irvmrszas= [argzas

atedy f € Ly([0,1]) pravé kdyz 551 € L,([0, 1]). Celkem tedy Rng T = {g € L,([0,1]); - €

L,([0,1])} a proto T neni na nebot’ napiiklad g(s) = (\/;)UP € L,([0,1]) \ RngT. Dale T neni
izomorfismus, protoZe funkce f,,(t) := é{ “X(1/n1] € Lp([0,1]) spliiuji Ze || f,||z, — o0, ale [|T'fn ]z, <

[t71/2P]|,, < oo pro kazdé n € N.

O

PRIKLAD 7. Necht' X = C([—m,7]),Y = Loo([—7, 7]) jsou uvazované jako prostory nad R. Uvazujme
pro k € Z predpis

ox(f) = /7r f(t)(sint)* dt.

(a) Zjistete, pro kterd k € Z je ¢, € X*. Spoctéte v téchto ptipadech normu ¢y, a zjistéte, zda se ji nabyva
(normu staci vyjadrit v integralnim tvaru).

(b) Zjistete, pro kterd k € Z je ¢, € Y*. Spoctéte v téchto ptipadech normu ¢, a zjistéte, zda se ji nabyva
(normu staci vyjadfit v integrdlnim tvaru).

RESENI. Nejprve vySetfeme, pro jakd k € Z plati, ze " _|(sint)*| d¢ < oo. JelikoZ |sin¢| je m-periodickd
funkce, staci vySetfovat konvergenci integrélu pies interval [0, 7] a s pouZitim substituce ,,o = 7 — ¢** a faktu

Ze |sint| = |sin(m —t)| si uvédomime, Ze staci vySetfovat konvergenci integralu ,,u nuly“, tedy napiiklad pres
. . , . int)k . , e e , ,
interval [0, g] ProtoZe mame lim;_, (S”tlk) = 1, dle limitniho srovndvaciho kritéria je integrdl konvergentni

pravé kdyz foﬁ/ kAt < 0o, co je pravé kdyz k > 1.
(a) Necht nejprve k& < 1. Potom pro konstantni funkci 1 na intervalu [—m, 7] je ¢5(1) = [” (sint)"dt.

Tento integral ale neni konvergentni, tedy ¢, neni v tomto pfipadé dobfe definovany.
Prok > 0je [7 |(sint)*|dt € R, apro f € C([—m,7]) plati

oDl < [ 15O i < 1 fle [ (st
Tedy ¢y, je dobfe definovany prvek X* a ||¢x]| < [ |(sint)*|dt. Nyni ukdZeme, Ze ||¢y] =

J7 |(sint)*|dt a zjistime, ve kterych piipadech ¢, této normy nabyva.

T
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Necht' & > 0 je sudé. Potom pro konstantni funkci 1 na intervalu [—, 7] je ¢4 (1) = [ (sint)*dt =
J7_|(sint)*|dt, a tedy v tomto pFipad& se normy nabyva.

Necht' & > 0 je liché. Zvolme posloupnost spojitych funkei { f,,}52, definovanych na intervalu
[—m, 7] s hodnotami v [—1, 1] spliiujici, Ze f,, konverguji bodové k funkci f = X (0,4] — X[-r.0)-

Potom dle Lebesgueovy véty je

™

lim fn(t)(sint)kdt:/_ﬂ f(t)(sint)kdt:/_ﬂ|(sint)k\dt.

n—oo [

Tedy | ¢x|| = " _|(sint)*|dt i v tomto piipad. Pfedpoklddejme, Ze normy se nabyvd, tedy Ze existuje
funkce f € Bx splitujici, Ze ¢, (f) = [7_ f(t)(sint)*dt = ["_|(sint)*|dt. Uvazujme funkce

h(t) = |(sint)*|, te[-m7], a g(t)=f(t)(sint)*, te&[-nn]

Potom ziejmé g < h. Déle [”_(h — g) = 0 dle pfedpokladu. Odtud plyne, 7e g = h skoro viude v
intervalu [—7, 7. Tedy f = 1 skoro vSude v intervalu (0, 7), a f = —1 skoro vSude v intervalu [—, 0).
Tedy f neni spojitd v 0, coZ je spor. Normy se tedy v tomto pfipadé nenabyv4.

(b) Pro k£ < 0 mizeme obdobné jako vySe uvazovat konstantni funkci 1 a opét dostaneme, Ze ¢y, neni dobre
definovéano.

Pro k > 0je ¢ : Y — R dobfe definovdno a pro f € Y plati

oDl < [ 15O i <17l | (st

tedy opét o | < [ |(sin )|t
Pro k£ > 0 sudé se normy opét jako vySe nabyva na konstantni funkci 1.
Pro k > 0 liché uvazujme funkci f = x(0.1)—X[-r,0) € Loo([—7, 7]). Potom ¢ (f) = [ _|(sint)*|dt,
a tedy normy se nabyva i v tomto piipadé.
O

PRIKLAD 8. Pro jakd a € R je zobrazeni T': L5([0, 3]) — L1([0, 3]?) definované pfedpisem

f(z)
Tf(z,y) =-—=, f € Ls([0, 3]).
) ( xy)“ 5 [ D
dobie definovanym spojitym linedrnim operatorem?
(vSechny prostory v tomto prikladé jsou nad télesem redlnych Cisel)

RESENI. Dle Fubiniovy véty pro kazdé f € Ls([0, 3]) médme

o= [ vear [ 129 ar

Dle Holderovy nerovnosti tak dostdvame odhad

o< [ ([l an) st

a protoZe oba integraly vySe jsou konvergentni pro a < %, T’ je spojity linedrni operator kdykoliv a < %. Na
druhou stranu, pokud a > %, pak 5(a — 1) > —l atedy 2! € L5([0, 3]), zdroveti ale

B 3 B 31
7= [ yedye [ ]de =
0 o !'T

a proto T neni operétorem z L5 ([0, 3]) do L;([0, 3]?).
Konecné, uvazujme pripad kdy a = %. UvaZujme funkci

o0

2n/5

X(27(n+1)72—n) .
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Pak mame
= 2" -n —(n+1) 1 - 1
e, => [ CBar=y T opem iy Lo
n=1 n=1

tedy f € L5([0, 3]). Pfitom ale

2n/5 31—4/5 0 5. 2n/5 .
_ —4/5 _ ) 1/512
177 / dy: Z/ e 2B T4 anl n 7 e
1-4/5 25 s ~1/5 1-4/5 sy a1
=5-3 -5-§ 21 =27 = 2531 (12 ) - =oo.
Tedy ani v pifpad€ a = % neni T" operdtorem z L5 ([0, 3]) do L1([0, 3]?).

PRIKLAD 9. DokaZte, 7e operétor T : L;([0,1]) — C*(]0, 1]) definovany predpisem

Tf(x) = /0 f) expley)dy,  f € La((0, 1)

je dobre definovany spojity linearni operator.
(v tomto piikladu uvazujme jen prostory nad télesem redlnych Cisel).

RESENI. Zvolme f € Ly([0,1]). Ovéfme pfedpoklady véty o integralu zvislém na parametru, abychom
ovéfili Ze funkce 7'f je diferencovatelnd. Pro kazdé x € [0, 1] mame |f(y) exp(zy)| < e|f(y)| € L1(]0, 1])
a zdroven |- 2 f(y) exp(zy)| = |yf(y) exp(zy)| < |e- f(y)| € L1(]0,1]), tedy pfedpoklady v&ty o integrélu
zéavislém na parametru jsou splnény a mame

(Tf)(x) = / yf () expley) dy, @ € [0, 1],

kde v bodech z € {0,1} mdme na mysli jednostranné derivace. Specidlng, T'f € C'([0,1]), z linearity
integrélu je zfejmé 7’ linedrni a mdme odhad

1 1
ITfller < / () explay)| dy + / 1y f (y) exp(ay)] dy < 2el| ]|z,

tedy 7 je spojité a || T'|| < 2e.

PRIKLAD 10. Necht' a > 0 a
D= {1,sin(2§kx),cos(%“kx); ke N}.
Dokazte, Ze pro Banachovy prostory X € {C([0,a]), L,([0,a]); p € [1,00)} plati, Ze span D = X.

RESENI. Je snadné si uvédomit, Ze pro kazdé a > 0 je zobrazeni T : L, ([0, a]) — L,([0,27]) definované
predpisem

TH(E) = f(£8), t€ 0,27
lindrni izometrie na, a tedy mtiZeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze a = 27 (pro ptipad X = C([0, 1])
je situace analogicka).

Z teorie Fourierovych fad vime, Ze trigonometrické polynomy jsou husté v C' ([0, 27]) (viz. [Z, Véta
4.41]), z ¢ehoz dostavame ze span D = X. V piipadé Zze X = L,([0, 27]) si uvédomime, Ze kdykoliv je
mnozina A C C(]0, 2x]) hustd v C([0, 27]), pak je také hustd v L, ([0, 27]) (coZ plyne napfiklad ihned z
dikazu separability L, ([0, 27]) - viz. Véta FA.1.26).

O
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PRIKLAD 11 (Dalsi ptiklady k procviceni - s vysledky, bez podrobného feSeni). V nasledujicich piikla-
dech ukazte, ze T' : X — Y je spojity linedrni operator, spoctéte jeho normu a zjistéte zda existuje x € Sy
spliiujici || Tz|| = ||T'||. Dédle zkoumejte zda je operdtor 1" prosty (a pokud ne, zjistéte jeho jadro), zda je
operator 1" na a zda je operator 1" izometrie do, pfipadné izomorfismus do (a pokud ano, popiste jeho obor
hodnot a spoctéte normu inverzniho operatoru). V zadanich niZe uvazujeme vSechny prostory redlné.

(@ X =Y =0,T((z,)) = (x1, —x2, T3, — T4, .. .).
(b) X=Y :€Q,T<<In) (Il — T9, T — 21’1,1’3,1‘4,...)
(C) X=Y= EQ, T((l’n) (0 T, 0 , L4y .. )
() X =Y = £, T((n)) = (
)
(

= %)20:1-

() X =Y =10, T((x,)) = (nTHxn)Zozl

O X=0,Y =l, T((x,)) = (x1 4+ ... +x,)2,

(0 X =Y =C(0,1)),Tf = f+ f(1) — f(0)

(h) X =Y =C([0,1]), Tf(t) = (t — 5) f(t).

() X =Y = (1,1, Tf(t) = £},

G) X =C'([0,7]), Y = C([0,r]), kde r > 0, Tf = f'.

k) X =C*[0,1]),Y =C([0,1]),kde r > 0, Tf = f" + f.
) X =Y = L,([0,1]), kde p € [1,00], Tf(t) = (t — 1) f(2).
(m) X =Y = Ly([0, 1]), kde p € [1,00], Tf = x 1 - f.

VYSLEDKY. (a) T je izometrie na.

— /7+:;\/5

(©) ||7|| = 1, normy se nabyvd, T" neni prosty a neni na, Ker T" = {z; x(2i) = 0,7 € N}.

(d) ||T|| = 1, normy se nabyvd, T je prosty a neni na, Rng 7" = {z; (nz,)2, € 62} nen{ izomorfismus.

) ||T|| = 2, normy se nabyvd, T je prosty a na, je izomorfismus, ||[77|| = 1.

(®) ||IT|| = 1, normy se nabyvé, T je prosty a neni na, RngT = {x € lo; (v, — 2,-1)°2; € {1} (kde
xo := 0), neni izomorfismus.

(b) T je isomorfismus na, T =4/ %

T = 3.
(h) ||T']| = %, normy se nabyvd, T" je prosty a neni na, nenf izomorfismus.
(i) ||T|| = 1, normy se nabyva, T neni prosty a neni na.
() [|T]| = 1, normy se nenabyvd, T neni prosty a je na, Ker "= {f; f = const}, nen{ izomorfismus.
(k) ||T|| = 1, normy se nabyvd, T' neni prosty a je na, KerT = {C'sint + Dcost; C,D € R}, neni
izomorﬁsmus
() |T]] = %, normy se nabyde préavé kdyZ p = oo, je prosté a neni na, nenf izomorfismus.
(m) || T = 1 normy se nabyde, 7" neni prosty a neni na, KerT' = {f € L,([0,1]); f] 0k = 0}, T neni
0,31

izomorfismus.
O

3. Operace s normovanymi linearnimi prostory, projekce a dopliky

PRIKLAD 12. Dokazte, Ze standartni kvocientovd norma na kvocientovém prostoru /., /., je rovna

|Z|| = limsup|z(n)], &€ lx/c,-

n—oo

RESENI. Prostor ¢ je podprostorem /.., ma tedy smysl uvaZovat prostor /.. /.,. Dle definice kvocientové
normy mame

2]l = inf{[lyl - y € 2}, & € loo/ocp-
Volme tedy pevné x € .
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Pokud y € %, potom y = x — 2 pro néjaké z € c,. Tedy plati

lylloo > limsup|y,| = limsup|z(n) — z(n)| > lim sup|z,| — limsup|z(n)| =
n—o00 n—o0 n— o0 n—o0

= lim sup|z,|,
n—oo

nebot’ z € ¢o. Tim je dokdzano Ze ||z|| > lim sup,,_, . |%,|.
Pro diikaz druhé nerovnosti, pro n € N oznacme
Zp = (—x1,...,—2,,0,0,...) € co.

Pak x + z, € Z,a

limsup|xz(n)| = lim sup|z(k)| = lm ||z 4+ 2.]|e0 < ||Z]],
n—00 n—00 k>p n—00

¢imzZ je dokdzdna druhd nerovnost.
O

PRIKLAD 13.  (a) Necht' Y je uzavieny podprostor normovaného linearniho prostoru X. Jsou-1i Y i
X/Y tplné, je X také tplny.
(b) Necht’ Y je uzavieny podprostor normovaného linedrniho prostoru X. Pak néasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni.
(i) X je separabilni,
(ii) Y i X/Y jsou separabilni.
RESENI. (a) Necht' {x,} je cauchyovska posloupnost v prostoru X . Uvazujme posloupnost tid ekvivalence
{Z,} v prostoru X /Y. JelikoZ pro kazdé m,n € N mame

172 — Fllxyy = llam = Zullxyy = nfflzn —2m =yl < llon = zull,

je také posloupnost {z,} cauchyovskd v prostoru X/Y. JelikoZ tento prostor je dle predpokladu tplny,
existuje x € X takové, Ze posloupnost {7, } konverguje k z. Tedy posloupnost {m} konverguje k 0 v
X/Y.Dile, pro kazdé n € N nalezneme y,, € Y takové, Ze

—_— 1
o= 2 — gl < 7= 2l + = 5)

Potom posloupnost {y, } je cauchyovskd v Y, coZ plyne z odhadu
1Y = Ymll = Y0 — Tn + Tp — T+ 2 — iy + Ty — Y| <
< lon = 2l + 1@ = 2m = ym) = (z =20 —ya) || <
< lwn = zll + 12 = 2n = Yl + [l2 = 20 — || <
< an — Tl + 2= Tl + 2 + |l7— 20| + 2
pro m,n € N. Tedy, jelikoZ prostor Y je tplny, existuje limita posloupnosti {y, }, kterou oznalime y € Y.
Potom z odhadu () plyne, Ze posloupnost {x,, } konverguje k x — y. Tedy prostor X je dplny.
(b) Pfedpokladejme nejprve, Ze X je separabilni. Potom Y je separbilni, jakoZto podprostor prostoru
X. Navic, pokud {z,} je spofetnd hustd mnoZina v X, potom {Z,, } je hustd mnozina v X/Y’, coZ plyne z
odhadu
|8 —Fallxy < o —aall, z€X,meN.
Tedy X/Y je také separabilni.
Predpoklddejme naopak, Ze prostory Y a X /Y jsou separabilni. Necht' {x,} je posloupnost bodi v X
takovd, Ze mnozina {z,} je hustd v X/Y, anecht’ {y;} je hustd mnoZzina v Y. UkdZeme, Ze mnoZina
{Zn +yr :n, k € N}
je hustd v X. Zvolme z € X ae > 0. Nalezneme n € N takové, Ze ||T — 7, || < e. Tedy

infllz — o, —yl = 7 -2l <e,
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a tedy existuje k € N, takové, Ze ||z — z, — yi|| < €. Tedy {x, + yx : n,k € N} jehustd v X a X je
separabilni.
O

4. Hilbertovy prostory

PRIKLAD 14. V nésledujicim piikladé€ je dan Hilberttv prostor H, jeho uzavieny podprostor Y a bod
xo € H. Najdéte néjakou ortonormdlni bazi Y, napiSte vzorec pro ortogondlni projekci na Y a najdéte
nejbliz§i bod v Y k bodu z, kde
(@) H=C3Y = {(z1,79,23) € C?; imy +ixg — 23 =0}, g = (1,2,0).

(b) H = Ly(]—1,1]), Y podprostor tvofeny polynomy stupné nejvyse 2, xo(t) = sint.
(c) H = Ly([~1,1], =<5 )), Y podprostor tvofeny polynomy stupné nejvyse 2, zo(t) = t°.

Vi
(pfipomefime, Ze mirou p = ﬁ)\ rozumime borelovskou miru, pro kterou plati [, f(¢)du(t) =

£t
fA \/%dt)'

RESENI. Nejprve si naznaéme obecny postup jak Fesit dlohy tohoto tipu, déle pak se budeme zaobirat
konkrétnimi zaddnimi (a)-(d). Na zacatku feSeni ulohy nalezneme néjakou bazi konecné-dimenzionalniho
prostoru Y. Déle pak pomoci ortogonalizaéniho procesu nalezneme bazi ortonormalni. Konkrétnéji, je-li
{f1,..., fn} bazi prostoru Y, polozime

k
11l [ fir = 205 (s eide
Pak je snadné ovéfit, Ze {ey, ..., e,} je ortonormélni bazi prostoru Y. Kone¢né, vzorec pro ortogonalni

projekci Py je din predpisem

n
Pyx = Z(x, ex)€Er
k=1
a bod Py z je nejblizSim bodem v Y k bodu z(. Podivejme se nyni na jednotliva konkrétni zadéni.
(a) Nejdifve si uvédomime, Ze Y je dvoudimenziondlnim prostorem s bazi {(1,0,%), (0,1,7)}. Pomoci
ortogonaliza¢niho procesu nyni naleznéme ortonormalni bdzi prostoru Y. PoloZme

(LO)

RN [CTR]
a
P (Ovlvi) B <(0’17i)761>€1 _ (0717i) B %((O717i)a(0717i)>(1707i) _ (_%’1’%)
? H(Oalvi) - <(0’17i)61’61>” HH H(_%’l’%)n
10

Pak {e1, e5} je ortonormdlni bézi prostoru Y a pro ortogondlni projekci Py plati vzorec
Pyx = (x,e1)e; + (x,e9)eq = %(xl —ix3)(1,0,4) + %(—a:l + 2x9 —ix3)(—1,2,1)
= (3z1 — tmy — Lwy, — a4 2wp — Lug, Lay 4 foa + 223), 2 €C
Kone¢né, nejbliz§im bodem v Y k bodu zy = (7,2, 0) je bod
Prag=(2—-2—1+5 —3+2)=3(-2+2i,4—i,—1+2).
(b) Nejdfive si uvédomime, Ze Y je dvoudimenzionalnim prostorem s bazi {1, z, x*}. Pomoci ortogonalizag-
niho procesu nyni naleznéme ortonormadlni bazi prostoru Y. PoloZme
1 1

e, V2

el =
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a

. 1
pak [z, = /-

1
é}zx—(x,el)el:x—%/ t-1dt ==z,
~1

1 t2dt = % a tedy po znormalizovéani dostdvdme

Analogicky spocteme, Ze

e = a

tedy

1 1
||€3||2L2:/1(t2—§)2dt:2/0 B2 ldrmo( o2 =8

1 1
— (2%, e9)eq — (2%, e1)e; = 2—%/ t?’dt—%/ t2dt:m2—0—§,

1

a po znormalizovani tak dostdvame

& [45

el Vo8

(2 — 1) = g(ggf _).

€3

Pak {ey, €2, €3} je ortonormalni bazi prostoru Y a pro ortogonalni projekci Py plati vzorec

Py f=(f eer+

f7 €2>€2 + <f7 €3>€3
1

=y [ a0 e [ e a S - [ ae s

—xr — —

8 8

<45 , 15

1

)/llﬁf(t)dng/lltf(t)dw(—%;Mg) /llf(t)dt, f € Ly([~1,1)).

Vv s

Kone¢né, nejbliz§im bodem v Y k funkci z((t) = sint je funkce

4

1 1 1 1 1
Py (sint) = <§5x2 - ;) / t*sin(t) dt + ;x/ tsin(t) dt + (— —5x2 + g) / sin(t) dt
-1

1 8 1

1 1
=0+ 33:/ tsintdt + 0 TE™ 3([—15 cost]y + / Costdt> = 3z(sin1 — cos 1).
0 0

(¢c) Oznaéme p =

1
V1-t?

. Nejdiive si uvédomime, Ze Y je dvoudimenziondlnim prostorem s bazi {1, x, z2}.

Pomoci ortogonalizacniho procesu nyni naleznéme ortonormélni bazi prostoru Y. S pouZzitim substituce

L = sinu* mame
1

PoloZzme tedy

Dale mame

1 1 /2
1 Ccos U
2
= 1d —2/ dt—2/ du = 7.
HLQ(M) /_1 a 0o V1—t2 0o Vcos?u
1 1
= — = —.
11|, ™
Lot
~ . o1 o
e =x—(r,e1)e; =x 7r/_1\/mdt—x 0,

pak zase s pouZitim substituce ,,t = sin u‘° mame

1 2 1 2 /2 /2
= ! = t : 11— 2
lezllz dt =2 dt =2 sin®udu = 2 Ls(u)du
’ 1 V1 —1¢2 0 1 —¢2 0 . 5

| N

a tedy po znormalizovéani dostdvame

€y = éVQ = 2:1:
9 = = = =T.
le2]] L, T
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Analogicky, s pouZitim vySe spocCitaného integralu f_ll \/f—i7 dt = 7 spoCteme, Ze

2 Lot I 1

~ 2 2 2 2 2
=22 — (22, — (22, —2_Z . dt-= —dt=2*-0- =,
e3 =" — (7, ex)es — (2, e1)e1 = x/l i e /1 i P x 5

tedy s pouzitim substituce ,,t = sin u‘“ mdme

||~||2 /1 (t2_%)2 42 144 _ t2+ Al O 2/Tr/2(_ . 2wt 1)d
e = < dt = sin® u — sin“u + —) du,
Sl 1 V1 —1¢2 o V1 Vi 0 4

kde posledni integrdl snadno spocteme napiiklad s pouZitim vzorce

4

_ (1—COS(2U)>2 1
sinfu=(——) =

5 Z<1 — 2cos(2u) + cos?(2u)) = i(l — 2cos(2u) +

= é(cos(élu) — 4 cos(2u) + 3),

1+ C(2)S(4U>>

tedy po dosazeni a snadném vypoctu zjistime Ze ||€3]|7, = % a po znormalizovéni tak dostdvime

2 2
eng—sz —(21’2—1)
lesllz, — Vom

Pak {eq, s, €3} je ortonormdlni bazi prostoru Y a pro ortogondlni projekci Py plati pro f € Lo(u)
vzorec

Pyf= <f 61>€1+<f ea)es + (f, es)es

2 (1) 2,0, [t 1Df®)
» _1_t2dt+ /1 1_t2dt+ﬁ(2x 1)/1 — dt

- <%2—%> [ s 2a [ Oy (- Aes ) [ SOy

Konecné, nthzmm bodem v Y k funkci z(t) = t3 je funkce

Py (a%) / t+2 /1 t dt+< 42+3> QLA
x°) = IL‘—— T - =z + — —
v \/— VI-82 ™ ) JaVi=¢
4 1 4 /2
=0+ —x —dt—l—O——x/ sin
T Jo V112 T Jo

kde ve tieti rovnosti jsme pouZili substituci ,,t = sin u* a ve &tvrté se pouZije vzorec sin® u =
4 cos(2u) + 3) odvozeny vyse.

i
w

£ (cos(4u)—

PRIKLAD 15. Spoctéte

a,b,c

min/ |2° — (a + bz + cz®)e " |dx,
0

max/ l2® — g(z)]Pe "dz,
0

kde g je kolmé na {1, z,2°},a [ |g(z)|*e "dx = 1.

v

RES

ENI. Nejrpve si v§imnéme, ze pron € NU {0} je

o
/ e Fdx = n!,
0

coz odvodime indukci. Pro n = 0 mame

/ e dr = [—e "y = 1.
0
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Pokud vime, Ze vzorec plati pro n € N U {0}, potom pomoci integrace per partes dostaneme
[ee] [e.e]
/ " e dy = [—e "0 — / (n+1)z"(—e ")de =0+ (n+ 1)n! = (n+ 1)/,
0 0

¢imZ je indukce dokoncena.
Déle, uvazujme miru p na (0, co) definovanou na borelovskych mnoZinach v (0, co) pfedpisem

u(A) = /A e~vdx.

UvaZzujme Hilbertdv prostor Lo ((0, 00), 1) a jeho podprostor Y generovany funkcemi 1, z a 2. Potom tlohu
nalezeni minima

min/ l2* — (a + bz + ca?)e *|dx
0

a,b,c

1ze preformulovat jako tlohu uréeni vzddlenosti funkce 23 od prostoru Y v Ly ((0, 00), ). Postupujme tedy
jako v Prikladu|14] Nejprve naleznéme ortonormalni bazi {e;, e, e3} prostoru Y. Mame

2= (1,1) = /0 edy = 1.

PoloZime tedy e; = 1 na (0, 00). Dédle mdme

m—(m,f1>f1:x—/ re Ydr =x — 1.
0

||$—1||2:(:E—1,x—1>:/ (22 =224+ 1e “dr=2—-2+1=1,
0

tedy polozime ey(x) = x — 1. Déle

2 — (P e —-D(r—-1)—- @ D=2 (6-2)(z—1)—2=2"—4a + 2.

|2° — 42+ 2| = (2 —dx + 2,2 —dz + 2) =

:/ (z* — 82 4 202% — 162 4+ 4)e “dr = 24 — 48 + 40 — 16 + 4 = 4,
0

tedy poloZime e5 = % — 2x 4 1. Pak {ey, s, €3} je ortonormdlni bazi prostoru Y. Ortogondlni projekce P
na prostor Y je potom urcena vzorcem
3
P(f) :Z<faei>eia fE L2((0700)>H)
i=1
atedy pro f = 2 dostdvdme
x? z?
P(®) = (2®, )1+ (2%, 0 — 1) (z — 1) + (2, 5~ 2r + 1>(? — 2z +1)

120 22 )
=6+ (24— 6)(z — )+ (-~ 48+ 6)(5; — 20 +1) =92° ~ 182 +6.

Celkové tedy mame

(mbin/ 6% — (a + br + ca®)e " |dz)? = | — (%)
ab,c Jo
= (2* — 927 + 187 — 6,2 — 92 + 18z — 6) =
= / (2% — 182° + 1172 — 3362° + 4322* — 2162 + 36)e “dz =
0

= 720 — 2160 + 2828 — 2016 + 864 — 216 + 36 = 56.



18 KAPITOLA 1. BANACHOVY A HILBERTOVY PROSTORY

Nyni pfikro¢me k druhé ¢4sti piikladu. Nasim dkolem je nalézt

max{(z® — g(x),2* — g(x)); g € Y=, ||g]| = 1}.
Necht’ I zna&i identické zobrazeni na prostoru Ly ((0,00), 1). Pro g € Y+ s ||g|| = 1 plati

(2° = g(x),2° — g(2)) = (P(2°) + (I = P)(2”) — g(x), P(«°) + (I = P)(2”) — g())
= (P(2?%), P(2%)) + ((I = P)(2°), (I — P)(2%)) = 2{((I = P)(a?), g())
+ (9(), g(z))

= [|2°]I> + 1 = 2((1 = P)(2?), g(x)) = 721 = 2((I — P)(2?), g()).
Hleddme tedy
max{(z® — g(z), 2 — g(x)); g € Y, [lgll = 1} = max{721 — 2((I — P)(a?),9(x)); g € Y=, [|g]| = 1}

=721 — 2min{((/ — P)(z*),9(x)); g € Y, |lgl = 1}.

Protoze mame (I — P)(x3) € Y+, dle Cauchy-Schwartzovy nerovnosti je tento vyraz roven

721 — 2((I — P)(a%), HZ:—JIZ;E;;W =721 —2||(I — P)(2%)|| = 721 — 2/56,

¢imz je priklad vyfeSen.

PRIKLAD 16. Necht' (X, S, i) je pravdépodobnostni prostor a 7 C S je o-algebra. Je-li ddna f €
Lo(X, S, 1), je funkce g € Lo(X, T, 1) podminénd stiedni hodnota f, pokud plati

VTET:/fdu:/gdu.
T T

Hilbertiv prostor M = Lo(X, 7T, i) lze pfirozené uvazovat jako podprostor Hilbertova prostoru H =
Lo(X, S, ). Ukazte, Ze g je podminénd stfedni hodnota f praveé kdyz || f — g|| = dist(f, M).

RESENI. Pro funkce g € Lo(X,T,u) a f € Lo(X,S, ) plati, Ze ||f — g|| = dist(f, M) pravé kdyz
g=P(f),kde P: Ly(X,S, u) — Lo(X, T, u) je ortogondlni projekce, a toto plati pravé kdyz pro vSechny
funkce h € Lo(X, T, ) plati, Ze (f,h) = (g, h), coZ plyne z rovnosti

(f,h) = <f—Pf h> (Pf,h) =(Pf h), heLy(X,T,p).
Staci tedy ukazat, ze rovnost (f, h) = (g, h) pro kazdé h € Lo(X, T, i) plati pravé kdyz

/fd,u /gd,u7 TeT.

To ale plyne z hustoty jednoduchych funkci v Lo (X, T, 1), ¢imZ je piiklad vyfeSen.

PRIKLAD 17. DokaZte, 7e {v/2sin(nrx); n € N} tvoif ortonormélni bazi v Ly ([0, 1]).

RESENI. Nejprve ukazme, 7e {sin(nmz); n € N} tvoif ortogondlni systém. Necht’ tedy n, m € N, m # n.
Potiebujeme ukazat, ze

1
/ sin(nms) sin(mns)ds = 0.
0

K tomu vyuZijeme goniometricky vzorec

sin(«) sin(f5) = %(cos(a —pB) —cos(a+p)), a,peR.

Dostaneme
1 1 1 1 1
/ sin(nws) sin(mns) ds = 3 / cos((n —m)ms)ds — 3 cos((n +m)ms)ds
0 0 0
1

. IR 1
=3 [sin((n —m)ms)], — B [sin((n+m)mws)], =0+0=0.
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Dale, pro vypocet norem uZijeme vzorec

1— 2
sin®(a) = w, a € R,

apron € N mdme

! ''1 — cos(2nms) 1 1psin(2nws)1t 1
in’ d—/—d————[—} = _.
/0 sin“(nms)ds i 5 $=57 35 syl Bl

Tedy, {v/2sin(nmz); n € N} tvoif ortonormalni systém v L ([0, 1]).
Abychom ukézali, Ze tyto funkce tvorf bdzi, zvolme libovolnou funkci f € L ([0, 1]), a dodefinujme tuto
funkci na lichou funkci f € Lo([—1, 1]). Potom dle klasické teorie Fourierovych fad 1ze f napsat ve tvaru

= % + Z a, cos(nms) + Z by, sin(nms)
n=1 n=1

kde konvergence fad se rozumi v prostoru Lo([—1, 1]) (viz. [Z, Pozndmka 4.17 a Véta 4.78]). Jelikoz f
je lichd, jsou vSechny koeficienty a,, pro n € N U {0} nulové. Tedy f(s) = > b,sin(nws) v prostoru
Ly([0,1]), a tedy {v/2sin(n7x); n € N} tvoff ortonormalni bazi prostoru L ([0, 1]).

O

v, v

PRIKLAD 18 (Dalsi piiklady k procviceni - s vysledky, bez podrobného feseni). V nasledujicim piikladé
je dan Hilbertv prostor H, jeho uzavieny podprostor Y a bod xy € H. Najdéte néjakou ortonormalni bazi
Y, napiSte vzorec pro ortogondlni projekci na Y a najdéte nejblizsi bod v Y k bodu z, kde
(@) H=CY%Y = {(z1, 20,73, 74) € C* 2o = iwy, 24 = (1 +i)a3}; 2o = (1,4,1,1).

(b) H = Ly((0,1)); Y podprostor tvofeny polynomy stupné nejvyse 2; zq(t) = €.

(c) H = Ly((—m,7)); Y podprostor tvoteny lichymi funkcemi; xo(t) = % + ¢ + 1.

(d) H = Ly((—m,7)); Y podprostor generovany funkcemi sin, cos; zq(t) = t2.

(e) H = Ly((0,%)); Y podprostor generovany funkcemi sin, cos; zo(t) = 1.

(f) H = L2((0,00)), pro a > 0 definujme funkci f,(t) = e ;Y = span{ f1, fo, f3}; xo(t) = f5 (kde

B & (0,00)).

(g) H= Lg(( o0), e~ *N); Y podprostor tvoreny polynomy stupn& nejvyse 2; xo(t) = t°.

s
2

VYSLEDKY. (a) ON béze Y je naptiklad {(==, =, 0,0), (0,0, = = 1J”)} 0oG prOJekceJe P(zy,...,x4) =

(5(x1 — iwa), 5 (i1 + x2), 323 + Sy, 1“:03 + x4) ne]bhzsi bodJe (1,4,2 — 34,1 4 310).
(b) ON béze Y je napiiklad {1,2v/3z — v/3, v/180(2® — 2+ %)}, OG projekce m4 tvar P(f)( ) = 180(x* —

fo t2f(t)dt — (18022 — 192z + 36) - fo tf dt + (3022 — 362 +9) - fo t) dt, nejblizsi bod
je (2106 - 570)x + (588 216e)z + 39¢ — 105
(c) ON baze Y je napriklad {\/%7 sinkz; k € N}, coz plyne z teorie Fourierovych fad, OG projekci 1ze
vyjadiit bud’” pomoci Fourierovy fady P(f)(x) = Y72, =([”_ f(t)sin kt dt) - sin kz, kde konvergence
fady je v prostoru Ly((—m, 7)), nebo jednoduseji P(f)(z) = 5(f(z)— f(—x)), nejblizii bod je f(z) =
(d) ON béze Y je napriklad {S‘n’” COS:"“} OG projekce je dana vzorcem

P(f)(:)s):%(sinx-/_ f(t)sintdt+cosx-/_ f(t) costdt),

nejblizsi bod je f(z) = —4 cosz.

(e) ON baze Y je naptiklad {\% sin =+2y/ —— cos '}, OG projekce je ddna vzorcem

4
\/ m(r2—4)
4

P(f)(z) = = 4(7Tsinx—2cosx)~/0 f(t)sintdt—l—ﬂ;l_

T4 —

4(7Tcosx—281nx)-/ f(t)costdt,
0

nejblizsi bod je f(z) = Wiﬁ(sin T + CoS ).
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(f) ON béze Y je napiiklad {v/2e7%, 62" — 4e~*,/6(10e73* — 12¢~%* 4 3e~*)}, OG projekce je dana
vzorcem P(f)(z) = (727" — 240e~*" 4 180e ) - [ f(t)e~" dt + (—240e~* + 900e~>* — 720e37) -

JoT F(£)e2 dt+(180e " =720~ +600e3)- [ f(t)e > dt, nejblizsibod k fy je f(v) = 55902 s o]

(B (B+2)(B+3)
6052 —2408+180 6—21+ 6052 —1808+120 3z
(B+1)(B+2)(8+3) (B+1)(B+2)(8+3) )

-

(2) ON baze Y je napiiklad {1,z — 1, % — 2z + 1}, OG projekce je ddna vzorcem P(f)(x) = (5 —

x4 1) [ 2etdt + (—a? 4+ ba — 3) - [Fte~tdt + (5 — 3z + 3) - [ et dt, nejblizii bod je
f(x) = 600z% — 2520x + 720.

O



Kapitola 2

Hahnova-Banachova véta a dualita
PRIKLAD 1. Necht' /4, p € [1, 00, jsou uvazované jako prostory nad R. Uvazujme pro k € Z predpis

Sell)) =Y ma, (m) €y

Zjistéte, prokterd k € Z ap € [1,00] je ¢x, € (£,)*. Prop € [1,00) a pfisluind k spoctéte normu ¢y.

RESENI. Necht p € [1,00) a ¢ je sdruZeny exponent k p. Pokud posloupnost (#)n:1 nalezi do prostoru £,
dle véty o reprezentaci (£,)* je ¢x, € (¢,)*.
Pro p € (1, 00) mame

1\ * 1
<ﬁ>n:1€€q¢>;ﬁ<%®kq>1@k21,
tedy pro k > 1 je ¢ € (¢,)* a dle véty o reprezentaci

ol = () .

Na druhou stranu, pro k£ < 0 poloZzime x,, = %, n € N. Pak (z,,) € (,, ale

AESED DR SEEEES
n=1

n=1

- ()

n=1

tedy ox & ()"
Dile, pro p = 1 plati

(1)00 Elypy & k>0,

E n=1
tedy pro k > 0 je ¢ € (¢1)* a dle véty o reprezentaci

1\
=|(= =1.
o = | ().

Na druhou stranu, pro £ < —1 polozime x, = L n e N. Pak (z,) € ¢y, ale

n’

n=1 n=1

tedy o ¢ ({1)".
Zbyva ptipad p = oo. Pokud k£ > 1, potom

= 1 =1
Zxrﬁ <l Y — <o
n=1 n=1

Tedy ¢r, € (€oo), aplati [[¢r| < o7, . Pokud k < 1, pak ¢, neni dobfe definovany, nebot’ napiiklad
pro prvek

z, =1, neN
nélezici do I, plati ¢p(z) = > °°, L = oo.

n=1 nk

21
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PRIKLAD 2. Na prostoru ¢y $s ¢ definujme funkciondl ¢ : ¢y Gy 1 — K predpisem

— Zn + Un
plr,y)=> g O = (@a)aly € o, ¥ = (Yn)ala € G

n=1

Ukazte, Ze ¢ € (co @2 £1)* a uréete normu ||¢||.

RESENI. UvaZujme posloupnost z = (&), € ¢y N ;. Oznaéme [; : {1 — (co)* a lr : cg — (£1)*

surjektivni izometrie z véty o reprezentaci dudlt. Pak vidime, Ze plati

plr,y) = L(z)(x)+ L)),  (,y) € co®2 b,

Tedy, dle izometrické reprezentace (co @ ¢1)* z VEéty FA.2.16 dostdvame, Ze ¢ € (co B2 (1) a |j¢|| =
(I L1 (2)|I, [[{2(2)]])||2- Proto, vzhledem k tomu Ze I, a I5 jsou izometrie, mame

. 1\2 1\2 1 5
= = § — Z) =414+ =22,
el = 1211 [[2]lo0) |2 <n1 2n> + <2> T1T

O
PRIKLAD 3. Na prostoru X = L ([0,7]) @&; ¢35 nad té€lesem redlnych Cisel definujme funkciondl
¢ : X — R predpisem
g — Un
QO(f,y) :/ f(t)COStdt—’—Z@v feLoo<[077T])7 (yn) =1 E63
0 n=1

Ukazte, Ze ¢ € X* a urCete normu ||¢]|.

N

RESENI. Ozna¢me nejprve ¢ : L. ([0, 7]) — R zobrazeni definované predpisem

= /07r f(t)costdt, f € Loo([0,7]).

Pak pro kazdé f € L ([0, 7]) mdme

610 < 111 / cost] dt = 2|| [

tedy ¢ je dobfe definovany spojity linedrni funkciondl a ||¢,| < 2. Pro g(t) = sgn(cost) € Loo([0,])
mame |||l = 1 a také

1]l > o1y / |cost|dt = 2,

tedy dostavame ||¢; || = 2.
Oznalme ¢, : (375 — (¢3)* surjektivni izometrii z v8ty o reprezentaci dudld a polozme z = ()02 €
(3/5. Pak vidime, Ze plati

p(fry) = o)+ 02(2) ),  (f,9) € Loo([0, 7]) B1 L.

Tedy, dle izometrické reprezentace (Lo ([0, 7]) @1 ¢3)* z Véty FA.2.16 dostavame, Ze ¢ € (L ([0, 7]) D1 03)*
a

lell = [ICll@all 92(2)Dlloo = (2 [12]l5/2) oo

3/2 "
Il < Z(%) = <2

Protoze

dostavame tak, ze ||¢|| = 2.
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PRIKLAD 4. UkaZte, Ze zobrazeni 1" : ¢, — c¢* definované predpisem

Tf(z) = f(1) lim z(i +Zfz+1 (i), fel, zec

1—00
je izometrie na.

N

RESENI. Prokazdé f € ¢; ax € c mame

T f ()l < [FD]- =] +Z!f i+ Dl < LA Nl

tedy 7" je dobfe definovany spojity linedrni operdtor a ||7']| < 1.
Abychom ukézali, Ze T je izometrie, zvolme f € /1. Pro N € N uvazujme zy € c definované predpisem

(i) = {cgnf(i—i—l), proi=1,...,N,

cgn f(1), pro¢ > N.
Pak plati
N+1
A= NTA = [T f(en)] = Z\f )|+ (cgn f(1 Z Fa+1) 211,
i=N+1
a tedy dostavame ||7'f|| = || f||. ProtoZe f € ¢; bylo libovolné, T je izometrie.

Zbyvd ukazat, ze T je na. Zvolme z* € c¢*. Nejprve si uvédomme, Ze >~ 2*(e;) je absolutné konver-
gentni fada. Vskutku, pro kazdé n € N uvazujme x,, = (cgn(z*(eq)),...,cgn(z*(e,)),0,0,...) € B, pak
mame

n
D lat(en) = a"(@a) < a7 - flaall < ll2”,

=1
atedy > oo |z*(e;)| < ||z*||. Uvazujme nyni f € ¢, definované pfedpisem (kde symbolem z*(1) rozumime
aplikaci funkciondlu z* na konstatni posloupnost samych jednicek)

fl) = {x*(l) = at(e), i=1,

x*(ei,l), 1> 1.
Dle ptedchoziho je f dobie definovany prvek z ¢;. Navic, pro kazdé j € N, mame
Tfej) = f(1)-0+> a*(e;)e;(i) = 2% (e))
i=1

a zaroven pro konstantni posloupnost 1 € ¢ mdme

Tf1) =a"(1) = ) a"(e) + Y a*(e) =
i=1 i=1
Celkem tedy z linearity a spojitosti dostdvame
Vz € c =span ({1} U {e; i € N}) : Tf(x)=az"(x),
tedy T'f = x* aT je na.
PRIKLAD 5. Definujme ¢ : C(]0, 1]) — R predpisem
0) + f(1 !
o) = LD s [pwan, s e o)
0

Naleznéte miru p € M ([0, 1]) spliiujici, Ze tato mira reprezentuje funkciondl ¢ pomoci duality z Rieszovy
véty o reprezentaci. UrCete hodnotu ||¢||.
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v

RESENI. UvaZujme nejprve borelovskou miru z; definovanou predpisem

i (A) = /Atdt.

Pak plati, ze fol f(t)du(t) = fol tf(t) dt pro kazdou f € C([0,1]). Polozime-li nyni pn = %£2 + 1y (kde
symbolem ¢, oznacujeme Diracovu miru v bod¢€ ), pak mdme

Af@@@=ﬂﬁ,feamm,

tedy p je hledana mira. Podle Riezsovy véty o reprezentaci pak dostdvdme

1+1 ! 3
Joll = n(0.1) = =5~ + [ et =,
0
O
PRIKLAD 6. Necht' k € N.
(a) Ukazte, Zze ¢ € (C*([0,1]))* pravé kdyz existujf pig, . . . , i € M ([0, 1]) spliiujici
k 1
=Y [sodu. e o) n
=0 Jo
a [lpl| = max{lll; i =0, k}.
(b) Ukazte, ze ¢ € (C*([0,1]))* pravé kdyz existuji ay, ..., a1 € Kau € M([0,1]) spliujic
k—1 1
00 f© >+/fwmwx 1 € CH([o,1) @
1=0 0
RESENI. (a) Je snadné si uvédomit, Ze pro kazdou volbu s, . .., € M([0,1]) je funkcional ¢ uréeny

1]
rovnosti (T linedrn{ a spojity, nebot’ pro takovy funkciondl ¢ a kazdé f € C*([0, 1]) mame

\<Z/ [FO )] dlel (2) <ZHf loo - llpsll < max{fjpall; @ =0, KHIF |,

tedy [[oof] <max{|[ull; ¢ =0,..., k}.
Pro diikaz druhé implikace zvolme ¢ € (C*([0,1]))*. Ozname
((C(0,1))) = C([0,1]) &1 C(0, 1)) &1 .. @, C([0,1]

VvV
k mnoho séitanci

a uvazujme linedrn{ izometrii 7" : C*([0, 1]) — ¢%(C([0,1])) danou ptedpisem T'(f) = (f, f',..., f®).
Pak mdme o7 ! € (T(C*([0,1])))" adle Hahn-Banachovy véty existuje ¢ € (C([0, 1))@, C([0, 1]) &1

.. @1 C([0,1)))" spliiujict ¢ oy = o T allpl| = [ o T7| = |¢|. Dle Véty FA.2.16 a
Rieszovy véty o reprezentaci dostavame, Ze existuji p; € M([0,1]),7 =1,..., k takové, Ze

G i) = / FOdu), (- f) € £(C(0,1)))
a ||| = max{||w; i =0,... ,k}. Tedy,
p(f) = (eo T oT)(f) =¢(T(f)) = Z/O SO dps(t),  f e C*([0,1]) 3)

a |||l = max{||l; i=0,...,k}.
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(b) Je snadné si uvédomit, Ze pro kazdou volbu ay, ...,ax—1 € Ka p € M([0,1]) je funkciondl ¢ urceny
rovnosti (2) linedrn{ a spojity, nebot’ pro takovy funkciondl ¢ a kazdé f € C*([0, 1]) mame

I<Z!az!|!f I+ / FO )] dlul(0) Zrawuuu T

tedy [lpll < (iZg el + [lul)).
Pro diikaz druhé implikace zvolme ¢ € (C*([0,1]))* a po, - - ., ix € M ([0, 1]) splitujici (T).
Nyn{ si rozmysleme, Ze pro kazdou p € M ([0, 1]) existuje ¢ € Kav € M([0, 1]) spliujici
1

/0 f(@) dp(t) = f(0) + i f@)dv(t),  fec(o,1]). (4)

Vskutku, pro kazdé p € M([0,1]) a f € C([0,1]) s vyuZzitim Fubiniovy véty dostdvame

[ swaner= [ ([ #oras+ s)anty = 500 uto.y+ [ ([ antn) as

kde s +— fs du(t) = p([s, 1]) je nezdporna méfitelnd funkce. Tedy, pro ¢ = ([0, 1]) a komplexni (resp.
znaménkovou) miru v € M ([0, 1]) definovénou predpisem v(A) = [, u([s,1]) ds plati Zddany vztah
“).

Aplikujeme-li tuto dvahu postupné na kazdou z mér p;, dostdvdme pro kazdé ¢ = 1, ..., k existenci
konstant ¢, ..., ct_, € Kakomplexnich (resp. znaménkovych) mérvi ... vi . € M([0,1]) spliujicich

1 1
/ FO@)dps(t) = ¢ f(0) / FED dug( —Z 90 / fP (1), f e CH([0,1]).
0 0

Nyni zbyva pouzit vztah (I)) a poscitat pfislusné konstanty c amiry vj_,. Dostaneme tak nové konstanty
ap, . .., a1 € Kakomplexni (resp. znaménkovou) miru . € M ([0, 1]) spliiujici (2)).
O

v/ v

PRIKLAD 7 (Dal3 piiklady k procvi&eni - s vysledky, bez podrobného feseni). Reste nasledujici tlohy.
(a) Necht’ L3/5([0,1]) je uvaZovany jako prostory nad R. UvaZujme pro k € Z piedpis

:/0 fa®)dz, f e Ly([0,1]).

Zjistéte, pro kterd k € Z je ¢r, € (L3/2([0,1]))* a spoctéte normu || dy||.
(b) Definujme ¢ : C([0,1]) — R pfedpisem

1/2
o(f) == £(0) - / f@ndt. feo(o,).

Naleznéte miru . € M ([0, 1]) spliiujici, Ze tato mira reprezentuje funkcional ¢ pomoci duality z Rieszovy
véty o reprezentaci. UrCete hodnotu ||¢||.
(c) Na prostoru C[0, 1]) @4 ¢; definujme funkciondl ¢ : C([0,1]) &4 ¢, — K piedpisem

olp) = B 1 3 e

Ukazte, ze ¢ € (C([0,1]) @4 ¢1)* a urlete normu ||¢||.
(d) Na prostoru L., [0, 1]) @ co definujme funkciondl ¢ : L.[0,1]) ®o co — K piedpisem

Fn—1’ f€C<[07 1])7 (yn) =1 € l.

/ f(t) sgn(sin 1) dt + Z Un f € Lol0,1]), y = (yn)or; € co.

Ukazte, Ze ¢ € (Lso[0,1]) @o ¢o)* a urCete normu ||¢||.
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(e) Zvolme f € coo N By, a uvazujme pak W = {x € ¢: lim; o 2(i) = Y .o, f(¢)x(i)} C c. Definujme
operétor 1" : {1 — W* predpisem

Tg(x) = Zg(i)x(i), gely, xeW.

Dokazte, Ze T' je izometrie na.

VYSLEDKY. (a) ¢ € (L,([0,1]))* pravé kdyz k < 1, v takovém piipadé ||¢x|| =

-1

(b) 1 = do — 3, kde &y je Diracova mira a A je Lebesgueova mira; ||| = 3.
© [lell = V8.
() [leell = 5.



Kapitola 3

Uplnost v Banachovych prostorech

PRIKLAD 1. Necht’ {a,} jsou nezdpornd ¢isla takovd, ze > | a,b, < oo pro kazdou {b,} € (5. Pak
{(ln} S 62.

RESENI. Uvazujme linedrni zobrazeni ¢ : £, — K dané predpisem
a(b) = Zanbn, b e by
n=1

Ovéfme nyni, Ze ¢ € ({5)*. Uvazujme pro k € N linedrni zobrazeni ¢, € ({)* definované predpisem
k

¢k(b) = Zanbna be 62'

n=1

Potom pro kazdé b € /5 plati
sup[dx(b)| < D _lanba| < o0
keN =

dle predpokladu (pfedpoklad zde aplikujeme na posloupnost (b, sgn(a,b,))s2; € fs). Tedy dle principu
stejnomérné omezenosti (Véta FA.3.1) plati

supl|ox|| = C < 0.

kEN

Tedy také ||¢|| < C' < oo, atedy ¢ € (¢3)*. Dle standardni reprezentace (¢2)* = ¢ tak dostdvame, Ze
existuje ¢ € o spliujici

ianbn = icnbn, b e ly,
n=1 n=1

specidlné€, aplikujeme-li rovnost vySe pro b = e;, dostdvdme ¢; = a;, 7 € Natedy a = ¢ € (5.

PRIKLAD 2. UkaZte, Ze existuje neliplny normovany linearni prostor, ktery neni 1. kategorie.

DUKAZ. Necht' X je libovolny nekonecné-dimenzionalni Banachdv prostor a necht’ B je algebraicka
bdze X. Zvolme libovolnou prostou posloupnost {z, }nen prvka z B. Protoze B algebraicka baze X, plati
X = U, enspan(B \ {zy; k > n}) a tedy, protoZe X je tplny a neni tak 1. kategorie v sobé dle Bairovy
véty, existuje n € N spliujici Ze Y := span(B \ {xx; k¥ > n}) neni 1. kategorie v X.

Pak ale Y nenf ¥idkd mnoZina v X, ekvivalentné X \ Y neni hustd v X a proto existuje oteviend koule

U(x,r) C Y, coz implikuje
X = U kB(z,r) CY,
keN
atedy Y je husty v X. Zbyva ukézat, ze kdykoliv Y C X je husty podprostor ktery neni 1. kategorie v X,
pak neni 1. kategorie v Y.

Vskutku, pro spor predpokladejme Ze existuji uzaviené mnoziny H,, n € N v prostoru Y s prazdnym
vnittkem takové, ze Y = | J,, .y Hn. ProtoZe Y je podprostor X, pro kazdé n € N existuje mnozina F,, C X,
uzaviend v X, spliujici H, = F,, N'Y. VSimnéme si nyni, Ze kazdd mnozina F,, N'Y ma prazdny vnitrek
v X. Vskutku, pokud by existovala koule () # U(x,e) C F, NY, z hustoty Y v X bychom nalezliy € Y
ad > 0 spliujici U(y,d) C U(x,e) a pak bychom dostali ze U(y,0) NY C F,NY NY C H, coz je ve

27
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sporu s tim, Ze H,, md prazdny vnitiek v Y. Celkem tedy Y C |,y £ NY akazdd F,, N'Y md prazdny
vnitfek v X, coZ je spor s tim Ze Y neni 1. kategorie v X.
g

PRIKLAD 3. Uvazujme Banachiv prostor C([—1, 1]). Ozna¢me
Cy([-1,1) ={f e C(]-1,1]) : fjesudd} a C|([-1,1])={f € C([-1,1]): f je lichd}.
Dokazte, ze plati
C([_lv ]) = CS([_L 1]) Dt Cl([_la 1])

Tedy C(=1,1)/Cy([=1,1]) = Gi([=1, 1)) a (=1, 1))/ G([~1, 1]) = Cs([~1, 1)
RESENI. Stadfukdzat,7e C([—1,1]) = C.([—1,1])®,Cy([~1, 1]), zbytek tvrzeni pak plyne z Diisledku FA.3.9]]

Pro f € C(]—1, 1]) oznacme

flz) + f(== flz) = f(—=

Pak je snadno vidét, Ze f je sud4, f> je lichd, a f = f; + fo. Odtud plyne, Zze C'([—1, 1]) je algebraickym
direktnim souétem prostorti Cs([—1,1]) a Cj([—1, 1]). Abychom dokdzali, Ze tento direktni soucet je to-
pologicky, je tieba ukézat, Ze projekce P : f € C([—1,1]) — f1 je spojita. To je ale zfejmé, nebot’ pro
feC(-1,1])ax € [—1,1] plati

1
1

xr e [-1,1].

|f(@)] 4+ |f(==)|
|fi(z)] < 5

Tedy | 1]l < [F]l, atedy || P[] < 1.

< I£1l-

PRIKLAD 4. Najdéte funkci f : R — R, kterd ma uzavieny graf a neni spojitd v R.

f(ac>={%| v

RESENI. Stadf polozit

0 z=0.



Kapitola 4
Linearni operatory

1. Dualni operatory

PRIKLAD 1. Ukazte, ze T € L(X,Y) a vyjadiete dudlni operdtor 7* € L(Y*, X*) pomoci reprezentace
dualu klasickych prostort.
(a) X = (C2, ”HQ), Y = ((C?’, HHQ), T(l’l,l'g) = (.Z'l + il’g, (1 -+ Z)Il — T2, — 2i$2);
(b) X=Y= 62, T((In)) = (0, T1,T9, .. .);
(C) X = Y = EQ, T((In)) = (ZEQ, xrs, .. .);
(d) X =01,Y = co, T((n)) = (FFE2)00;
(€) X =Y = L,([0,1]), kde p € [1,00), T(f)(t) = f(V?);
(v tomto prikladu uvaZujte pouze prostory nad télesem redlnych cisel)
() X = L,([0,27]),kde p € [1,00), Y = co, T(f) = ( 027r f(t) cos(kt)dt)2 s
(v tomto piikladu uvazujte pouze prostory nad télesem redlnych Cisel)

(@ X = Ly([0,27)), Y = lo, T(f) = (77 f(t) cos(kt)dt)2.,;
(v tomto prikladu uvazujte pouze prostory nad télesem redlnych Cisel)
(h) X =Y =C([0,1]), fo

(i) X =Y =C([0,1)), T(f)(t) f1— t)
(v tomto piikladu uvazujte pouze prostory nad télesem redlnych Cisel)

() X =C([—m,a]),Y =R, T(f) = [_f(t)(sint)*dt, kde k € N;
(v tomto prikladu uvazujte pouze prostory nad télesem redlnych Cisel)

k) X =Y =c¢y@1 b, T(x,y) = (y,0) pro (z,y) € co X lo;

) X=Y= Ll([Ov 1]) D1 LQ([O’ 1])’ T(f, g) = (gvg) pro (f’ g) S Ll([Ov 1]) X LQ([Ov 1])

RESENI. Budeme uZivat standartnich reprezentaci dualéi klasickych prostorti z Vét FA.2.15, FA.2.19 a

FA.2.20.

(a) Zde pouzijeme postup z Piikladu FA.4.3. 7" je lindrni operétor a je zfejmé, Ze je také spojity (jako ostatné
kazdy linedrni operator definovany na konecné-dimenzionalnim prostoru). Jak si snadno uvédomime s
pouZitim znalosti z linedrn{ algebry, pro operator 7" plati

1 i ;
T(xy,x0) = |14+4 -1 <1)

1 —2i) \"?
Dle Ptikladu FA.4.3, operdtor 1™ je reprezentovan transponovanou matici. Tedy dostavdme, Ze
1 1+i 1 ) Y

T*<y17 y27y3) = (Z -1 —9 Y2 | = (yl + (1 + Z)yQ + yg,i;lh — Y2 — 2Zy3)
Y3

(b) Nejprve se pokusime provést intuitivni dvahu. Tento tip operdtoru si lze pfedstavit jako operdtor dany
,nekonec¢nou matici*

T 0 000 0. T
T 1 0000 . T
r3|— 10 1 0 0 0 . T3
Ty 0 01 00 . Ty

29



30

KAPITOLA 4. LINEARNI OPERATORY

Dle predchoziho ptikladu nds intuice vede k tomu, Ze dudlni operdtor by mél byt dén ,,transponovanou
nekonecnou matici*. Tuto nepfesnou tivahu se nyni pokusime podpofit matematickym dikazem.
Predné vidime, Ze pro kazdé x € (5 plati
ITzll3 =D lwial® = llll3,
=2
tedy 7" je linedrni izometrie do, specidlné T € L({5). S pouZzitim duality ¢, = (¢2)* hleddme operétor
T* € L({y) spliyjici (T*y)(z) = y(Tx) pro kazdé x,y € (s, kde

(zig) ()= Z(T*y)(n)w(n)a \y/_/(\T};) = Zy(n)TfL“(n)-
e  €b n=l ety €l n=1

Protoze Span{e;; i € N} = (o, je kazdy spojity linedrni operétor jednoznacné uréen svymi hodnotami
na bodech e; € (5, i € N atedy rovnost (7*y)(x) = y(T'z) stati ovéfovat pro body = = ¢;, i € N. Déle
dle pfedchoziho mame
(T*y)(e:) = > _(T*y)(n)es(n) = (T*y)(i), y(Te;) = Zy n)e;(n —1) = y(i + 1),
n=1
tedy T*y € /¢ je jediny bod spliujici (T*y)(i) = y(i + 1), 7 € N. Vzhledem k tomu Ze zfejmé
(Y2, Y3, Ya, - - .) € Lo, dostdvame konecné

Ty = (Y2, Y3, Yas - - )5 y € L.

Predstavime-li si nyni operator 7™ zase pomoci ,,nekone¢né matice*, miiZzeme se presvédcit Ze
naée intuitivni predstava byla sprévnai Analogickou intuitivni uvahu lze provést pro. dal§1’ operétory

.....

nezkrati.

(c) Piiklad je mozné feSit analogickym zpusobem jako dlohu (b)), nicméné zname-li jiz vysledek dlohy

(b), je mozné odvodit feseni piikladu (c) bez nutnosti cokoliv pocitat. Oznaéme symbolem .S operétor
z tlohy (b)). Pak dle feSeni prechoziho piikladu zadany operdtor 7" miZeme ztotoZnit s operdtorem
S*, tedy T™ ztotoZnime s operdtorem S**. ProtoZe /5 je reflexivni prostor, dle Tvrzeni FA.4.5 mame
S* = gy, 0 S atedy S* miZeme ztotoznit s operatorem S. Celkem tedy s pomoci identifikaci vyse
dostavime 7" = S** = §S.

(d) Predné vidime, Ze pro kazdé x € ¢; akazdé n € N plati

Tan)] = |20t < Wl
n n

tedy Tz € ¢p a ||Tz]|oo < ||z||1, z CehoZ snadno dostavame ze T' € L({1, ¢y).

S pouzitim dualit (¢1)* = { a (cp)* = ¢, tak hleddme operdtor T* € L({1, () spliujici (T*y)(z) =
y(Tz) pro kazdé x € {1 ay € (co)" = {1. Zvolme y € (¢y)* = ¢;. Analogicky jako v dloze (D) si
nyni uvédomme, Ze Span{e;; ¢ € N} = ¢y atedy T"y € ({1)* = {4 je jediny bod z /., spliiujici
(T*y)(e;) = y(Te;) proi € N, kde

(T*y) (e ) = > (T y)(n)ei(n) y(i)
Eloso [S42% n=1
a
(1) + ... +e(n) = Y
(T )T = n
To) =S untag) = 3 e, S
651 ECo n=1 n=t¢
Dostavame tak, ze nutné
N Yo\
Ty = () W) €l
y Z::,n“ Y= (y)os € 1.
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(e) V Piikladu [1.6] jsme jiz ovéfili, ze T € L(L,([0,1])). S pouZitim duality (L,([0,1]))" = L,([0
operdtor T* € L(L4([0,1])) spliiuje, Ze pro kazdé g € L,([0,1]) je T*g € L4([0,1]) = (L,([0,1
jedind funkce z L,([0, 1]) splaujici T*g(f) = g(Tf), f € L,([0,1]), kde

T = [ @amsma. o (T = [ sorsa

S pouzitim substituce ,,t = /s dostaneme

o) = [ 2t0(t)s10) .

Nasfm kandidatem na funkci 7*g je tedy funkce ¢ — 2tg(t?) a zbyva ovéfit, Ze se jednd opravdu o
funkei z L, ([0, 1]). Pokud ¢ = oo, pak zfejmé ||2tg(t?) || < 2||g/oo- Pro ¢ < oo s pomoci substituce
,,s = 12 dojdeme k tomu, Ze

1 1
2 _ —1 -1
/0 12tg(2)[7 dt = / 24/37 g(s)[7 ds < 2 |g|¢ < oo,

tedy funkce ¢t — 2tg(t*) je opravdu bodem z L, ([0, 1]) a operétor T* je dan piedpisem T*g(t) = 2tg(t?).
(f) Pro kazdou f € L,([0,27]) a kazdé n € N mdme odhad

27
Tf(n)[s < / F(5)Pleos(nt) P dt < | |1,

z ¢ehoZ snadno dostaneme, ze T € L(L,([0,27]), ). Abychom dostali T" € L(L,([0,27]), co), je
tfeba ovéfit ze RngT C ¢y. K tomu staci najit podmnozinu D C L,([0, 2~]) takovou Ze Span D =
L,(]0,27]) aT(D) C c¢p. Tvrdime, Ze takovou podmnozinou je D = {1, cos(kt),sin(kt); k € N}.
Vskutku, dle Pfikladu[I.10lmdme span D = L,([0,27]) a D C Ls([0, 27]) je ortogonalni systém (viz.
Priklad FA.1.116), tedy pro kazdé f € D an € N plati

1 pokud f = cos(nt),

T(F)(n) = (f cos(nt)) = {0 jinak.

Specidlng, T'f(n) # 0 maximdlné pro jedno n € N a tedy Tf € c¢y. Ovéfili jsme tak, ze T €
L(L,([0,27]), co).

S pouzitim dualit (co)* = ¢ a (L,([0,27]))" = L,([0, 1]) operétor T* € L(¢1, L,([0, 27])) spliiuje,
Ze prokazdé y € (1 je T*y € Ly ([0, 2n]) = (L,([0,1]))" jedind funkce z L ([0, 27]) spliiujici T*y(f) =
y(Tf), I € Ly([0,27]), kde

= [ oo o TH= v [0 s

Nyni se budeme drZet nésledujici heuristické myslenky. M¢élo by platit Ze

| @ nosee=S ) [ reycostmtyar= [ )3 yim costun) dr

atedy (T™y)(t) bude funkce dand predpisem ¢ — >~ y(n) cos(nt). Aby tato dvaha byla korektni, je
tfeba nejprve zdlivodnit proc je mozné prohodit integral a sumu v druhé rovnosti, a pak je tfeba ovérit Ze
funkce t — > 7 | y(n) cos(nt) je prvkem prostoru L, ([0, 27]).

Nejprve zdiivodnéme pro¢ je mozné prohodit integral a sumu. Pro kazdé f € L,([0,2n]) at € [0, 2]
plati

Zly ) cos(nt)| < [ly[lv - [f ()],
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a zaroveni | f| € L1([0, 1]) nebot’ dle Holderovy nerovnosti

2
| sl < g1l < o

Tedy funkee ||y||1 - | f(¢)| je integrovatelnd majoranta posloupnosti ( 27]:7:1 y(n)f(t) cos(mf));)\,o:1 az
Lebesgueovy véty dostdvidme

= Zy(n) i 7rf(t) cos(nt) dt = /0 7Tf(t) Zy(n) cos(nt) dt.

Kone¢né, fada funkei > 7 | y(n) cos(nt) je stejnomérné spojitd dle Weierstrassova kritéria, nebot” pro
kazdé n € Nat € [0,2n] plati odhad |y(n) cos(nt)| < |y(n)| a > " |y(n)| = |ly]i < oo. Proto
je funkce t — >~ 7 y(n) cos(nt) spojitd (jakoZto stejnomérnd limita spojitych funkei) a specidlné je
prvkem prostoru L, ([0, 1]).

Jednotlivé kroky heuristické ivahy vyse jsme zdlivodnili, ¢imZ jsme dokazali Ze

Zy cos(nt), y €y,

kde suma napravo je bodové konvergentni a definuje funkci z L,([0, 27]) (dokonce spojitou funkcti).

(g) Vsimnéme si, Ze pro kazdé f € Ly([0,27]) an € Nmame T'f(n) = (f(t), cos(nt)). Vzhledem k tomu,

Ze {\/LE cos(nt); n € N} je ortonormdlni systém (viz. Piiklad FA.1.116), dostdvame tak z Besselovy
nerovnosti

DT =Y al(f (1), gz cos(nt))[* < 7l £,

tedy T'f € by a [|Tf|| < 7| f||2, z ¢ehoZ snadno dostdvame Ze T' € L(Ly([0, 27]), {3).

S pouzitim dualit (£,)* = €5 a (L([0,27]))" = La([0, 27]) operdtor T € L({a, Ly ([0, 2])) spliiuje,
Ze pro kazdé y € (5 je T*y € Lo([0,27]) jedina funkce z Lo([0, 27]) splijici T*y(f) = y(Tf),
f € Ly([0,27]), kde

~~ =~
€Ly €Ly EZQ 6

T = [ @osod y (1) Zy/j’mm

Analogicky jako v uloze (f) se budeme snaZit ukazat, Ze ,,lze prohodit sumu a integral“ a Ze funkce
> > L y(n) cos(nt) je prvkem prostoru Ly([0, 1]). Situace je ale nyni o trochu komplikovangjsi, nebot
fada )", y(n) cos(nt) nemusi byt ani bodov& konvergentni (napiiklad pro ¢t = 0ay = (£)°2 ) aje
tedy nutné ji chépat jako prvek prostoru Ly ([0, 27]), ,,prohozeni sumy a integrdlu® pak nemize plynout
z Lebesgueovy véty jako v dloze (f) a bude tfeba najit jiny argument. Zafixujme y € /5.

Nejprve dokazme, Ze fada ) -, y(n) cos(nt) spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku, a tedy je
konvergentn{ v prostoru Lo ([0, 27]). To plyne z toho, Ze pro kazdé M > N > N plati

HZ mmm—Zmawﬁwa 1 cosn)

n=Np

=7 Z ly(n)|> =0, pro Ny — oo,

n=~Ng

kde prvni rovnost plyne z Pythagorovy véty a ortogonality {cos(nz); n € N} a posledni rovnost z
ortonormality { —= cos(nx); n € N}.
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Zafixujme nyni f € Ly([0, 27]) a uvédomme si, Ze diky spojitosti skaldrniho sou¢inu mame

N Lon N
()= Jim > / o (1) cos(nt) dt = lim <Zyn cos(nt). f())
= <A}1ir(1)02yn cos(nt), > / Zyn cos(nt) d

Tedy T*y = >, yncos(nt) pro kazdé y € (s, kde Fada vpravo je konvergentni fada v prostoru
Ly ([0, 27]).

(h) V Piikladu[1.6]jsme jiz ovéfili, Ze T € £(C([0, 1])). S pouzitim duality (C([0, 1]))* = M ([0, 1]) operator
T* € L(M(]0,1])) spliuje, ze pro kazdé p € M([0,1]) je T*n € M([0,1]) jedind mira z M ([0, 1])
spliujici T"u(f) = (T f), f € C((0,1]), kde

1 1
(T )= [ rmarwe. e (T8 = [ Troan,
eM([o,1]) ec([0.1]) eM([o,1]) ec([0,1])

Necht' A znaéi Lebesgueovu miru na [0, 1]. Potom pro f € C([0,1]) a u € M([0,1]) mdme dle
Fubiniovy véty

w(Tf) = //f )dA(x)dp(t) //x[m] 2)d\(z)dp(t) =
:/o / <“’>/0 0.y (@)dp(t)dA(z) = / () / VenOu)arz) = |  Fulle 1) dAa).

Tedy h,(x) = p([z, 1]), z € [0, 1] definuje méfitelnou funkci a protoZe folm([x, I dN(x) < ||p] < oo,
jedna se o integrovatelnou funkci a tedy borelovskd mira », dA € M ([0, 1]) definovana pfedpisem

hy, dA(A) = /A h,(z) dA(z)

splituje fol f(t)d( fo d(h, dX)(z) a proto T*u = h, dX, p € M([0,1]). Jingmi slovy,
funkce h,,(z) = ,u([x 1}) je hustotou miry T* 1 vzhledem k Lebesgueové mite. Nebo jesté jinak feceno,
T* v je mira definovand predpisem T*u(A) = [, p([z,1]) dA(z).

(i) Zfejmé pro kazdé f € C([0,1]) mame || f|| = ||T'f||, z CehoZ snadno dostavame ze T' € L(C(]0, 1])).
S pouzitim duality (C([0,1]))* = M([0,1]) operator T* € L(M(]0,1])) spliiuje, Ze pro kazdé u €
M([0,1]) je T*pn € M([0, 1]) jedind mira z M ([0, 1]) spliujici T*u(f) = w(Tf), f € C([0, 1]), kde

(T /f ()

eM([o 1) eC

a oznalime-li h(t) =1 —1t,t € [0,1], pak

o (L) = [ Trwann = [ rew)ano = [ o) dugnt)

eM([0,1]) eC([0,1])

kde hp znadi obraz miry p pfi zobrazeni h, tj. miru definovanou predpisem hyu(A) = p(h=1(A)).
Celkem tedy dostdvame, Ze 1™ = hyp pro p € M([0, 1]).

(j) V Piikladu |1.6| jsme jiz ovéfili, ze T' € L(C([—m,n]),R). S pouZitim duality R = R* (pomoci du-
ality R 5 t — 9y, kde Yy(x) = tz, z € R) a( ([=m, 7)) = M(|—n,n]]) vidime, ze T* €
L(R, M([—m,7]])) spliiuje, Ze pro kazdé t € R je T*t € M([—m,n]]) jedind mira z M ([—m, 7]])
spliwjici T*t(f) = t(T'f), f € C(|—n,x]), kde

* _ [ * =t = 1 x)t(sin )* da
(T )= [ @arne. AT =T = [ st

eM(-mml)  eC(j—mm]) o €R  cR
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a oznaéfme-li h(z) = (sinx)*, x € [—m, 7], pak dostdvame podobné jako v dloze b ze T*t = ¢ - h d\
prot € R, kde h d\ znaci miru jejiZ hustotou vzhledem Lebesgueové mite ) je funkce h.
(k) Je snadné si rozmyslet, Ze operétor 7" je spojity, linearni a || 7’| < 1, nebot’ pro (z,y) € X plati
1Tz, )l = [1(y, Ol = llylloe < Nyl < [[(z, ).
S pouzitim duality (cy B 2)* = (€0)* Boo (f2)* = {1 Do 2 hleddme operator T* € L({; So, l2)
spliwjici (T*(z,y))(a,b) = (x,y)(T'(a,b)) pro kazdé (z,y) € {1 Do {2 a (a,b) € ¢y @ L2, kde pro
T (z,y) = (T*(az, Y)1, T*( x,y)g) € (1 By I2 mame

(7" (x,y)) (ad) = (T*(z, 9h) (@) + (T*(2,9)2) (b)) = D an - (T*(x,y)s +Zb (T*(,9)2),,,

€l1®Docls  EcoP1l2

a zaroven (I, y) (T(a7 b)) = (‘Ta y) ( (bv 0) ) = l‘(b) + y(O) = anbn
—— N—— —— —
€l1®ools Eco®ile €l1®ocls EcoDi1l2
Jelikoz span{(e;,0), (0,¢;); @ € N} = ¢o @ £a, je kazdy prvek (co @y £2)* jednoznaéné uréen svymi
hodnotami na bodech (a, b) € {(e;,0),(0,¢;); ¢ € N}. Z ptedchoziho vidime, Ze pro kazdé ¢ € N mame
(T*(@,y)1), = T"(2,y)(e:,0) a (z,y)(T(e;,0)) =0,
tedy (7*(z,y):1 ) =0, a také

(T*(2,9)2), = T*(2,y)(0,e) a (z,y)(T(0,¢)) = 4,
tedy (T*(x,y)2), = x;. Celkem tak dostdvame
T*(£E7y):(0,l')7 ($7y> € {1 Do L.

() Pro prehlednost niZe budeme zkracené psat L, misto presnéjsiho L, ([0, 1]) pro p € [1, cc]. Nejprve
si uvédomme, Ze 1" je dobfe definovany spojity linedrni operator. Pro g € Ly s pouzitim Holderovy
nerovnosti mame

lglly < 12 - lgll2 = llgll2,
atedy prokazdé (f,g) € X jeT(f,g9) = (g,9) € X atedy T je dobfe definovany. Je snadné si uvédomit,
7e T' je linearni a spojitost operdtoru a z odhadu

1T(f. )l = I(g: 9l = llglls + llgll2 < 2[lgll2 < 2[[(f, 9. (f,9) € X
plyne, ze T je spojity a || T'|| < 2.
S pouZzitim duality

(L1 @1 L) = (L1) e (L2)" = Low O Lo
vidime, Ze T* € L(Loo®ooLo) spliiuje, Ze prokazdé (e, f) € Loo®ocLaje T (e, ) = (T*(e, )1, T (e, [)2)}
jediny bod prostoru L, Ba Lo splitujici (T*(e, f)) (g, k) = (e, f)(T'(g, h)) prokazdé (g, h) € Li®u Lo,

kde
(I(e.f)) (g:1) = (T(e.F0)(0) + (T(e. £)2) (B)

ELooc®ooLl2 €L1®1L2

:/0 g(t)-(T*(e,f)l)(t)dtJr/O h(t) - (T*(e, f)2)(¢) dt,
azdrovei (e, f) (T(g.h)) = (e f) ((h,h))—e(h)+f(h)—/ (e(t) + f(t)n(t)dt
—— —— —— =~ 0

ELoo®oolo €L1®1L2 €ELoo®oola €L1®1L2
Uvédomme si nyni, Ze pro (e, f) € Lo @oo Lo mame e + f € Lyatedy (0,6 + f) € Lo, @ Lo, zdroven
dle predchoziho vypoctu mame (0,e + f)(g,h) = (e, f)(T(g, h)), a tedy

T"(e, f) = (0,e+ f), (& f) € Lo Do Lo
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PRIKLAD 2 (Dalsi piiklady k procviceni - s vysledky, bez podrobného feseni). Ukazte, ze T' € L(X,Y)
a vyjadfete dudlni operator 7% € L(Y™*, X*) pomoci reprezentace dudld klasickych prostorti.
@ X = (C*-[l2), Y = (C% ||ll2), T'(21, w2) = (w1 + 22,21 — T, 271 + T2);
(b) X =Y =Ly, T((w,)) = (x1 — X2, 29 — 271, 3,74, .. .);

© X =0,Y = co, T((wn)) = Xkl Tr)azrs
@ X =Y = L,(0,1]), kde p € [1,00), (/) = x,, 1, f3
(v tomto ptikladu uvazujte pouze prostory nad télesem redlnych cisel)
© X =1, Y = L,((0,1]). kde p € [1,00), T((z,))(t) = S5, 2t t € [0, 1;
(v tomto prikladu uvazujte pouze prostory nad télesem redlnych cisel)
() X =0,Y = C([0,1]), T((zn))(t) = 352y 2nt”, t € [0,1];
(v tomto piikladu uvaZujte pouze prostory nad t€lesem redlnych Cisel)
(@ X =Y = C(0,1)), Tf(t) =  + (1) = F(0);
() X =Y = C([0,1]), T/(t) = t(1):
(v tomto piikladu uvaZujte pouze prostory nad télesem redlnych cisel)
(i) X =Y = C([-1, 1)), TS(t) = f();
(v tomto ptikladu uvazujte pouze prostory nad télesem redlnych Cisel)
(G) X = Ly1([0,1]), Y =K, T(f fo t—— t)dt;
k) X =Y =c® 0, T(x,y) = ((n)n 1v<xn)n 1) pro (z,y) € co @1 {1;
W) X =Y = Ly([0, 1)) @ ([0, 1)), T(F,g) = (3,0) pro (f.9) € Ly([0, 1]) @ C([0,1]).

VYSLEDKY. (a) T*(y1,¥2,y3) = (y1 + y2 + 2y3,y1 — Y2 + ¥3);
(b) T*((?/n)) = (yl — 2Y2,Y2 — Y1, Y3, Y4, - - -);
)

© T*((yn)) = (Xfzy Yr)nis

(@ T*(9) = X1 65

) T*(g) = (fo ttrdt)™ . g € Lg([0,1]);
) T*(p) = (fo,1 " dp(t ))n:p p € M([0,1]);

(@) T () = p+ p([0,1]) (61 — do), p € M([0, 1]);
(h) T*p = tdu, p € M([0,1]), pro u € M(]0,1]), tedy T*u je mira definovand predpisem 7*u(A) =

fA tdu(t);

(i) pro kazdé u € M([0,1]) mdme T*p = hyp, kde h(t) = t%; tedy, T* i1 je mira definovand predpisem
T*u(A) = p({t € [-1,1]; £* € A}).

(j) pro kazdé ¢ € K je T*t € Loo([0, 1]) funkce definovand predpisem (7%t)(z) =t - (z — 3), z € [0, 1];

() T*(x,y) = ((%)ly, (52)52y) Pro (z,y) € {1 Boo Lo
(D) T*(f, 1) = (0, fdt) pro (f, ) € Lo @2 M([0,1]), kde f dt je mira definovand predpisem f dt(A) =

[y f@)dt

2. Kompaktni operatory

PRIKLAD 3. Charakterizujte kompaktni podmnoZiny v Banachovych prostorech ¢, a [,,. Konkrétné:

(a) Omezend mnoZina K C c je relativné kompaktni pravé kdyz
{sup|z(n)|}7Z, € co.
zeK

(b) Pro p € [1, 00) plati, Ze omezend mnozina K C ¢, je relativné kompaktni prave kdyz

hm{su T p}—O
Jim, IEED ol
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RESENI. Nejprve pfipomeiime, Ze mnoZina K v tiplném metrickém prostoru X je relativné kompaktni pravé
kdyZ je totdlné omezend pravé kdyZz z kazdé posloupnosti v K lze nalézt podposloupnost konvergujici v X.
(a) Oznalme a,, := sup,cg|z(n)], n € N.

Predpokladejme nejprve Ze a,, — 0 a dokaZzme, Ze K je totdlné omezend. Zvolme ¢ > 0, pak
existuje ng splitujici sup,,>,, |a,| < 5. Ddle mnoZina {x (1. n); = € K} € (K™, [|-|») je omezend
v kone¢né-dimenziondlnim prostoru (K™, ||-||o), tedy je totdlné omezena a existuje kone¢na mnozina
A C K splitujici Ze pro kazdé » € K existuje a € A spliujici sup,,.,, |z(n) — a(n)| < e. Pak A je
konec¢nd e-sit’ pro K, nebot’ pro libovolné a € A ax € K dle volby n plati

sup la(n) — x(n)| < 2 sup|a,| <e.
n>ng n>ngo
Mnozina K je tedy totdln€¢ omezend a proto relativné kompaktni.

Na druhou stranu, pfedpoklddejme Ze {a, }°; ¢ co. Tedy existuje ¢ > 0 takové, Ze pro nekonecné
mnoho n € N plati a, > ¢ a miZeme tak nalézt posloupnost {z*}?°, v K a rostouci posloupnost
prirozenych &isel {n;, }2° , spliujici |2*(ny)| > € pro kazdé k € N. UkédZzeme, Ze z posloupnosti {2},
nelze vybrat podposloupnost konvergentni v ¢y. Zvolme libovolné y € ¢y. Potom existuje ny € N takové,
Ze pro kazdé n > ng je |y(n)| < £. Na druhou stranu vime, Ze pro kazdé k > ng je [z¥(ny,)| > e. Odtud
plyne, Ze pro kazdé k > ng je

lz* = yll > |2 () — y(u)| = |2 ()| = ly()| > e = 5 =5,

a tedy z posloupnosti {z*}2° | nelze vybrat podposloupnost konvergujici k y, a proto mnoZina K neni
relativné kompaktni.
(b) Oznalme a,, = sup,cx » .- |z(i)[?, n € N.

Predpokladejme nejprve Ze a,, — 0 a dokazme, Ze K je totdlné omezend. Zvolme ¢ > 0, pak
existuje ng spliujici |a,,| < (5)P. Ddle mnoZina {z (1. n; © € K} € (K", |-||,) je omezend v
kone¢né-dimenziondlnim prostoru (K™, ||-|,), tedy je totdlné omezend a existuje kone¢nd mnoZina
A C K spliijici Ze pro kazdé = € K existuje a € A spliijici >, [z(n) — a(n)[P < 5. Pak A je
kone&nd e-sit’ pro K, nebot’ pro kazdé z € K existuje a € A spliujici Y ° | |z(n) — a(n)|P < &, z
¢ehoZ dostavdme

lz —all, < §+ 2 D_lz(n) —a()lP < 5 +28/|an,| < e.

n=ng

Mnozina K je tedy totdlné¢ omezena a proto relativné kompaktni.

Na druhou stranu, predpokladejme Ze a,, /4 0. Tedy existuje ¢ > 0 takové, Ze pro nekone¢né mnoho
n € N platf a,, > € a miZeme tak nalézt posloupnost {z*}2°, v K a rostouci posloupnost pfirozenych
Cisel {ng}2, splitujici Y2 [2*(i)[? > ” pro kazdé k € N. Ukédzeme, Ze z posloupnosti {z"}7° | nelze
vybrat podposloupnost konvergentni v £,,. Zvolme libovolné y € /,,. Potom existuje ng € N takové, Ze
> iy [y(D)]P < (5)P. Na druhou stranu vime, Ze pro kazdé k > ng je Y2 [2*(4)|? > P. Odtud plyne,
7e pro kazdé k > ny je

lz* =yl > 2] |2k (0) =yl = o) Dl @) — 2| Yyl > e —§5 =3,
1=ny i=ny 1=np

a tedy z posloupnosti {z*}2° | nelze vybrat podposloupnost konvergujici k y, a proto mnoZina K neni
relativné kompaktni.

O

PRIKLAD 4. Urcete, zda je operdtor 7' : X — Y kompaktni.
(@ X = (K" || l2), Y = K4 |I-ll2), T(z1,22) = (21 + @2, x5 + 424, 9 — 33,421 + Do + 24);
(b) X =Y =4y, T((x,)) = (0,21, x9, X3, ...);

© X =Y = Lo, T((z)) = (5%n)niss
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(d) X =05, Y = ¢, T((,)) = (Ften)™

n n=1’

(€) X =Y = L,([0,1]), kde p € [1,00], T(f)(t) = f(V1);

(v tomto piikladu uvaZujte pouze prostory nad télesem redlnych cisel)
() X =£6,Y = Ly([0,1]), T((zn)) () = 307 wnt™
@ X =Y =C([0,1]), T(f) = f = 3f(0) + 2f(1);
(h) X =Y =C([0,7]), kde r > 0, T(f)(t) = [, f(x)dx;

(v tomto prikladu uvazujte pouze prostory nad télesem redlnych Cisel)
() X =Y =C([0,1)), T(f)(t) = [, exp(2ts)f(s)ds;

(v tomto piikladu uvaZujte pouze prostory nad télesem redlnych &isel)

. 2w

() X = Lo(0,27]), Y = co. T(f) = (J27 F(t) cos(kt)dt)2

(v tomto prikladu uvazujte pouze prostory nad télesem redlnych cisel)
k) X =Y =c¢yP1 62, T(x,y) = (y,0) pro (z,y) € co X la;
D X =Y = Li([0,1]) @1 La([0,1]), T(f, 9) = (9, 9) pro (f, g) € L1([0,1]) x Ly([0, 1]).

RESENI. Pfed vlastnim feSenim piikladd si nejprve piipomeinime nékterd znama fakta, pomoci kterych
budeme niZe ovérovat zda operdtor je/neni kompaktni.

(i) Pokud existuje posloupnost {z,, }nen vV Bx a e > 0 splijici Ze ||Tz,, — Tx,,|| > € pro kazdé n # m,

pak operétor 7" neni kompaktni.
(nebot’ pak z posloupnosti {7z, } ,en neni mozné vybrat cauchyovskou podposloupnost)

(ii) Existuje-li posloupnost {7 } yen kone¢né-dimenzionélnich operdtord T € F(X,Y), N € N spliiu-
jici ||T — Tn|| — 0, pak T je kompaktni operdtor.
(nebot’ F(X,Y) C K(X,Y))

(iii) Pokud existuje nekonecné-dimenziondlni podprostor Z C X spliiujici Ze T' | Z je izomorfismus, pak
pak operétor T’ neni kompaktni.

(nebot’ pokud je T'(Bx) kompaktni mnoZina, pak 7'(Bz) C T(Bx) je kompaktni, ale potom B, =
T~ (T(Bz)) je spojity obraz kompaktu, tedy kompakt coZ je ve sporu s tim Ze dim Z = oc)

(iv) Pokud Y = C(K) kde K je metricky kompakt, 7" je spojity operator a existuje K > 0 spliiujici Ze
kazdé funkce f € T'(Bx) je K-Lipschitzovska, pak operator 7" je kompaktni.
(plyne z Arzelaovy-Ascoliovy véty, nebot’ spojitost operdtoru 7" je ekvivalentni omezenosti 7'(Bx) a
existence K > 0 jako vySe implikuje stejnou spojitost funkci z T'(Bx))
V této souvislosti je vhodné pfipomenout, Ze pokud je dén interval / C R, funkce f : I — R
mad na vnitfku intervalu [ vlastni derivaci a plati Ze K = sup,;|f'(z)| < oo, pak funkce f je K-
Lipschitzovska.

(plyne z Véty o stfedni hodnoté, viceméné to bylo dokdzano v ramci feSeni Piikladu [I.2))

Nyni pfistoupime k feseni jednotlivych prikladi.

(a) Zadany operator 7 je linedrnim operatorem mezi kone¢né-dimenziondlnimi prostory, tedy 7" € F(X,Y)
a T je kompaktni dle ({i).

(b) Pro kanonické vektory {e,;; n € N} C lyaprol < n < mmame ||Te,—Te,| = |lent1—emt1] = V2
a tedy 7" neni kompaktn{ dle ().

(¢) Definujme operatory Ty : {5 — (5 predpisem

TN(ﬁL'):(xl,%ﬁg,...,LNZL‘N,O,O,...), fGEQ.

Pak pro kazdé N € N plati

2
<|zlz, ze€b

Tl = 3|

tedy operdtory T jsou spojité a linedrni a protoze Rng Ty C span{ey,...,en}, dostdvime Ty €
f(fg,gg), N e N.
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Dile pro kazdé N € N mame

|(T = To)(a m-}j(

n=N-+1

el w €l

_N—I—l

atedy |T — Tn|| < \/N;—H — 0 a operator 7" je kompaktni dle (fi).
(d) Nejprve si uvédomme Ze s pouZzitim Holderovy nerovnosti plati

lz1| + |z2| + .. 4 |z
n

ey

< (sl 2

tedy Tz € ¢o pro x € {5 a snadno pak také nahlédneme, ze T' € L({s, ¢y).
Definujme nyni operatory T : 5 — co pro N € N predpisem

TN([Z}) = (.131, xl;IQ, ceey $1+z27\}'"+$1\] , 0, 0, .. .)7 T € 62.

Pak opét s pouzitim odhadu (I]) vidime, Ze pro kazdé N € N je Ty € L({s, o) a protoze Rng Ty C
span{el, R ,BN}, dostavame T € .F(gg,gg), N e N.
Dile pro kazdé N € N znovu s pouzitim (I) mame

|z1| + 22| + ... + |20 1 |||
T—Ty)(x)|| = su < |zl - sup —=——,
It vl n>NI-)&-l n < n>NIJ)rl vn o /N +1

atedy |7 — Tn| < \/— — 0 a operator 7" je kompaktni dle ({

(e) V Prikladu[1.6]jsme jiz ov&fili, Ze T € L(L,([0,1])). Pokud je p = oo, pak jsme v Piikladu [I.6] také
ovéfili, Ze operator 1" je izometrie a tedy neni kompaktni dle (iii). Pro zbytek piikladu tedy uvazujme
pouze pifpad p # co. S pouZitim substituce ,,s = v/t dostdvame

1 1
125l = [ 156rdt= [IeP2sds, £ e Lo.1)
0 0
a uvazujeme-li tedy nekone¢né-dimenzionalni podprostor Z C L,([0, 1]
Z ={f € Ly([0,1]); f(z) =0pros.v.x € [0, 1]},

T € by

) dany predpisem

pak pro f € Z mame
1
sIfIG < /1/4 2s|f(s)Pds = T A5 < 201113
atedy 7' | Z je izomorfismus. Operator 7' tak neni kompaktni dle (111)).
(f) Definujme operétory T : {1 — L1([0, 1]) pro N € N predpisem

Pak pro kazdé n € N plati

1 N N
Tl < [ fonlerde < 3lol < el € b
0 p=1 n=1

tedy operatory Ty jsou spojité a linedrni a protoze Rng Ty C span{t',... t"}, dostdvame Ty €
F(l1, L ([0, 1])).
Dale pro kazdé N € N mame

(T — Tw)(2)| </ Z |2, [t dt < Z |:17n|/ tNFL At

n=N+1 n=N+1

<z - tN“dt:M, x €l
<l [ L we



ODDIL 2. KOMPAKTNI OPERATORY 39

atedy |T — Tn|| < N%L? — 0 a operator T je kompaktni dle (iil).

(g) UvaZujme nekonecné-dimenzionalni podprostor Z C C'([0, 1]) dany pfedpisem

Z =A{fe€C((0,1]); 2f(1) = 3f(0)},
pakpro f € Zmame Tf = fatedy T | Z je izometrie. Operdtor T tak neni kompaktni dle (iii]).

(h) V Piikladu [1.6|jsme jiz ovéfili, ze T € L(C([0,r])). V Pfikladu [1.6| jsme jiz také zmiriovali, Ze pro
f€C(0,1]) méme Tf € C'([0,1]) a (T'f)' = f, z CehoZ dostavame Ze plati [|(Tf) || < ||f]|- Kazdd
g € T(Bx) je tedy 1-Lipschitzovska (protoze jeji derivace je omezend jedni¢kou jak jsme pravé ukazali)
a operdtor 1" je proto kompaktni dle (iv).

(i) Necht' f € C([0, 1]). Ovéfme predpoklady véty o integralu zavislém na parametru, abychom ovéfili
Ze funkce T'f je spojitd. Pro kazdé ¢t € [0,1] mame |f(s) exp(2ts)] < €| flleo € L1([0,1]), tedy
predpoklady véty o integrdlu zavislém na parametru jsou splnény, funkce 7'f je spojitd a zaroven z
vypoltu vyse vidime, ze T € L(C([0,1])) a ||T| < €%

Dale snadno nahlédneme, Ze funkce exp je 62—Lipschitzovska’1 na intervalu [0, 2], nebot’ m4 na tomto
intervalu derivaci omezenou pravé hodnotou e?. Pro kazdé f € Bx at,t’ € [0, 1] tak dostdvdme

VH@—TWNSAbm@%—wm%MU@Mwﬂmkéb@@w—wwmﬂm

1 1
SeQHfHOO/ ]23t—2$t/\d3§262\t—t'\/ sds = e*t — /|
0 0

a funkce T'f je proto e2-Lipschitzovska. Kazdd g € T(Bx) je tedy e?-Lipschitzovska a operdtor T je
proto kompaktni dle (iv).

(j) V Prikladu jsme jiz oveéfili, ze T € L(Ly([0,27]),¢o)). Dale vime, Ze {\/%7 cos(nt); n € N} je
ortonormdln{ systém v Lo([0, 1]) (viz. Pfiklad FA.1.116). Uvazujme nyni posloupnost funkei { f,} v Bx
danou predpisem

In(t) = Lcos(nt), n € N.

N

Tf, = ((\/LE cos(nt),cos(k;t)))oo = /me,, neN

k=1
a tedy pron # m mame ||Tf, — T full = V/7|len — em|| = V27 Operétor T tak neni kompaktni dle ().
(k) Uvazujme vektory (0,e,,) € co @1 la, n € N. Pak pro kazdé n € N mame ||(0, e,,)|| = 1, ale
T((0,en)) = T((0, em))l| = [l(en — €m, 0)[| = llen —emlloc =1, nF#m.
Tedy operétor 7' neni kompaktni dle ().
(1) V Piikladul]jsme jiz ové&fili, ze T € £(X). UvaZujme nekonecné-dimenziondlni podprostor Z C X =
Ly([0,1]) &1 Ly([0, 1]) dany predpisem
Z={(0,9); g € La(0, 1)}

Pak pro (0,9) € Z mame |[T(0, 9)|| = ll(g, 9)ll = llgllx + llg=ll = llgll2 = /0, 9)l|x, atedy T [ Z je
izomorfismus. Operdtor tak neni kompaktni dle ({iii).

Pak

0
PRIKLAD 5. Necht' k € C([0,1]?). Pro f € C([0,1]) definujme

1
Tf(t) :/ f(s)k(s,t)ds, te][0,1].
0
Ukazte, ze T' € L£(C([0,1])) a ze T' je kompaktni operator.

DUKAzZ. Necht' f € C([0,1]). Ovéfme ptedpoklady véty o integrdlu zdvislém na parametru, abychom
ovéfili Ze funkce T'f je spojitd. Pro kazdé ¢ € [0, 1] mame | f(s)k(s,t)| < || flloo - [|klloo € L1([0,1]), tedy
predpoklady véty o integrdlu z4vislém na parametru jsou splnény, funkce 7'f je spojitd a zaroven z vypoctu
vyse vidime, ze T € L(C([0,1])) a || < ||k]|so-
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Zbyva ovérit, Ze T je kompaktni. K tomu pouZijeme Arzelaovu-Ascoliovu vétu podle které staci ovérit
ze T(Be(oay)) € C([0,1]) je omezend a stejné spojitd mnozina. Omezenost T'(B¢(jo,17)) plyne ze spojitosti
operatoru 1" a zbyva tak ovéfit stejnou spojitost. Zvolme € > 0 at € [0, 1]. ProtoZe funkce & je spojitd na
kompaktni mnoZiné [0, 1]?, je stejnomé&rné spojitd a tedy existuje § > 0 spliiujici

max{[s; — saf,[t1 — o[} < = |k(s1,81) — k(s2, t2)| <e.

Polozme U = [0,1] N (t — §,¢ 4 ) a zvolme ¢’ € U. Pak pro kazdé f € Be(jo,1) plati

1 1
A0 =TI [ 1flelk(s.) = ks )]s < |l [ eds <

Oveéfili jsme tedy, Ze T'(Be(o,1))) je stejné spojitd mnozina ¢im je ditkaz dokoncen.
O

PRIKLAD 6 (Dalsi pfiklady k procviceni - s vysledky, bez podrobného feseni). Urcete, zda je operator
T : X — Y kompaktni.
@ X = (C%[[-]|2). Y = (C% [|-||2), T(x1, x2) = (21 + @2, 21 — 2,271 + 22);
b) X =Y =0, T((x,)) = (1:1 — Tg, Ty — 201, T3, Tg, .. .);
© X =Y =cp, T((za)) = (; Tn)nzis
(d) X =05, Y =0, T((xn)) = ()71
) X =101,Y =15, T((z,)) = (ﬂ“+ ) >
() X =0 =co. T((x)) = (Yo, Th) s
(@) X =35, Y = EOO,T«:v ) = (Bt 7
(h) X = L,((0, 1)), Y = L, ([0, 5)), kde p € [1,00), T(f)(t) = f(sint);
(v tomto piikladu uvaZujte pouze prostory nad télesem redlnych Cisel)
(i) X =0, = C([0,1]), T((wn))(t) = 32,2 znl™;
(x
)

\/

O X =Y = Lall0. 1), 7)) =27,
(k) X =Y =C([0, 1), T(F)®) = tf(t);
(M) X = Ly([0,27)), Y = o, T(f) = (J27 F(t) cos(kt)dt)2,:

(v tomto prikladu uvaqute pouze prostory nad télesem redlnych Cisel)
(m) X =Y =C([0,1]), fo S)IV1+t+ s?ds;

(v tomto prikladu uvaqute pouze prostory nad télesem realnych Cisel)
() X =Y =C([0,1)). T(f)(t) = [y sf(=£) ds;

(v tomto piikladu uvazujte pouze prostory nad télesem redlnych Cisel);
(0) X = C([0,1]), Y = C([0,1]) fo f(st)ds;

(v tomto prikladu uvazujte pouze prostory nad telesem redlnych Cisel);
(P) X =Y =co@1 by, T(a,y) = (%), (55)52) pro (z,y) € co @1 b
(@ X =Y = Ly([0,1]) &2 C([0,1]), T(f, 9) = (9,0) pro (f, 9) € L1([0, 1]) &2 C([0, 1]).

VYSLEDKY. NiZze kromé vysledkt uvddime, kterou z metod (i), (fi), a pouzitych v ramci feSen{
Piikladu []je vyhodné pouzit k feseni piislusného prikladu.
(a) ano (aplikujeme metodu ({ii)));

(b) ne (aplikujeme metodu (i));

(c) ano (aplikujeme metodu ({ii)));

(d) ano (aplikujeme metodu (ii)));

(e) ano (aplikujeme metodu ({ii)));

(f) ne (aplikujeme metodu (i));

(g) ano (aplikujeme metodu (ii)));

(h) ne (aplikujeme metodu ({iii));

(i) ne (aplikujeme metodu ({i));

(j) ano (aplikujeme metodu (ii)));

(k) ne (aplikujeme metodu (iiil));
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(1) ne (aplikujeme metodu (fi)));
(m) ano (aplikujeme metodu (iv)));
(n) ano (aplikujeme metodu (iv)));
(0) ano (aplikujeme metodu (iv)));
(p) ano (aplikujeme metodu (ii)));
(q) ano (uvazujeme kompaktni operdtor S € L(X, C([0, 1]) @2 C([0, 1])) definovany piedpisem S(f, g) =
(9,0) auvédomime si, ze T = @ o S pro vhodné zvoleny operator ().

O

3. Spektralni teorie (zejména) kompaktnich operatoru

PRIKLAD 7. Pro nasledujici operdtory ukazte ze T' € £(X) aurCete o(T") a 0,,(T).
(a) X = 629 T((xn>) = <I27 x3, .. >’
(b) X = 62, T(((L’n)) == (0, T1,T9, .. )

RESENI. (a) V Pfikladu1.6/jsme jiz ovéfili, ze T € L({5). Nejprve uréime bodové spektrum operatoru 7.
Hleddme tedy ta A € K, pro kterd m4 rovnice

T((zn)) = M)
nenulové feSeni v /5. Re§ime tedy soustavu rovnic
Tpi1 = ATy, n € N
coZ je ekvivalentni zapisu
Tpt+1 = /\nZL‘hTL € N.

JelikoZ hleddme nenulova feseni, ziejmé musi byt z; # 0. Hleddme tedy ta A € K, pro kterd posloupnost
{x1A"},en ndlezi do £y, Cemuz odpovidd mnozina {\ € K : |\| < 1}. Tedy 0,,(T) = {A € K: |A\] < 1}.

Nyni uréime spektrum operatoru 7. Jelikoz zfejmé || T'|| = 1, dle Véty FA.4.17 plati Ze o(T) je
kompaktni podmnoZina Bg. Dostdvame tak

BK = O'p(T) C O'(T) C BK,

atedy o(T') = Bk.
(b) V Piikladu|1.6|jsme jiz ovéfili, ze T' € L(¢3) a ||T'|| = 1. Opét nejprve uréime bodové spektrum operétoru
T'. Hleddme tedy ta A € K, pro kterd m4 rovnice

T((wn)) = Alwn)
nenulové feSeni v /5. Resime tedy soustavu rovnic
0= )\ZL‘l,Il = )\l’Q,ZL‘Q = )\1‘3, e

Pokud A\ = 0, mame
0=0,2,=0,29=0,. ...
atedy 0 ¢ o,(T). Pokud A € K\ 0, m4 tato soustava opét pouze nulové feSent, a tedy o,,(7") = 0.

Nyni ur¢ime spektrum operdtoru 7'. Dle Véty FA.4.17 vime, Ze o(T) C Bx. Nasim tkolem je tedy
zjistit, pro kterd |A| < 1 plati, Ze

Vyelydeely: I —Tr=y,
ekvivalentné pro kazdé y € ¢, existuje = € ¢y spliujici

()\$17>\$2—$1,>\$3—$2,~--) = (ylay27y37"')' )
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Pokud A = 0, pak pro y = e; piislus$né = € ¢, neexistuje a tedy 0 € o(T"). Pfedpokladejme Ze A # 0 a
zvolme y € (5. Pak () plati, pravé kdyz z; = % a z,,1 = 24 pro n € N. Tedy indukci snadno

ovéfime, Ze musi platit " " y
1 n
T, = " + ol + ...+ N n €N

a naSim ukolem je zjistit, zda takto definovana posloupnost x je prvkem ¢, pro kazdé y € 5. Zvolime-li
ale y = e, pak dostdvame ze x = (A\7")°2, a tedy, protoze |A\~"|?> > 1 pro n € N, posloupnost z nen{
prvkem Banachova prostoru /5. Celkem tak pro libovolné A € By je A € o(T') a proto o(T') = Bk.

Alternativni a v tomto pfipadé jednodussi metodou pro uréeni spektra by bylo si uvédomit, Ze
T* je operator z ulohy () (viz. Piiklad (1)) a ze o(T') = o(T™*). Tedy dle feseni tlohy (a) dostdvame
o(T) = o(T*) = Bk. Nemuseli jsme tak vypocet z pfedchoziho odstavce provadét.

O
Na prostorech posloupnosti miizeme také zkoumat nasledujici velmi obecnou tdlohu.

PRIKLAD 8. Necht’ X = ¢, nebo X = /¢, pro n&jaké p € [1,00). Necht’ je dile dana posloupnost
(an)se, € U aoperator T : X — X definovany predpisem

T(x) = (ann)sq, z e X.
Ukazte, ze T € L£(X), najdéte o(T") a 0,(T') a zjistéte, kdy je 7" kompaktni.

RESENI. Pfedné si uvédomme, Ze pro kazdé z € X an € N mame [Tz(n)| < ||(an)|so - 20|, z ShoZ je

snadno vidét ze T € L(X) a [|T]| < ||(an)]|co- Ddle mame ||T’|| > ||Te,|| = |an| pro kazdé n € N, a tedy
T = l|(an)leo-

H HUVélll(om)rlrLe si nyni, Ze operdtor 1" je prosty, pravé kdyz pro kazdé n € N mame a,, # 0. Oznacime-li

operétor 1" piislusny posloupnosti (a,,) jako 1{q,,), vidime, Ze A\ —T{,,) = T(r—q,,) a tedy dle pfedchozi Givahy

dostdvdme, Ze operdtor A\l — T{,, je prosty pravé kdyz A ¢ {a,; n € N}. Z toho plyne, Ze 0,(T) = {an;

n € N}.

Zkiumejme nyni podminky, za jakych je operdtor 7' prosty, ale neni na. Dle predchoziho vime, Ze pokud
je T prosty, pak a,, # 0 pron € N. Tedy, je-li ddno y € X, pak pro posloupnost z plati Tz = y, pravé kdyz
T, = I = pro kazdé n € N a nasim dkolem je zjistit podminky, za kterych je takto definovana posloupnost =
prvkem prostoru X . Je-li posloupnost (|--|) omezend, pak = = (%)™ je prvkem prostoru X pro kazdé
y € X aoperator 1" je proto na. Naopak, pokud posloupnost (\ D neni omezend, nalezneme podposloupnost
(an,, ) splitujici |a,,| < 1 pro k € N a uvazujme posloupnost y "danou predpisem

0 n ¢ {ng; k € N},

ho={ an m=maX =c,
Any,

kl/p

n=ngap € [1,00).

Paky € X, alex = (z—") ¢ X nebot’ pokud X = ¢y pak posloupnost x mé na nekonecné mnoha mistech
jednicku a pokud X =/, pro né&jaké p € [1,00), pak

Z]xn]p = Z% =

Celkem jsme tedy ovéfili, Ze operator 7' je prosty ale neni na, pravé kdyZ posloupnost (| |) neni omezena,
ekvivalentné 0 je hromadnym bodem mnoziny {a,; n € N}. Oznalime-li podobné Jako vySe operator
T piislusny posloupnosti (a,) jako T(,,), vidime, Ze A\I — T(,,) = T(r—a,) a tedy dle pfedchozi tivahy
dostdvdme, Ze operétor \I — 1|, je prosty, ale neni na, pravé kdyZ A neni hromadnym bodem mnoZiny
{an; n € N}. Z toho plyne, Ze o(T') \ o,(T") sestdva z hromadnych bodi mnoziny {a,; n € N}, a tedy
o(T) ={a,; n € N}.

Kone¢né, zjistime kdy je operdtor T kompaktni. Pokud a ¢ ¢, dle Véty FA.4.27 operdtor T neni
kompaktni. Naopak, pokud (a,)$; € ¢y, pak pro N € N definujme operatory T : X — X predpisem

Tyz = (anzn)_;, r e X.
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Pak, prokazdé N € N,z € X an € Nyplati |Tyz(n)| < |[(an)||so - |7n|, z CehoZ je snadno vidét Ze operatory

Ty jsou spojité a linearni a protoze Rng Ty C span{ey,...,ex}, dostivame Ty € F(X, X). Dile pro
kazdé N € N mdme
(T = Tw) ()| = [[(anzn )iy ol < lan)n=na|* - flzll, =€ X,

atedy ||7'— Tn|| < ||(an)n=n+1]|> — 0 a operator 7" je proto kompaktni. Celkem jsme tedy dokézali, ze T’
je kompaktni, pravé kdyz (a,, )%, € co.
O

Obdobny operator nasobeni mizeme uvazovat i na prostorech L, ([0, 1]).

PRIKLAD 9. Necht' X = L,([0,1]) pro n&jaké p € [1,00) a g € L([0,1]). Definujme operator
T : X — X predpisem
Tf=1fg, feX
Dokazte, ze T' € L£(X), najdéte o(T") a 0,,(T") a zjistéte, kdy je 1" kompaktni.

DUKAZ. Pfedné si uvédomme, Ze plati

Hmw=¢éuwmm“usdw%[ﬂﬂmwhwmwwm, fen(01), @

z ¢ehoz snadno dostavame ze T € L(X) a [|T|| < ||g||oo- Zvolme nyni a@ € (0, ||g||oo)- Z definice esencial-
niho suprema funkce g ma mnozina A := {t € [0, 1]; |g(¢)| > «} kladnou miru, atedy sgng-xa € Ly \ {0}
a proto plati

g > O - [gjars a0 ae 0.l @
fesx lseng - xall  [Ixall Ja
Celkem tedy || T']| € (., [[g]|~) pro kazdé o € (0, [|g[/oc). a proto || T[] = [g]|oc-

Nyni uréime o,(7"). Hleddme tedy ta A\ € K, pro kterd existuje f € X \ {0} spliujici A\f = fg.
Uvédomme si, Ze pro kazdé f € X at € [0,1] plati Af(t) = f(t)g(¢t) pravé kdyz f(t) = 0 nebo g(t) = .
Tedy, pokud mad mnoZina g~'(\) kladnou miru, pak funkce f = xg-1(») € X \ {0} dosvédCuje Ze \ € 0,,(T)
a naopak, pokud ¢g(t) # X skoro vSude na [0, 1], pak kazdd f € X spliujici A\f = fg je nulova skoro v§ude
atedy A ¢ 0,(T). Celkem tedy

oo(T) = {\ € K; g~ '(\) ja kladné miry}.

Zkoumejme nyni podminky, za jakych je operator 7" invertibilni. Dle pfedchoziho je 71" prosté, pravé
kdyz g # 0 skoro vSude. Predpokladejme tedy Ze T je prosté. Pak 7" je invertibilni, pravé kdyz 7" je na, pravé
kdyZ pro kazdé h € X existuje f € X spliujici h = fg, pravé kdyz pro kazdé h € X méame g € X.Dle
rovnosti (3) a @) vyse ale plati
2= 1G]

glly ligle’

a tedy operdtor 7' je na, pravé kdyZ esencidlni supremum funkce |§] je konecné, coz je ekvivalentni tomu Ze

sup
heSx

existuje o > 0 spliujici |517| < a skoro viude, nebo-li |g| > < skoro viude. Pfipomefime, Ze esencidlni obor
hodnot funkce g € L ([0, 1]) je definovdn pfedpisem

essRngg = {y € K; A(g ' (U(y,¢))) > 0 pro kazdé € > 0}.

Pak snadno nahlédneme, Ze |g| > é skoro vsude pro néjaké o > 0, pravé kdyz 0 ¢ ess Rng g. Celkem tak
dostdvdme, Ze prosty operdtor T je invertibilni pravé kdyz 0 ¢ ess Rng g. Zaroveri si uvédomme, Ze pokud
0 ¢ ess Rng g, pak také g # 0 skoro vSude a operdtor T je proto prosty, tedy 7 je invertibilni pravé kdyz
0 ¢ essRng ¢g. Ozna¢ime-li operator 7" piislusny funkci g jako T}, vidime ze A\ — T, = T)_, a proto z
pfedchozi dvahy dostdvame, Ze operdtor A\l — T, je invertibilni, pravé kdyz 0 ¢ ess Rng(\ — g), coZ snadno
ovéfime Ze je ekvivalentni podmince A ¢ ess Rng g. Z toho plyne, Ze o(T') = ess Rng g.
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Konecné, zjistime kdy je operator T kompaktni. Pokud existuje A € 0,(7") \ {0}, pak dle pfedchoziho
mé g~ (\) kladnou miru a tedy

Y:={feX; f(t)eg '(\)pros.v.t €0,1]}

je nekonecné-dimenziondlni podprostor L, ([0, 1]) a pro kazdé f € Y plati

\7 4], = (/ / ()P dt = A+ ||

atedy 7' [ Y je isomorfismus. Pak ale 7" neni kompaktm operdtor (protoZe jeho restrikce na nekonecné-
dimenziondlni podprostor Y je isomorfismus). Je-li tedy 7" kompaktni operétor, pak o(T) = {0} dle
Dusledku Pak ale dle pfedchoziho dostdvame, Ze 0 = ess Rng g, z ¢ehoz plyne Ze g = 0 s.v. na [0, 1].
Pokud ¢ = 0 s.v. na [0, 1], pak 7" = 0 a tedy se jednd o kompaktni operator. Zjistili jsme tedy, ze T je
kompaktni, pravé kdyz g = 0 s.v. na [0, 1].

O

PRIKLAD 10. Pro nasledujici operatory ukazte ze T € £(X) aurCete o(T") a 0,,(T).
(a) X = £17 T((xn)) = (—272, L1, =4, T3, —Te, L5, - - )’

(v tomto piikladu uvaZujte pouze prostory nad télesem komplexnich ¢isel)
(b) X = co @1 by, T(x,y) = (y,0) pro (z,y) € co X £z;
() X =C([0,1)), T(f)(t) £t )+f( ) = f(0);

(d) X =C(]0,1]) fo

(v tomto prﬂdadu uvaqute pouze prostory nad télesem redlnych Cisel)
(@) X =Co(R), T(f)(t) = f(=1);
() X = L,(R), kde p € [1,00], T(f)(t) = f(t — 1);

(h) X = C([0,1]), T(f)( ()

(R

p(

(2) X = Ll([([)ov ])) 1 L2()[> 1), T(f,9) = (9,9) pro (f,g) € L1([0,1]) x Ly([0, 1]);
, t

@) X =C([0,1)). T(f)(t) = 2f(t) + ¢ [y f(z)dw + 12 [ 2 f(z

v

RESENI. (a) Je snadné si rozmyslet, Ze operdtor 7 je linedrni izometrie na, a tedy ||7']| = 1.
Vysetfeme nejprve bodové spektrum. Hledame tedy ta A € C, pro kterd ma rovnice

A =T((x,)) = (=22, T1, ..., —Top, Top_1,.-.)

nenulové feseni v /1. ProtoZe operator T je prosty, vidime Ze takové feSeni neexistuje pro A # 0. Dale
snadno nahlédneme, Ze pro A # 0 je x € ¢, feSenim rovnice vyse, pravé kdyz pro kazdé n € N plati
AT9,_1 = —Xo, a ZArOVen A\xs, = To,_1,
coZ (vzhledem k tomu Ze A # 0 a tedy 3, # 0 # 2,,—1) je ekvivalentni rovnostem
T2n—1

_/\IQn—l = Top = PR

tedy \> = —1, coZ je ekvivalentni podmince A = +i (zax € ¢;\ {0} Ize pak zvolit napiiklad posloupnost
T = e; — Aep). Zjistili jsme tedy, ze 0,(T") = {£i}.

Nyni uré¢ime (7). Zvolme A € C \ {%i}. Abychom zjistili, zda je operdtor \I — 7" na, budeme
pro y € ¢, hledat x € ¢ spliujici Az — T'z = y. Porovnanim soufadnic 2n a 2n — 1 pro kazdé n € N
dostavame, Ze \x — Tz = y, pravé kdyz pro kazdé n € N plati

ATop—1 + Top = Yon—1 @ ZA&rovel ATo, — Tap—1 = Yo,

coz odpovidd feSeni soustavy linedrnich rovnic s matici

A1 yana -~ A 1 Yon—1 -~ Al Yon—1

=1 Al yon —1 =X 0 y2n — Ayan1 1o ﬁ()\y%—l — Y2n)
N <O 1 1+A2y2n 1+ 1+A2y2n> ’
Lo 1_|_>\2 ()\y2n 1 y2n)




ODDIL 3. SPEKTRALNI TEORIE (ZEJMENA) KOMPAKTNICH OPERATORU 45

a tedy kdykoliv y € ¢4, pak posloupnost z spliiuje Az — Tz = y, pravé kdyZ zon, = 5z¥2n-1 + 1257 Y2n
aTo,_1 = 1Jr%()\ygn_l — Yo, pro kazdé n € N. Uvédomme si, Ze takto definovand posloupnost x je

prvkem /1, nebot’

Z|xn| < Z‘ﬁ()‘y%z—l - y2n)| + Z|ﬁy2n—l + ﬁan’ < <’%| + \H%DHZJH < 0.

n=1 n=1 n=1

Ovérili jsme tedy, Ze operator A\ — T je prosty a na pro kazdé A\ ¢ o, (1) atedy o(T") = 0,(T) = {=£i}.
(b) Je snadné si rozmyslet, Ze operétor 7" je spojity, linearni a || T'|| < 1.
Vysetfeme nejprve bodové spektrum. Hleddme tedy ta A € K, pro kterd ma rovnice

Mz,y) =T(z,y) = (y,0)

nenulové feseni v ¢y @, ¢5. Snadno nahlédneme, Ze (x,y) € ¢y & {5 je feSenim rovnice vySe, pravé
kdyZ A = 0 nebo (z,y) = (0,0). Tedy nenulové feSeni existuje, pravé kdyz A\ = 0 (v takovém piipadé je
nenulovym fesenim napiiklad bod (ey,0) € ¢o @1 l2). Zjistili jsme tedy, Ze o,,(T") = {0}.

Nyn{ uréime o(7"). Zvolme A € K\ {0}. Abychom zjistili, zda je operdtor A/ — T" na, budeme
pro (x,y) € ¢y @1 {y hledat (a,b) € ¢y @ lo splivjici (z,y) = A(a,b) — T'(a,b) = (Aa — b, \b),
coz je ekvivalentni tomu Ze b = § aa = xT*b Tedy, kdykoliv (z,y) € co @1 {2, pak (a,b) spliiuje Ze
AMa,b) —T(a,b) = (x,y), pravé kdyz (a,b) = (5 + %, ), coZ je prvek prostoru ¢y @, lo, protoze
$ + 3% € co + la C co. Ovéfili jsme tedy, Ze operdtor A\I — T je prosty a na pro kazdé A\ ¢ o,,(T) a tedy
o(T) = 0,(T) = {0}.

(c) Je snadné si rozmyslet, Ze operdtor 1" je spojity, linedrni a ||T']| < 3.

Uvazujme nejprve operdtor S € L(C([0, 1])) definovany predpisem

Sf(t) = f(1) = f(0),  telo,1].

Tento operdtor je kompaktni, nebot’ je jednodimenziondlni (Rng S sestdva z konstantnich funkci). Opét
uréime bodové spektrum operdtoru .S. Hleddme tedy ta A € K, pro kterd ma rovnice S(f) — A\f =0
nenulové feSeni v C'([0, 1]). Funkce f je feSenim rovnice vyse, pravé kdyz

Af(t) = f(1) = f(0), tel0,1].

Pokud A = 0, potom je tato rovnice spliiena pro libovolnou funkci f € C/([0, 1]) splijici f(0) = f(1),a
tedy 0 € 0,(5). Pokud A # 1, potom vidime, Ze f musi byt konstantn{ funkce rovna w. Protoze ale
f je konstantni, specidlné mame f(0) = f(1) atedy f je identicky nulové na [0, 1]. Celkem dostavame,
ze nenulové feSeni rovnice S(f) — A\f = 0 existuje, pravé kdyz A = 0 a tedy o0,(S) = {0}. Jelikoz
operator S je kompaktni, dostdvame o(S5) = o,(5) = {0}.

Nyni, necht’ I znacf identicky operator na C'([0, 1]). Potom mdme 7" = I 4+ S a pro kazdé A € K
plai A\l - T =(A—1)] —Satedy o(T) = o(S) + Lao,(T) = 0,(S) + 1. Celkem tedy dostavame
o(T) = a,(T) = {1}.

(d) V Prikladech [1.6a [4] jsme ové&fili, Ze T je kompaktni operdtor a (T'f)" = f pro f € C([0,1]). Opét

v Vs

nejprve ur¢ime bodové spektrum operatoru 7'. Pro A € R feSime rovnici

/Otf(x)dx =\f(t), te]0,1]

v C(]0,1]). Pro A = 0 mé rovnice ziejmé pouze nulové feseni. Necht’ tedy A # 0. Potom dosazenim
t = 0 dostaneme, Ze f(0) = 0. Déle, leva strana rovnice, a tedy i prava strana, md derivaci v [0, 1] a
zderivovanim dostaneme Ze f je feSenim homogenni diferencidlni rovnice \f' — f = 0, jejiz fundamen-
talni systém je tvotren funkci ext (protoze % je jediny kofen charakteristického polynomu). Ovsem jediné
takové feSent spliiujici f(0) = 0 je nulova funkce. Tedy rovnice T'f = A\ f md pouze nulové feSeni pro
kazdé \ € R a proto o,,(T) = 0.

Dale, protoze operdtor 1" je kompaktni a dim X = oo, plati o(T") = {0} U 0,,(T") = {0}.
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(e) Je snadné si uvédomit, ze 7" je linedrni izometrie a tedy ||7'|| = 1. Opét nejprve urime bodové spektrum
operatoru 7. Pro A € K feSime rovnici

AM(@) =Tf(t) = f(—t), teR
Tedy médme

f@t) =Af(=t) = Nf(t), teR.
JelikoZ hleddme nenulové funkce f feSici tuto rovnici, jedind pfipustna ¢isla A jsou A = 1 nebo A = —1.
Obé tato Cisla ndlezi do bodového spektra operatoru 7', nebot’ rovnici f(—t) = f(t) prot € R fesi
libovolnd sudé funkce v Cy(R), a rovnici f(—t) = —f(t) pro ¢t € R fesi libovoln lichd funkce v Cy(R).

Tedy 0,(T) = {—1,1}.
Nyni ur¢ime spektrum operatoru 7'. JelikoZ uZ zndme bodové spektrum 77, zbyva nalézt ta A €
K\ 0,(T), pro kterd operdtor 7' f — A f nenf surjektivni. Zvolme g € Cy(R), a feSme rovnici

T(f)=Af =y
Dostdvame tedy, Ze
F(—t) = M(t) = g(t), tER,
a tedy také
ft) =Af(=t) =g(-t), teR.
Kombinaci téchto dvou rovnic dostaneme
F(t) = g(=t) + Af(=t) = g(=t) + Ag(t) + N[ (2).
Tedy, pokud A\ ¢ {—1, 1}, potom mdme, Ze
g(=t) + Ag(t)
f(t) = {2
JelikoZ funkce ¢ ndlezi do prostoru Cy(R), zfejmé také f € Cp(R). Piimym dosazenim pak snadno

Y v/

ovéiime, Ze tato funkce f fesi rovnici 7'f — \f = g. Tedy operator A\ — T je na pro kazdé A € K\ o,(7")
aproto (1) = 0,(T) = {—1,1}.
(f) Je snadné si uvédomit, Ze 7" je linedrni izometrie a tedy ||T'|| = lao(T) C {\ € K; |A\| = 1} = Sk dle
Lemmatu FA.4.19.
Nejprve uréime bodové spektrum operatoru 7'. Pro A € Sk feSime rovnici

F(t-1)= A1), teR
v L,(R). Tedy pro pevné t € R mame

fE=—n)=Aft—(n—-1)=Xft-—(n—2)=...=\"f(t), neN
a proto také \"f(t +n) = f(t), celkem tak dostdvame f(t — n) = A"f(t) pro n € Z a proto
|f(t—n)| =|f(t)] pron € Z.Pokud p # oo, pakdostz’wéme

WLZ/ (1) dt = ﬁwmm ﬁfm

n=—0oo n=—oo n=—oo

teR.

coz implikuje Ze f = 0s.v. na [0,1] atedy f = 0 s.v. na R a proto dostdvame o,,(7") = (). Na druhou
stranu, pro p = oo je funkce f (t) = o A Xt 1) (t) omezend, a splituje nasi rovnici, nebot’ plati

n=—oo n=—oo

Tedy v tomto piipadé o, (1) = Sk (pro pfipad K = C je také moZné uvazovat obecnou komplexn{
mocninu f(¢) = A~ coZ by mirné zjednodusilo vypocet vyse). Odtud jiz plyne, Ze pro p = oo je

o(T) = o0,(T) = Sk.
Zbyva zjistit spektrum operétoru 7" v piipadé, kdy p € [1, c0). Uvazujme tedy rovnici

ft=1) = Af(t) = g(t)
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proX € Sxag € L,(R). Propevné ¢t € Ran € N mame
ft=n)=Af(t—-n+1)+glt—n+1)=AAf(t—n+2)+gt—n+2))+g{t—n+1)
= =N g N gt — 1)+ gt —n+1).

Oznatime-li tedy h,(t) = f(t —n) — A" f(t) a g, (t) = \"1g(t) + N\ 2g(t — 1)+ ... + gt —n+ 1),
pak z rovnosti (5)) a z véty o substituci snadno dostavame

gnllp = hnlly < {[fllp + A" Al = 20, 7 eN.

Uvazujeme-li ale g = x(0,1) € Lp(R), pak si v§imneme Ze g(t — k) # 0 pravé kdyzt € (k,k+ 1) a
proto pro kazdé n € N plati

k+1 k+1
Hgn!p—Z/ galt) 7t = 2/ X1l — k)P dt = Z/|g P dt = n.

k=—00

®)

Pro n > 2|| f||P tak dostdvame Ze pokud f € L,(R) je feSenim rovnice T'f — A\ f = g, pak 2|| ||} < n =
1gn I} < 2|/ f||, coZ je spor. Tedy pro A € Sk operdtor AI — T neni na a pro p € [1, o) tak dostdvame
O'(T) == SK.
(g) V Piikladu(l]jsme jiz ov&fili, ze T € L(X) a ||T]| < 2.
Nyni uréime bodové spektrum operdtoru 7. Pro A € K fe§ime rovnici 7'(f,g) = A(f,g) pro
(f,9) € L1([0,1]) @2 La([0,1]), tedy

(9,9) = (\f, A\g)

a porovnanim druhé soutfadnice dostdvame, Ze bud’ A = 1 nebo g = 0 s.v. Navic, pokud g = 0 s.v. pak
porovnanim prvni soufadnice vidime, Ze bud’ A = 0 nebo f = 0 s.v. Pokud tedy existuje nenulové
feSeni rovnice, pak A € {0,1}. Pro A = 1 je nenulovym feSenim napiiklad (f,g) = (¢,t), pro A = 0 je
nenulovym fesenim napiiklad (f, g) = (¢,0). Celkem tedy mame o,(7") = {0, 1}.
Nyni nalezneme spektrum operdtoru 7. Pro A € K\ {0,1} a (e,h) € X hleddme (f,g9) € X
vyhovujici rovnici
(e,h) = A(f,9) = T(f.9) = (A\f —g,(A = 1)g).
Porovnénim druhé soufadnice vidime, Ze g = L a poté porovnanim prvni soufadnice dostaneme
f= %(e +g) =%+ /\(A - Reseni tedy ex1stuje pro kazdé (e, h) € X a proto je operdtor A\l — T na
pro kazdé \ ¢ o,(7"). Celkem tedy o(7") = 0,(T') = {0, 1}.
(h) Je snadné si uvédomit, ze T je linedrni izometrie atedy ||T']| = lao(T) C {X € K; || = 1} = Sk dle
Lemmatu FA.4.19.
Nejprve uréime bodové spektrum operatoru 7. Pro A € Sk feSime rovnici T(f) = Af pro f €
C([0,1]) a A € By, tedy
F#) =Af(®), telo1]. (©6)
Specidlné mame
f(0) =Af(0)a f(1) = Af(1).
Tedy A = 1 nebo f(0) = f(1) = 0. Pokud A = 1, pak libovolna konstantni funkce v C'([0, 1]) je feSenim
rovnice (6), tedy 1 € o,(T"). Pokud A € Sk \ {1}, pak f(1) = 0 a ddle z rovnosti (6) vidime, Ze pro
libovolné pevné ¢ € [0, 1] plati

FO) = Af(t2) = N2f(t3) = ... = A\"f(tz"), neN.

Tedy, jelikoZ posloupnost {\"},,cx je omezend a posloupnost {tzin }nen konverguje k Cislu 1, ze spojitosti
funkce f dostdvdme, Ze f(t) = 0. Jelikoz t € [0, 1] bylo voleno libovolné, je f nulové funkce. Tedy

op(T) = {1}.

Nyni nalezneme spektrum operatoru 7. Vime, ze o(7") C Sk. Uvazujme tedy rovnici

F(#2) = Af(t) = g(t)
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proX € Sxag € C([0,1]). Pro pevné ¢t € [0,1] an € N mdme
FE) = M) + g2 = MO ) + gt 7)) + (")

n—1
= NF(E ) F 0 () H g () = = M)+ YN ()
a tedy, polozime—li g, (t) := 31— X*F~1g(t2"), pak musi byt [g, ()]s < 2|£()] < 2|/l pro kazdé

n € Nakazdé ¢ € [0,1]. UkdZeme ale, Ze existuje spojitd funkce g € C([0, 1]) takovd, Ze g,(5) — oo,
coz bude spor. Vskutku, na kompaktni mnoziné K = {0} U {(%)QK, k € N} definujme spojitou funkci
g € O(K) ptedpisem g(0) = 0a g((3)*") = A* pro kazdé k € N a rozsifme pomoci Tietzovy véty
tuto funkci na spojitou funkci definovanou na [0, 1], kterou zase oznacime jako g € C([0, 1]) (v pfipadé
komplexniho prostoru aplikujeme Tietzeho vétu na redlnou a imaginérni ¢ast). Pak mdme

|gn%|_‘2>\nkl/\k )\nlz ’ i

atedy g € C([0,1]) je hledana funkce, pro kterou rovnice f (t2) Af(t ) ¢g(t) nemd feseni v C'([0, 1])
atedy A € (7). ProtoZze \ € Sk bylo libovolné, dostdvame o(T") = Sk.

1
k:oo’

wl’—'

(i) UvaZzujme nejprve operdtor S : C([0,1]) — C([0, 1]) definovany predpisem

S(f)(t):t/o f(x)dx+t2/0 xf(z)dz, te€]0,1].

Tento operator je kompaktni, nebot’ je dvoudimenziondlni (funkce ¢ — t a t — t? generuji Rng S).
Nejprve zjistime bodové spektrum operatoru S. Necht' tedy A € K, a uvazujme rovnici

t/o f(m)dz+t2/0 xf(x)de = Af(t), te€]0,1].

Pokud A = 0, potom k vyfeSeni této rovnice staci nalézt nenulovou funkci f takovou, Ze fol f(z)dz =
fol zf(z)dz = 0. K tomu postaci uvazovat polynomy druhého stupné. Uvazujme tedy funkci

f(t) =Co+ Cit+ Cot®, tel0,1].
Chceme, aby platilo

1 1
0 2 0 2 3 4

3
Tato soustava rovnic md nekone¢né mnoho feseni, jednim z nich je Cy = —%, Cy=1,C5 = —1. Tedy
0 € op(T).

Necht’ tedy nyni A # 0. Pokud funkce f je feSenim nasi rovnice potom f je linearni kombinaci

funkci t — t at — t2, konkrétné f(t) = C1t + Cyt?, kde C; = fo DI o Cy = w . Dosazenim
do rovnice dostaneme

1 1
/\Clt + )\02t2 = t/ Oll’ + 021326117 + t2/ 01.172 + OQJ]stL’ =
0 0

1 1 1 1
=t(;C1 + 502) - t2(§01 +7C2).

Tedy, pokud ma rovnost platit pro kazdé ¢ € [0, 1], pak dostavame, Ze
1 1 1 1
)\Cl = §C1 + 502 a /\Cg = 501 + ZCQ

Z prvni rovnice dostaneme Cy = 3(\ — %)C’l, a dosazenim do druhé rovnice dostaneme

1 1
9\ = 1)0\ - 5) - 1)Cy =0.
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Pokud C; = 0, pak, ze Cy = 3(\ — %)Cl = 0, a tedy f je nulova funkce. Pfedpoklddejme tedy, Ze

C1 # 0, a poté prenasobenim rovnice ¢islem o% a roznasobenim dostaneme kvadratickou rovnici

T2X* — 54\ +1 =0,
jejimz feSenim jsou Cisla
9+ V73 9—-V73

M=ok

Tedy tato Cisla lezi v bodovém spektru operdtoru S, pricemz vlastni vektory ptislusné témto ¢islim
dostaneme napriiklad volbou C; = 1, tedy

filt) =t+3(\ — %)tQ, fo(t) =t +3(\y — %)tQ.

Tedy, jelikoZ operator .S je kompaktni, dostdvdme
9 —|— \/ 3 9—-V73
7(5) = a,(8) = {0, s
Nyni, necht’ I znadi identicky operdtor na C'([0, 1]). Potom méame 1" = S + 21. Déle, pro kazdé A € K
mame \[ — T = (A —2)] — Satedy o(T) =0(S)+2a0,(T) = 0,(S) + 2. Celkem tak dostdvame

57+\/ﬁ57—\/ﬁ}
24 7 24 '

o(T) = 0,(T) = {2,

PRIKLAD 11. Necht’
1—3s)t, 0<t<
K(s,t) = ( s)t, =t=9%
(1—1) < 1

a definujme operator 7' € L(L([0, 1])) rovnosti

:/1K(s,t)f(t)dt, se0,1]

Dokazte, ze:

(a) Vlastni &isla T jsou &isla (nm) ™2, n € N, odpovidajici vlastni vektory jsou sin(nmz) a kazdy vlastni
prostor je jednorozmérny.

(b) Normalizované vlastni funkce tvoii ortonormalni bazi v L,([0, 1]).

(c) Pfedpokladejme, Ze funkce g € Lo([0, 1]) je vyjadiena vici bazi tvofené vlastnimi funkcemi ve tvaru

E Cpsin(nme)

n=1
UkaZte, jak 1ze pro komplexni ¢islo A, které neleZi v uzavéru mnoZiny vlastnich ¢isel operatoru 7',
explicitné zapsat feSeni rovnice T'f — A\f = g.

RESENI. Nejprve poznamenejme, Ze se jednd o specidlni pfipad operdtoru z Piikladu FA.4.14 a tedy T je
spojity linedrni operator, ktery je navic kompaktni.

Déle si uvédomme, Ze T'f je spojitd funkce pro kazdou f € Ls([0,1]) dle véty o integrdlu zdvislém
na parametru, nebot’ pro kazdé ¢ € [0, 1] je s — K (s,t) spojitd funkce a protoze mame |K (s, t)f(t)| <
|f(t)| € L1([0,1]), pfedpoklady této véty jsou splnény.

Dokazme j&té, 7e Tf(0) = Tf(1) = 0 a (Tf)" = —f s.v. pro kazdou f € Ly([0,1]). Vskutku,
zvolime-1i f € Ly([0, 1]), pak rozepsanim vyrazu K (s, t) dostaneme

Tf(s):(l—s)/ostf(t)dtJrs/ (1—t)f@H)dt, sel0,1].

Odsud vidime, ze T f(0) = T'f(1) = 0. Dile, jelikoZ funkce f nalezi do prostoru Ly ([0, 1]), funkce ¢ +— ¢ f(¢)
nalezi do prostoru L;([0, 1]), a funkce ¢ — (1 —¢) f(¢) ndlezi do L, ([0, 1]). Tedy leva strana rovnice (jakoZto
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absolutné spojita funkce), a tedy i prava strana, maji derivaci skoro vSude v [0, 1]. Po zderivovani{ obou stran
rovnice dostaneme rovnost

(TFY(s) = / CHF() e+ (1 s)sf(s) + / (1= 6)f(8)dt — s(1— ) (s)
_ _/Stf(t)dt+/1(1—t)f(t)dt.

Tuto rovnici mizeme ze stejného diivodu jako vyse derivovat, a dostaneme

(Tf)"(s) = =sf(s) = (1 = 5)f(s) = = f(s).

Tedy, mame (7'f)"” = — f, coZ jsme chtéli dokdzat.

Pfistupme nyni k feSeni jednotlivych zadéni.

(a) Zvolme A € K a uvazujme rovnici

Tf(s)=Xf(s), se€]l0,1].

Protoze funkce 7T'f je spojitd, dostavame Ze f je spojitd funkce a protoze mame (7'f)” = — f, dostdvame
Zze T'f (atedy také f) md spojitou druhou derivaci na [0, 1] (nebo pfesnéji, existuje reprezentant tiidy
ekvivalence [T'f] ktery md druhou derivaci atd.). Pokud tedy piislu§nou rovnici dvakrit zderivujeme,
dostavame ze f € C?([0, 1]) spliiuje diferencialni rovnici

A"(s) = —f(s).
Tedy, pokud je A = 0, dostdvame ze f = 0 atedy 0 ¢ o,(7"). Pokud \ # 0, pak, protoze T'f(0) =
Tf(1) = 0, dostavame Ze f je feSenim diferencidlni rovnice f” + { = 0 s poédte¢nimi podminkami
f(0) = f(1) = 0. Tuto rovnici ted’ vyfesime.
Pokud je A < 0, pak fundamentdln{ systém je tvofen funkcemi exp ( =+ ﬁ) (protoZe j:\/ﬁ jsou
koreny charakteristického polynomu), ovSem jediné feSeni spliiujici pocatecni podminky je pak nulova

funkce a tedy A ¢ o,(7). Pokud je A > 0, pak fundamentdln{ systém je tvofen funkcemi sin(\%\) a
cos(%) (protoZe &= je dvojndsobny kofen charakteristického polynomu) a protoZe md platit f (0) =0,
musi byt f = C sin(%) pro n&jaké C' € R a konecné, protoze f(1) = 0, pokud je f nenulova funkce,
musf byt A = (n7) 2 pro n&jaké n € N.

Celkem jsme tedy zjistili, Ze 0,,(T) = {(n7)~%; n € N} a vlastni prostor piislusny vlastnimu &islu
(n7)~? je jednodimenziondlni prostor generovany funkef sin(sn).

(b) Plyne ihned z Pfikladu
(c) Oznaéme u,, = v/2sin(nmz), n € N (coZ je ortonormdlni baze L ([0, 1]) dle P¥ikladu 1.17). Pokud

)
n=1

funkce g € Ly([0, 1]) je vyjadfena ve tvaru g(z) = >~ | ¢, u,, potom dle Lemmatu FA.1.108 plati
¢ = (9, up), neN.
Dile, dle (b) mtizeme libovolnou funkci f € Lo([0, 1]) vyjadfit jako

f@) =S (F .

n=1

Tedy ze spojitosti operdtoru 7' mdme

T(f) =Y (fun)Tuy = (n)">(f, ).

Tedy chceme, aby platilo

(e}

Z((nﬂ')72 - )‘)<f7 un)“ﬂ =Tf—-Af = Z<ga un>un7

n=1 n=1
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tedy

W) — (g, un)
{un) (nm)=2 =\

: n € N}, potom posloupnost {(n7r)+2—k}”6N je omezend,

)= 3 G

ndlezi do prostoru Ly([0, 1]), afesi rovnici T'f — A f = g.

Tedy, pokud A neni v uvédvéru mnoZiny {(nm)~>

a tedy funkce

O

PRIKLAD 12 (Dalsi ptiklady k procviceni - s vysledky, bez podrobného feseni). Pro nésledujici operatory
ukazte ze T' € L(X) aurCete o(7T") a o,(T).
(a) X - 62’ T((xn)) - <—ZE2, Xy, —%[E47 xs3, _%‘/E67 3, .. )’

(v tomto piikladu uvaZujte pouze prostory nad télesem komplexnich ¢isel)
(b) X = 62’ T((:L'n)) = (1:1,1'2 - $_117x3 - %71'4 - %7 . )’

© X=cy®1 0,T(x,y) = ((y;”),‘i‘”:p (%)20:1) pro (z,y) € co X {1;
(d) X =C([0,1]), T(f)(t) = tf(1);
@ X =C([=L1]), T(f)(t) = {(!t\),
() X = C(0,1)), T(F)(x) = [ tf(t) dt;
(@ X = Co(R), T(f)(1) = f(i—1);
(h) X = Co(R), T(f)(t) = f(2t);
() X = L,(R),kde p € {1,00}, T(f)(t) = f(2¢);
(ptiklad je obtiZny)
§ X =¥ = (0.1 @O0 1), T47,9) = g.0) o (f,0) € (0, 1) 22 €0, 1y

(k) X = Li((0,00),e7tdt), Tf(x) = fzx) +a® [[° f(t)e " dt.

VYSLEDKY. (a) 0,(T) = {£—~; n € N}, o(T) = {0} Ua,(T);
(b) 0p(T) =0, 0(T) = {1};

(©) 0p(T) = {£:5; n € N}, o(T) = {0} U 0,,(T) (operitor T je kompaktni);
(d) op,(T) =0,0(T) =10,1];

(@ op(T) = o(T) = {0, 1};

(f) o,(T) =0, o(T) = {0} (operator T je kompaktni);

(@) op(T) =0, 0(T) = Sk;

(h) op(T) = 0, o(T) = Sx:

(i) prop = o0: 0,(T) = o(T) = Sk, prop = 1: 0,(T) = 0, o(T) = 35k

() op(T) =0, o(T) = {0} (operétor T je kompaktni);

&) o,(T) = o(T) = {1,3}.






Kapitola 5

Konvoluce funkci a Fourierova transformace

PRIKLAD 1. Naleznéte Fourierovu transformaci ndsledujicich funkeci.

(@ f(z) = X[—aa( z), kde a > 0;

(b) f(x) = €7 X[0,00) (), kde a > 0;
©) f(x) —x'X[ 1,1)(2)

d) f(z) = 5

RESENI. V t&chto piikladech Fourierovu transformaci spo&itame piimo z definice.
(a) JelikoZz funkce sin je licha a funkce cos je suda, pro kazdé ¢t € R plati

i) = % / e it 4y = ¢%< / cos(—tx) du + i / sin(—tz) dr) = % /0 " cos(tz) d.

Pro ¢ # 0 tak dostdvame
~ 2 rsin(tz)qe 2 sin(at
Fit)=4/= [L] _ \/iﬁ
s t 0 T ot

~ 2 “ 2a
0) = — ldr = —.
1) V2T /0 V2r
(b) S pouZitim znalosti z komplexni analyzy (pouZijeme vypocet komplexniho integralu pomoci primitivni
funkce a znalost derivace funkce ¢ — e pro a € C) dostdvame, Ze pro kazdé ¢ € R plati

) 1 z(—a—it) 1
6—aa:—ztx dl’ — |:€

f(t)Z\/%/o NGT: —a—zt]?: V2r(a+it)

(c) JelikoZ funkce x sin(x) je sud4 a funkce x cos(x) je lichd, podobné jako v uloze (a)) pro kazdé t € R plati

ft 1: e dy =i x - sin(—tx)d \/7 x - sin(tx) d
vV 27r V2

a s pomoci metody per partes pak pro ¢ 7é 0 dostdvame

~ 2 L1t 2 cost  sint
_ cos(tx) .
f8) = —2\/;([—937}5 ) eostear) =i 2(= 7 )
aprot = 0 midme
5 1
—Z\/j/ x - sin(0) dz = 0.
T™Jo

(d) Nejprve metodami z komplexni analyzy pro kazdé t € R\ {0} spocitdme hodnotu

> 1 itx
I(t) ::/OOI_I_er dz.

Nejprve uvazujme piipad kdy ¢ > 0. Uvazujme pro kazdé R > 0 kiivky ¥z(t) :== —R + 2R, t € [0, 1]
app(t) := Re", t € [0, 7). Pak z Jordanova Lemmatu mame

aprot =0

o~

izt

lim 5 dz=0
R—o00 YR z° + 1

53
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a zaroven
izt
lim T 1

dz = I(¢t).

Tedy, I(t) = limp_, f brioR ;;—jl dz. Na druhou stranu, protoZe 1)+ je uzaviend cesta, dle rezidu-
ové véty plati

izt izt

I(t) = lim dz = 2m’<resi —) . (ind ; z)
( ) R—=oo Jynion 22+1 2241 VRTPR
a protoZe index bodu i vzhledem ke kiivce ¢r+¢p je roven jedné a funkce % mé v bodé ¢ pdl

ndsbonosti jedna, metodami z komplexni analyzy pro vypocet rezidua dostdvame

izt
I(t) = 2mi - lim -=met, t>0.
2=t 2 + 1

Pro ¢ < 0 pak s pomoci substituce ,,s = —t* dostavame Ze [(t) = I(—t) a tedy pro ¢ < 0 mame
I(t) = met, celkem tedy I(t) = me~ "l pro kazdé ¢ # 0.
Nyni si uvédomime, Ze médme

ft) = \/%I(—t) = \/get', t£0

a protoZe funkce J?je spojitd, dostdvame f(t) = \/ge_”| prot € R.
O
PRIKLAD 2. Naleznéte Fourierovu transformaci funkce f a s jeji pomoci odvod’te Fourierovu transfor-
maci funkci g a h.
@) f(z)=e 1, g(x) =2 e, h(z) = cos(x) - e 17
2

2

(b) f(z) = e T, g(x) = e hz) =22 e,

RESENI. (a) Nejprve z definice spocteme f(t) Prot € R plati

~ 0 1— oo 1—i o(1—it) 0 o(—1—it) o) 1 1 2
VaRf) = [ ety [Tetoengn = [ere)’ o) .
0 —00

T—it it Jo T —it 14it 142

—0o0

tedy f(t) = \/E Lz pro kazdé t € R. Viiménme si nyni, Ze g € L;(R) a tedy dle V&ty FA.5.21

dostavame o
a0 = 1770 = iy 2 (25 ) = —\@%

Konetng, uvédomime si 7e cosz = “ 4" tedy h(z) = Lf(z) - (¢ + e~™) a podle Véty FA.5.21
dostdvame

~ 1 -~ - 1 1 1 2 t*+2
h(t)==(f(t—1 t+1)) = ( ) = \/j -
()= Ut =D+70+ D) = =y T 1r a1 T ?1d

(b) Nejprve s uvédomime, Ze funkce f(x) je jedinym feSenim obycejné diferencidlni rovnice

f'(@) +zf(x) =0 (D)

s pocétecni podminkou f(0) = 1. Dokazme, Ze stejnou diferencidlni rovnici spliiuje také funkce f
Vskutku, protoze f(z) = —ze */2 € Li(R) axf(z) = ze " /2 € L;(R), dle Véty FA.5.21 dostdvame

~

0=F +af(z) =izf(z) +i(f)
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a tedy po prondsobeni konstantou —: vidime, Ze f spliluje rovnici a protoZze s pouZzitim znamého
. P 0 2 2
integrélu [~ e™* da = /7 mame

~

1 e 1 e
0= [ e Par— o [ ety
0= g [ ran= g [ =

z jednoznacnosti feseni diferencidlni rovnice s poc¢ateéni podminkou dostdvame, Ze f = f.
Aplikaci Véty FA.5.21 pak ihned vidime, Ze

1 -~ 1 1 2

At:— L:— L:—6_4.
i) = 77 = 5/ = 5

Vsimnéme si nyni, Ze h € L;(R) a tedy dle Véty FA.5.21 dostavame ho=i- (E(x\)), a protoze
zg(z) € L1(R), opét dle Véty FA.5.21 mdme zg(z) =i - (/g\)/ Celkem tedy pro kazdé t € R plati

() = ~@)'() =~ (~ 4 TV () = e T

PRIKLAD 3. Naleznéte Fourierovu transformaci funkce f a odvod’te hodnotu zadaného integralu.
(a) Naleznéte Fourierovu transformaci funkce f(z) = (cosz) - Xz g](x) a odvod’te hodnotu integralu
272

oo cos(tx) COS(tW> dt prozr € R \ {j: }

01—
(b) Naleznéte Fourierovu transformaci funkce f(z) = x(0,1)(z) — X(-1,0)(¢) a odvod’te hodnotu integralu

0o | 1—
S A2 dt.

N

RESENI. (a) Prokazdé t € R je funkce cos(z) cos(tx) sudd a funkce cos(x) sin(tz) je lichd, a tedy plati

R 1 7r/2 ” 2 71'/2
t) = — cosx-e dr = — coszx - cos(tx) dz.
f( ) V2T /_W/g V2T /0 ( )

Dvojim pouZzitim metody per partes pak pro ¢ # 0 mame

w/2 : /2
I:/ cosx - cos(tr) dr = [cosx-%}g +
0

/2
/ sinz - sin(tx) dz
0

~+ | =

1 R 11
=0+ ;([ sin 2 <(2) x)]0/2 + ;/0 cosx - cos(tr) da:) = t_ZI 3 cos(),

_\/5 20037”
Vo T 1—t2

Ze spojitosti funkce fplati pak vzorec vySeiprot = 0 a pro ¢ = +£1 s pouzitim L’Hospitalova pravidla

dostdvame
~ 2 cos(Z) 1 2 Tsin(&Z T
f(£1) = lim 4/ — () i — /22 (5) = \/_
t—+1 V1 1 —¢2 t—+1 T =2t 2\/5
Na tomto misté poznamenejme, Ze alternativné jsme mohli spocitat Fourierovu transformaci funkce
X_zma poté Fourierovu transformaci funkce f odvodit podobné jako jsme to udélali v Piikladu I
22

tedy pro ¢ ¢ {0,+1} plati

Zkusme nyni odvodit hodnotu zadaného integrdlu. Pro kazdé x € R s pouZitim sudosti funkce
cosinus a lichosti funkce sinus dostavdme

COS( ) 1 > COS( itx “595
/01_t2 S(tz) dt = 2/_001—152 dt = \f/ Firyetdt = = 7).

Nyni si uvédomime, Ze f € L;(R) (nebot’ f je spojitd funkce a u nekonecna md absolutné konvergentni

integral dle limitniho srovndvactho kritéria, protoZe lim; 4, lf g 7 = 0) atedy z véty o inverzi dostdvame
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(b) Prokazdét € R\ {0} mame

o= %( [ e [ ) = (1590 - 150)

1 <1 et et 1> 2 1-<4e 91— cost

NGoT it \on it

a pro t = 0 snadno spocteme

f(O):\/LQ_W(/jquJr/olmx) —0.

Zkusme nyni odvodit hodnotu zadaného integralu. ProtoZe f € Ly(R) N L;(R), dle Plancherelovy
véty mame || f||z, = ||f||z, a tak z pfedchoziho dostavame

1 —cost A T s T !
[P a=5 [ ifwra=Si7E, =31k, = 5 [ 1de=n
o o -1

PRIKLAD 4. Pomoci Fourierovy transformace naleznéte feSeni diferencidlni rovnice

y'(t) —y(t) =e "

na intervalu (—oo, 00). ReSeni zapiste ve tvaru konvoluce.

RESENi. V tomto piikladu uvazujme konvoluci vzhledem k ndsobku Lebesgueovy miry \/%—W)\ (protoZze

budeme chtit pouzivat vzorec m = f g pro f,g € Ly). Pokud funkce y(t) spliiuje ze y(t) € Li(R),
y'(t) € Li(R) ay”(t) € L1(R), pak dle Véty FA.5.21 dostavame

(v —y)(t) = (y)(1) — () = (it)*5(t) — §(t) = —(1 + *)5(t),
a tedy pokud tato funkce y(t) fesi zadanou rovnici, pak plati

—

V Piikladu 2| jsme spocetli, 7e —L5 = —e/*‘\ﬂ t) a tedy dle Véty FA.5.21 plati
1+t 2

_61155? _ _\/g.e—/P(t) Ce-lel(t) = _\/g. (e—ﬂ\e—w(t)

Polozme z(t) := (e_f’f2 x e~ 1”1)(t), t € R a zkusme ovéfit, Ze funkce y(t —/5%(t) je feSenim zadané
diferencidlni rovnice. Protoze ¢!l € Ly(R) ae " € C™(R), z Véty FA.5.11 dostavame, Ze z € C*(R),
Z(t) = (el % (=2me="))(t) a 2"(t) = (e71 % ((42? — 2)e=*"))(¥). Tedy, y € C=(R) a protoze
{e=? —2te " (412 —2)e "’} C Ly(R), z Véty FA.5.7 dostavame Ze {y, 1/, 4"} C Li(R) a dle pfedchoziho
méame

(v —y)(t) = =L+ )5(t) = e ().
ProtoZe Fourierova transformace je prosté zobrazeni (viz. Disledek FA.5.28), dostdavame ¢ (z) —y(z) = e
(&

pro s.v. € R a jelikoZ funkce na pravé i levé strané rovnosti jsou spojité, tak y”’(z) — y(z) =
kazdé z € R.
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PRIKLAD 5. Necht' 0 < b < a. Pomoci Fourierovy transformace naleznéte feSeni integralni rovnice

/ e’“(x’t)Qy(x) dz = et

na intervalu (—o0, 00).
RESENI. V tomto pifkladu uvazujme konvoluci vzhledem k ndsobku Lebesgueovy miry \/%)\. Pak leva
strana rovnosti je z definice konvoluce rovna v/27 (y(z) * (e‘mz)) (t). Resime tedy rovnici
Ve (y(z) * (e’“m2)) (t) = e .

Pripomenme, Ze Fourierova transformace je prosté zobrazeni a f/@ = F-G.Je-li tedy y(z) € L1(R), pak y
fesi rovnici vySe, pravé kdyz resi rovnici

Vo - Gi(t) - e (1) = e (1), )
Dle Pfﬂ(laduvfme, 7e e~ (t) = % a tedy z Véty FA.5.21 snadno odvodime, Ze e=<**(t) = \/L%e_ﬁ/ te
pro kazdé ¢ > 0 a dosazenim do rovnosti (2) (pro ¢ = a, ¢ = b a nakonec také pro i = 4ab) tak dostavame
Ze rovnost (2)) je ekvivalentni rovnosti

Ww% e (e 2)) = oo (-#5)

—

Qab ab a ab
)0 i (2o
Qb7r exp( a—bm >>() m(a —b) &P a—bx *)
kde pro pfehlednost symbolem F oznacujeme Fourierovu transformaci. Funkce
a ab 2)
)= ——exp| — x), zeR
y(z) ) p( —

zfejmé rovnost vyse spliiuje a je lehké si uvédomit, Ze y € L;(R), tedy dle pfedchozich tivah se jedna o
hledané feSeni zadané integralni rovnice.
O

Vs v

PRIKLAD 6 (Dals{ priklady k procviceni - s vysledky, bez podrobného feseni).

(a) Naleznéte Fourierovu transformaci funkce f(z) = x(0,1)(®);

(b) Naleznéte Fourierovu transformaci funkce f(x) = (1 — |z|) - x[-1,11(2);
(c) Naleznéte Fourierovu transformaci funkce f(z) = sinx - x(0,x)();

(d) Naleznéte Fourierovu transformaci funkce f(z) = — éx oL

(je vyhodné pouZit metody z komplexni analyzy)
(e) Naleznéte Fourierovu transformaci funkce f(z) =

transformaci funkce g(x) = %;
(je vyhodné pouZzit metody z komplexni analyzy)

(f) Naleznéte Fourierovu transformaci funkce f(z) =

m, kde a > 0 a odvod’te potom Fourierovu

m kde a,b > 0 (zde je vyhodné pouzit
metody z komplexni analyzy) a odvod’te potom Fourierovu transformaci funkce g(x) = f(2x) cos x;

(2) Necht’ je dana funkce f(x) = HL%Q Naleznéte jeji Fourierovu transformaci (zde je vyhodné pouZit
metody z komplexni analyzy, nebo vysledek jednoho z feSenych piikladil vyse) a s jeji pomoci pak
vyreste obycejnou diferencidlni rovnici

sint

—2y"(t) + y(t) = Bl

na intervalu (—oo, 00). Reseni zapiste ve tvaru konvoluce (v tomto piikladu uvazujte konvoluci vzhledem
k nasobku Lebesgueovy miry \/%7)‘)'
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N 1 1—e—it,

VYSLEDKY. (a) f(t) = ="

(b) f(t) = /2=t prot # 0, f(0) = -1

© Flt) = s prot # £1, f(1) = — 3 = —f(-1);
(d) f(t) = \/Fe

@ F(t) = \/Fe el git) = —it"

(f) f(t) = (bQ_\g)ﬁ(e—:m B e‘;’\t\)9

; (exp(—a\%l)ﬂxp(—a\%l) _ e (—b\%l):exp(—bl%\));

a

(@ f(t) = Fexp (— L), y(t) = (e IV« sinz)(y),



Kapitola 6
Topologické vektorové prostory

1. Zakladni vlastnosti

PRIKLAD 1. Pokud X je netrividlni vektorovy prostor a 7 je diskrétni topologie na X . Ukazte, Ze pak
(X, 7) neni topologicky vektorovy prostor, pfestoZe je operace s¢itani spojita.

RESENI. Operace ndsobeni skaldrem totiZ spojitd neni. Vskutku, uvazujeme-li nenulové = € X, pak diky
diskrétnosti 7 neplati % -x — 0. Tedy -: K x X — X neni spojité.
g

PRIKLAD 2. Uvazujme X = C((0,1)), tj. prostor vSech spojitych funkei na (0,1). Necht p: X —
[0, +00] je definovéna predpisem
p(f) = sup |f(z)|, f€X,
z€(0,1)
apro f € X ar > 0necht U(f,r) ={g € X; p(¢9g — f) < r}. Necht 7 na X sestdva ze v§ech mnoZin
U C X takovych, ze pro kazdé f € U existuje r > 0 spliujici U(f,r) C U.
Ukazte, Ze pak (X, 7) je topologicky prostor, ktery neni topologickym vektorovym prostorem.

RESENI. Na za¢itku si poviimnéme, Ze p(f) = p(—f) a p spliiuje trojihelnikovou nerovnost. Ovéfime,
Ze 7 je topologie a kazdd mnoZzina U(f,r) je oteviend. Zjevné je 7 uzaviend na libovolnd sjednoceni a
0, X € 7. Pokud Uy,U, € Ta f € Uy NU,, pak existuji r1,ro > 0 takovd, ze U(f,r;) C U;. PoloZime-li
r = min{ry, ro}, mdme U(f,r) C U; N Us, a tedy 7 je uzaviend na kone¢né priniky. Proto je 7 topologie.

Déle uvazujme mnozinu U(f,r)ag € U(f,r). Pak p(¢g — f) = d < r, coZ znamen4, Ze U (g, %) C
U(f,r). Tedy U(f,r) €.

Kone¢ng ovéfime, Ze ndsoben{ skaldrem nenf spojité na K x X. Uvazujme funkei f(z) = 1, z € (0, 1).
Pokud by nasobeni bylo spojité, pak by platilo, ze % - f 5 0- f=0.Mnozina U(0, 1) je T-oteviend, ale
p(L-f—0)=p(t-f)=+oo. Tedy posloupnost {+ - f} nekonverguje v 7 k nulové funkci. Proto neni
ndsobeni skaldrem spojité.

O

PRIKLAD 3. Naleznéte topologii 7 na R? takovou, Ze s&itani je oddélené spojité, ale neni spojité.

RESENI. Pro kazdé z = (z,25) € R?ar > 0 definujme U(z,7) := {(y1,12) € R% 0 < |yo — 23] <
ly1 — z1| < r}. Necht T sestdvd ze vSech mnozin U C R? takovych, Ze pro kazdé = € U existuje r > 0
spliujici U(z,r) C U.

Ovéime nejprve, Ze T je topologie. Zjevné je T uzaviend na libovolnd sjednoceni a (), X € 7. Pokud
Uy, Uy € Tax € Uy N Uy, pak existuji ry, 7o > 0 takovd, ze U(x, ;) C U;. Polozime-li 7 = min{rq, rs},
mame U (z,r) C U; N Us, a tedy 7 je uzaviena na kone¢né priniky. Proto je 7 topologie.

Dale ové&fme, 7e U(z,r) € 7 pro kazdé z € R* ar > 0. Vskutku, pro z = (21, 22) € U(z, r) polozme
= smin{r — |z, — 21|, |21 — 21| — |22 — 22|, |z2 — 22|}. Pak pro kazdé y € U(z,7’) mame

lz1 — | <l|zr— 21| + |21 — | <7’ + oy — 2| <7,
|22 — yo| < |xo — 2] + |22 — yo| < T2 — 22| + 7' < |1 — 2],
|22 — ya| > |22 — 22| — |22 — 4| > |22 — 22| — 1" >0,

tedy y € U(x,r) aproto U(z,r") C U(x,r), tedy jsme ukdzali, ze U(z,r) € 7. VSimnéme si navic, Ze
y € U(x,r)pravéekdyzy — x € U(0,r),atedy U(x,r) =x 4+ U(0,r).
59
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DokaZme nyni, Ze s¢itdni je odd&lené spojité. Vskutku, pro a, z € R? zvolme libovolné U € 7 splilujici
a+x € U. Naleznéme takové r > 0,7e U(a+xz,r) C U.Paka+U(x,r) = a+x+U(0,r) = U(atx,r) CU
a tedy funkce x — a + z je spojitd v (R?, 7).

Kone&n&, uvazujme posloupnosti z,, = (2,2) ay, = (2,—%). Pakz,, = Oay, — 0v (R? 1), ale
Tn + Yo = (3,0) & U, U(0,7), a proto z,, + y, 7 0. S&itani tedy nen spojité.

g

PRIKLAD 4. Necht' X je vektorovy prostor, 71, T2 jsou linedrni topologie na X, B35 je n&jakd béze 75(0)
a S je néjakd subbdze 1 (0). DokaZte, Ze pak nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(l) 71 C To.
(ii) Pro kazdé U € 7(0) existuje V € By, V C U.
(iii) Pro kazdé U € S, existuje V € 7(0), V C U.

RESENI. (i)=(ii) Necht U € 7,(0). Pak existuje W € 7 splitujici 0 € W C U. Protoze W € 7, je
U € 75(0). Tedy existuje V € By, V C U.

(i1)=-(ii1) je trividlni.

(iii)=-(i) Sta¢i ukdzat, Ze 71 (0) C 72(0) (zvolme x € U C 7, pak existuje V' € 71(0) C 7(0) spliiujici
x+V C U,atedy U € 73). Necht' tedy U € 71(0). Pak existuji Uy, . .., U, € S; takové, ze UyN---NU,, C U.
Dile existuji V1, ..., V;, € 72(0) takové, ze V; C U;. Tedy (;_, V; C (;_, U; C U, coz ddva U € 15(0).

O

PRIKLAD 5. Rekneme, Ze (X, ||-||) je kvazi-normovany linedrni prostor, pokud X je vektorovy prostor a

zobrazeni ||-|| : X — [0, co) spliiuje ndsledujici podminky.

(i) ||z|] = 0 pravé tehdy, kdyz = = 0.

(i) ||az| = |a|||x|| pro vSechnaa € Kax € X.
(iii) Existuje C' > 0 splitujici ||z + y|| < C(||z|| + [|y||) pro viechna z,y € X.
Dile pro p € (0, 1] fekneme, Ze (X, ||-||) je p-normovany linedrni prostor, pokud X je vektorovy prostor a
zobrazeni ||-|| : X — [0, co) spliiuje podminky (i), (i) a navic
(iii’) ||z + y||> < ||z||” + ||y||” pro viechna z,y € X.
Dokazte, ze kazdy p-normovany linedrni prostor je kvazi-normovany a Ze na kazdém kvazi-normovaném

linedrnim prostoru existuje pravé jedna topologie 7 takova, Ze (X, 7) je Hausdorffiv topologicky vektorovy
prostor a {U(0,r); r > 0} je baze okoli nuly, kde U(z,r) :={y € X; ||z —y|| <r}prox € X ar > 0.

RESENI. Pro kazdd a,b > 0 a kazdé p € (0, 1] s vyuzitim Holderovy nerovnosti (pro p’ =
dostadvame

SRl

aP + P < (app’ + bpp’)l/p’ . (1q’ + 1q’)1/q’ _ 21—p(a + b>p’

a tedy aplikaci na a = ||z|| a b = ||y|| dostdvame, Ze kazdy p-normovany linedrni prostor spliiuje podminku
s konstantou C' = 2/7~1,

Predpoklddejme nyni, Ze (X, ||-||) je kvazi-normovany linedrni prostor a ovéfme, Ze jsou splnény pod-
minky Véty FA.6.8 pro U := {U(0,r); r > 0}. Vskutku, je snadné si rozmyslet, Ze U je baze filtru a z
podminky (1) snadno nahlédneme, Ze kazda mnoZina z U je vyvéazena a pohlcujici. Navic, pro r > 0 plati
U(0, 55) + U(0, 535) C U(0,7), nebot’ pro z,y € U(0, 57) mame

|z +yll < Cllzll + llyll) < Clgs +56) =T

Dle Véty FA.6.8 tak dostdvame, Ze existuje pravé jedna topologie 7 takova, Ze (X, 7) je topologicky vektorovy
prostor a U je baze okoli nuly. Tato topologie je Hausdorffova dle Véty FA.6.10, nebot” z podminky
dostavame, ze (U = {0}.

O
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2. Lokalné konvexni prostory

PRIKLAD 6. Necht' (2, A, 1) je prostor s mirou spliiujici, Ze pro kazdé n € N existuje posloupnost
Ay, ..., A, € Apo dvou disjunktnich mnoZzin kladné miry. Pak pro kazdé p € (0, 1) uvaZzujme vektorovy
prostor L, (1) :={f : Q@ = K; [,|f|? dmu < oo} (kde ztotoZiiujeme funkce rovné skoro viude) a zobrazeni

1= ( [1ran)™, 1€ Lyt

Dokazte, Ze pak (L, (1), ||-]|») je p-normovany linedrni prostor (viz. Pfiklad [5), jehoZ topologie je generovand
metrikou (f, g) = || f — g% a Ze tento topologicky vektorovy prostor nenf lokdlné konvexn.

RESENI. Snadno nahlédneme, Ze ||-||,, splituje podminky (i), () z Pfﬂ(ladu Abychom ovéfili zbyvajici
podminku (tzv. ,,p-trojihelnikovou nerovnost ), sta¢i si rozmyslet, Ze pro libovolnd a, b € K plati |a + b|P <
laP + |b|P (pak totiz sta¢i pouZzit monotonii integrdlu). Zvolme tedy a,b € K, bez Gjmy na obecnosti
piedpoklddejme Ze ab # 0. Pak, s pouzitim jednoduchého faktu Ze ¢ < & kdykoliv ¢ € (0, 1), dostavame

la+ b < (Jal + [Bl)” = ok (lal + [Bl)? + 2 (lal + b)) < [al? + [bl7.

Jak jsme poznamenali vyse, tim je ovéfeno, Ze (L,(u)), ||-||,) je p-normovany linedrni prostor. Z toho jiz
plyne, Ze zobrazeni d definované piedpisem d(f, g) := || f —g||> dobfe definuje transla¢né invariantni metriku
na L, () a protoZe zobrazeni ¢ — t? je homeomorfismus na (0, 00), tak topologie na L,(u) je generovana
touto metrikou d. Aby nedoslo ke zmateni, poznamenejme Ze v souladu s Pfikladem [5|budeme déle pro
r € X ae > 0pouzivat znaceni U(z,c) = {y € X; [z —y|| < e}

Zbyva dokazat, Ze L, () neni lokdlné konvexni. Postupujme sporem. Pokud by existovalo U konvexni
okoli nuly, pak najdeme r > 0 spliujici U(0,r) C U a z konvexity tak conv U (0, r) C U. Na druhou stranu,
z toho Ze U je pohlcujici, bychom nasli R > 0 spliujici U C U(0, R). Celkem by tak pro n&jaké r < R
bylo conv U(0,r) C U(0, R). UkdZeme, Ze to neni mozné. Uvédomme si, Ze pro p € (0, 1) dostdvame
n'1P — oo, a tedy miizeme najit n € N spliujici n'~/? > (%)p. Dile z ptfedpokladu nalezneme po
dvou disjunktni mnoziny kladné miry A;,..., A, € AauvaZzujme f; = WXA” e U(0,r),i < n.Pak
LS fi € convU(0,7), ale na druhou stranu plati

1 & p " r P "
Hﬁ;ﬁ :;Ln‘2nu(An)1/p dﬂ:;)%

atedy =57 | f; € convU(0,7)\ U(0, R), coZ je spor.

o

O

PRIKLAD 7. Podivejme se nyni na metrizovatelnost a normovatelnost lokalné konvexnich prostort z
Prikladu FA.6.62 a FA.6.64.

(a) Necht X = K s topologii bodové konvergence. DokaZte, Ze pak X je metrizovatelny pravé tehdy, kdyz
I je spocetnd. Ddle, dokazte Zze X je normovatelny pravé tehdy, kdyZz I je kone¢na.

(b) Necht' T je normdlni Hausdorffiv topologicky prostor a X = C(T') s topologif stejnomérné konvergence
na kompaktnich podmnoZinich 7'. DokaZzte, Ze X je normovatelny pravé tehdy, kdyZ 7" je kompaktni.

RESENT. (a) Je-li I' spocetna, je X metrizovatelny dle Lemmatu FA.6.63. Necht’ I" nen{ spocetnd a pred-
poklddejme, Ze X metrizovatelny je. Pak 7(0) mé spocetnou béazi {U,,; n € N}. JelikoZ je X Hausdorffuv,
N~ U, = {0}. Pro kazdé n € N nalezneme body ~i,...,7, € I'ae, > 0 takové, Ze pseudonormy
C Up.MnozinaI" = |72 {71,-.., .} C T jespocetnd, a

,,,,,

ale spor s faktem z(7) = 1.

Podivejme se nyni na normovatelnost X. Je-li I' kone¢nd, je X kone¢nédimenziondlni, a tedy nor-
movatelny dle Véty FA.1.66. Necht’ I" je nekonecna a normovatelnd. Pak existuje U € 7(0) konvexni a
omezené (Véta FA.6.66). Necht’ v;,...,7, € 'ae > 0 jsou takové, Ze pseudonormy p..(z) = |z(v;)|,
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v € X spliji Uy, . 5 - CU.Zvolime v € I'\ {71, ...,9,} a uvaZujme prostor Y = span{x, }. Pak
Y C Uy, . . py..e CU,coZale neni mozné, nebot’ Y je neomezeny a U omezené (viz Pozndmku FA.6.17).
(b) Je-li T kompaktni, pak dle Pfikladu FA.6.64(a) generuje norma py(f) = maxy|f| topologii C(T).
Necht’ 7" neni kompaktni, ale C'(7") je normovatelny. Opét pouzijeme Vétu FA.6.66 a zvolime U omezené
okoli 0. Pak existuji kompakty K, ..., K, vT aec > 0takové, Ze Up, .. p, e C U. UvaZujme kompakt
K = K; U---U K,,. Jelikoz T neni kompaktni, existuje ¢t € T\ K. Diky Tietzové vété (platné pro

normdlni prostory) existuje f € C(T) spliyjici f = 0na K a f(t) = 1. Uvazujme opét Y = span{ f}. Pak

Y C Upg,,..ox, = C U, coZ dava spor diky omezenosti U a Pozndmce FA.6.17.
O
PRIKLAD 8. Necht' X je vektorovy prostor a 71, 75 jsou lokdlné konvexni topologie na X generované
systémy pseudonorem Py, Ps. Dokazte, Ze pak 7y C 7, pravé kdyz pro kazdou p € Py existujiqy, ..., g, € Pa
aa,..., o > 0takovd, Ze p(z) < max{ayqi(x),...,@,q,(x)} prokazdé x € X.

RESENI. < UkdZeme, Ze plati (iii) v Pfﬂ(ladu@ Necht' p € P1,e > 0,aU = {z € X; p(z) < ¢}. Ddle
necht ¢1,...,q, € Poaay,...,a, > 0spliuji p(z) < max{ayqi(x), ..., a,q,(x)} pro kazdé = € X. Pak

je snadno vidét, ze {z € X; q1(z) < = qn(x) < i} cU.
= Necht p € PyaU = {z € X; p(z) < 1}. Dle Piikladu @] existuji ¢1,...,¢, € Pracy,...,g, > 0
takovd, Ze V = {z € X; qi(z) <e1,...,qu(2) <e,} C U.Poloime ov; = - a ¢ = max{ouqy, ..., angn}.
J

Pak ¢ je pseudonormana X aV = {z € X; ¢(x) < 1}. Zvolme libovolné § € (0,1) ax € X. Je-li
g(x) > 0, pak q(6%5) = 0 < latedy 625 € V C U. Odtud 1 > p(d-5) = 643, takze 5p(x) < q(x).
ProtoZe § 1ze volit libovolné blizko 1, dostdvame p(z) < ¢(x). Je-li g(x) = 0, pak také ¢(nx) = 0 pro kazdé
neN, atedy nz € V C U. Odtud p(nz) < 1, coZ davé p(z) < L pro kazdé n € N, neboli p(z) = 0.

O

PRIKLAD 9. Uvazujme ndsledujici topologie na prostoru omezenych spojitych funkei X = Cj(R):

® T je ddna normou || f||oc = sup,cg|f(z)|.

e T je ddna systémem pseudonorem pg (f) = sup,cx|f(z)|, K C R kompaktni.

e 79 je ddna systémem pseudonorem p,,(f) = sup,cr|e(z)f(z)|, ¢ € Co(R).
Pak se jednd o lokdlné konvexni Hausdorffovy topologie na X. Oznacme O, Ok a O systémy vsech
omezenych podmnozin X v piislusnych topologiich. Dokazte, Ze plati 7x & 79 G 7o, Ok 2 Op = Ox, Ze
topologie 7., je normov4, topologie Tx je metrizovatelnd, ale neni normovatelnd, a Ze topologie 7 neni ani
metrizovatelna.

RESENI. Z Pfﬂ(laduplyne snadno 7 C 79 C 7o aodtud Ox D Oy D O. Pro kazdé n € N uvaZzujme
funkci f,, € X takovou, Ze f,,(n) =1, fo(n—1) = f,(n+1) = 0 a v ostatnich bodech R je f,, dodefinovana
afinné. Pak || f,,|| = 1 a p,(f,) — 0 pro kazdé ¢ € Cy(R). Tedy 79 # Too. Podobné pro kazdé n € N
uvazujme funkci g, € X takovou, Ze g, (n) = n?, g,(n — 1) = g,(n + 1) = 0 a ve zbyvajicich bodech je
g» dodefinovdna afinng, a dale definujme ¢ € Cy(R) tak, Ze ¢(0) = 0, ¢(n) = L pro kazdé n € N a ve
zbyvajicich bodech dodefinujme ¢ afinné. Pak p,(g,) > n a pro kazdy kompakt ' C R plati px(g,) =0
pro velkd n. Tedy {g,; n € N} € Ok \ Oy, proto O # Oy a Tix # To.

Inkluzi Oy C O, dokdZeme sporem. Mizeme tedy piedpoklddat, Ze existuje posloupnost {f,,} C X
takovd, Ze {p,(f.)} je omezend pro kazdé v € Cy(R), ale || f,|| > 2n?. Tedy existuje {z,} C R, |fn(z,)| >
n?. Podle pfedpokladu {z, } neni omezen4, jinak by m&la hromadny bod x € R a zvolime-li ¢ € Cy(R)
takovou, Ze ¢ = 1 na okoli z, pak p,(f,) > n? pro velkd n, coZ je spor s omezenosti {p,(f,)}. Tedy
muZzeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, Ze {x,} je rostouci a z,, — oco. Pak najdeme ¢ € Cjy(R)
takovou, Ze ¢(x,,) = +. Odtud p,(f,,) > n, coZ je spor.

Topologie 7 je metrizovatelnd dle Lemmatu FA.6.63, nebot’ je generovand spocetnym systémem
pseudonorem p(_,, »y, n € N. Nicméné 7 neni normovatelnd, nebot’ nema omezené okoli 0. Vskutku, pro
spor pfedpoklddejme, Ze pro néjaké n € Nae > 0 je mnoZina U = {x € X; pi_nn(x) < €} omezend.
Uvazujme nyni funkce {f,,; m € N} definované tak, ze f,,(n + 1) = m, f.(n) = fin(n +2) = 0 ave
zbyvajicich bodech jsou funkce f,, dodefinovany afinné. Pak { f,,; m € N} C U, ale Pien—1,n4+1) (fm) = M,
coZ je spor s omezenosti U v topologii 7x.
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Konecné, predpokladejme, Ze 7y je metrizovatelnd, tedy 7o(0) ma spoCetnou bazi. Je snadno vidét, Zze pak
existuje posloupnost {¢,, } C Cy(R) takovd, Ze U,, = {p,,, (f) < 1} tvoii bazi 7¢(0). Naleznéme posloupnost
{zn} C [0,00) takovou, Ze z, > x,—1 + 1 a |pn(x)] < 3 pro @ > x,. Déle definujme @(z, + 1) = %,
¢|(~00,00 = 0 a na zbytku afinné. Pak ¢ € Cy(R). Kone¢né, necht’ f,, € Cy(R) jsou takové, Ze || f||oc < 1,
folz, +1) =na f,(x) =0prox < x,.Pak f,, € Uy, ale p,(f,) > 1,atedy U, ¢ {p,(f) < 1}, coZ je
Spor.

O

PRIKLAD 10. Necht X = K’ s topologii bodové konvergence, viz Priklad FA.6.62. Dokazte, Ze pak
¢ € X*, pravé kdyz existuji v1,... v, € acy, ..., ¢, € Ktakové, Ze o(f) = >0 ¢if (i), f € X.

RESENI. Necht ¢ € X* a necht U € 7(0) je okoli 0 v X spliiujici supserr|e(f)| < 1. Nalezneme
Y, € T'ae > 0 takové, Ze pseudonormy p;: f +— |f(v:)| spliuji Uy, . ,,.. C U. UvaZujme
linedrni formy ¢;: X — K definované evaluaci v bod€ ;, tj. ¢;(f) = f(v;). Necht' f € (., Ker ¢;. Pak
Lemmatu FA.6.80 nyni plyne ¢ € span{y1, ..., ¢, }. Tim je netrividlni implikace ukdzdna.

O

3. Oddélovaci véty

PRIKLAD 11. Necht' X je normovany linedrni prostor nad R. Dokazte, Ze pak jsou ndsledujici tvrzeni
ekvivalentni.

(i) Prostor X je kone¢nédimenziondlni.
(i1) Existuji oteviené koule Uy, . . ., U, neobsahujici 0 takové, Ze Sx C U?Zl Us.

RESENI. (1)=-(ii) je zfejmé z kompaktnosti Sy.

(i))=-(i) Predpoklddejme nyni, Ze dim X = oo, ale Sx lze pokryt otevienymi koulemi U, . . ., U,, které
neobsahuji 0. Pro kaZdou kouli U; pouzitim Véty FA.6.70(b) nalezneme f; € X* a o; € R takové, ze
0= fi(0) < oy < inf f;(U;). Jelikoz dim X* = dim X = oo, existuje nenulovy prvek x € (;_, Ker f; (to
plyne z Lemmatu FA.6.80). Pak y = ”i—” je téz v priniku vSech jader Ker f;, 7 = 1, ..., n ale zdroven leZi na
sféfe. Tedy existuje j € {1,...,n} takové, Ze y € U,. Pak ovSem nerovnosti f;(y) = 0 < «o; < f;(y) davaji
Spor.

O

PRIKLAD 12. Pokud je D # () konvexni podmnoZina Banachova prostoru X splitujici 0 ¢ D, pak
existuje f € Sx« takové, zZe

inf{Re f(x): x € D} = inf{||z||: x € D}.

RESEN{. Polozme 7 := inf{||z||: z € D}. Pak n > 0, protoZe 0 ¢ D. Zaroveti mame U(0,7) N D = () a
tedy dle Véty FA.6.70(a) nalezneme f € Sy« takové, Ze Re f(z) < infp Re f pro kazdé x € U(0, ). Pak
diky absolutn{ konvexité U(0,n) dostavame, Ze také |f(z)| < infp Re f pro kazdé x € U(0,n). Celkem
tedy

n = sup{|f(2)|; x € U(0,n)} <infRe f <inf|f| < flln = n,

a dostdvame tak n = infp Re f.
O

PRIKLAD 13. Necht' p € (0,1) a X = (coo, ||-|l,) C ¢, je podprostor sestdvajici z téch posloupnosti
(x5)22, € £, jejichZ nosi¢ je konecny. Naleznéte podprostor M C X a z* € M* takovd, Ze neexistuje
@ € X* spliujici p D x*.
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RESENI. Polozme M = span{z,; n € N}, kde (z,,) je n&jakd posloupnost ve sféfe X takova, Ze prvky z,,
maji disjuktni nosice a ||z, ||; — 0. Napfiklad 1ze zvolit

(142+43+...4n)

Ty = > (1), = (0,...,0, ()P ... (L) 0,0,...),

i=(1+2+3+...4+n—1)+1

nebot’ pak ||z, ||, =n -+ = 1azdrovei ||z,|l =n- (& )P 0.
Uvédomme si, ze pak zobrazeni X > e, — x, € M jednoznacné urCuje linedrni izometrii X na M,
nebot’ pro a € K" mame

N N
[Col = [Son 5 el =St X et = Slaln = Sk
n=1 n=1

1ESUpPpP T, 1ESUpPpP T,
Uvédomme si nyni, Ze existuje * € M* splijici z*(z,) = 1, n € N. Vskutku, sta¢i polozit

N N
m*(z ApTy) = Zam N eN,ae K"
n=1 n=1

a vSimnout si, Ze pak z* = (1) o J, kde J : M — X je izometrie popsand vyse, I : (o, — (£,)* je linedrni
bijekce z Pfikladu [68|a symbolem 1 znac¢ime poslounost 1 € /., konstantné rovnou jedné. (Alternativné lze
spocitat pfimo, podobné jako v Piikladu (68| Ze x* dobfe definuje spojity linedrni funkciondl.)

Zvolme nyni libovolné ¢ € (¢,)*. Zbyva ukdzat, Ze ¢ neni rozsifenim x*, coZ provedeme tak, Ze
vypocétem ovéfime Ze plati p(z,) — 0. Vskutku, protoZze ¢ je omezené na okoli nuly, existuje C' > 0
spliiwjici sup|, <1/ (z)| < C a tedy dostdvame

el =| 3 mliele)] <€ 3wl =Cflaali 0

1ESUPp T, 1ESUpPpP T,

PRIKLAD 14. V tomto piikladu pracujeme nad télesem redlnych Cisel, tj K = R. Necht' X =
Polozme

A={z€c: 2z, >0foreveryn}, B={(5—-21):tcR}

Dokazte, ze A, B jsou disjunktni uzaviené konvexni mnoziny, ale neexistuje z* € X* \ {0} spliiujici
supg z* <infy x*.

Poznamenejme, Ze se jedna o trochu méné technickou variantu Pfikladu FA.6.73, ve kterém jsou pro
X = /{, sestrojeny analogické disjunktni uzaviené konvexni mnoZziny spliujici navic Ze A — B je husté v X.

RESENI. Je snadné si rozmyslet 26 A, B jsou uzaviené konvexni mnoziny. Dale jsou disjunktni, nebot’
kdyby pro néjaké t € R bylo - — — > 0prokazdé n € N, pak ¢ > n pro kazdé n € N, coZ neni moZné.
Pro spor predpokladejme, Ze ex1stuJe x* € X*\ {0} spliiujici supg x* < inf 4 z*. Protoze inf 4 2* > —oc0
a mnozina A je uzaviend na ndsobky kladnych Cisel, nemiZe existovat x € A spliiujici *(x) < 0 a tedy
r*|4 > 0, a protoze 0 € A, dostdvdme inf, 2* = 0. Necht’ prvek z* € (¢o)* = ¢; je reprezentovéan
posloupnosti f € (1. Pak f(n) = 2*(e,) > 0 pro kazdé n € N a tedy plati

0= infa* > sup Z—JrsupthQ,

teR n—1

coz implikuje > | % = 0, a proto plati f(n) = 0 pro kazdé n € N, atedy 2* = 0, coz je spor.
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4. Slabé topologie a polary

PRIKLAD 15. Necht' XY jsou Banachovy prostory a (7;);c; omezeny net linedrnich operatord z
L(X,Y), T € L(X,Y)aD C X mnoZzina spliiujici span D = X. Dokazte, Ze pak T;x — Tx pro kazdé
x € X, pravé kdyz T;x — T'x pro kazdé x € D.

Jako dusledek odvod’te nasledujici dvé tvrzeni.

(i) Necht' p € (1,00) auvazujme X = ¢, jakoZto dudlni prostor ¢, = (¢,)*. Pak pro omezeny net (z;) v
l,ax €/, plati, ze x; Yz, pravé kdyZ x;(n) — x(n) pro kazdé n € N.
(ii) Pro omezeny net (x;) v co a & € ¢ plati, 7e x; — =, pravé kdyz x;(n) — z(n) pro kazdé n € N.

RESENI. Ozna¢me C' := max{||T||,sup,||T;||} a pfedpokladejme, 7e Tjz — Tx pro kazdé z € D, z
linearity operatoru a spojitosti linearnich operaci dostavame, ze T;x — T'x pro kazdé x € span D. Zvolme
nyni z € X,e > 0ad € span D spliivjici ||z — d|| < 55. Naleznéme iy € [ takové, Ze ||T;d — T'd|| < £ pro
kazdé 1 > 1y. Pak pro ¢ > 1 plati

| T — Tl < |Tiw — | + | Tid — Td]| + |T(x — d)l| < Ogs + 5+ Coy = <,

atedy T;x — T'z. Tim je netrividlni implikace dokdzéna.
Disledek (i) pak odvodime aplikaci pfedchozthona X = ¢, Y = K, T, = z;, T = x a D = {e,;
n € N} C ¢,. Kone¢né, pro odvozeni dusledku (ii) si pfipoméfime, Ze kanonické vnofeni ¢ : ¢ — (¢)**
je w-w* homeomorfismus a tedy disledek odvodime aplikaci pfechoziho na X = (¢o)* = £1, Y = K,
T, =¢e(x;), T =¢e(x)aD ={ey; n € N} C (co)* = 4;.
g

PRIKLAD 16. Necht' X je normovany linearni prostor nekonecné dimenze. Dokazte, Ze kazdé slabé
okoli nuly obsahuje netrividlni podprostor.

Odvod'te pak, 7e Sy = By a Sx- = Bx-.

RESENI. Je-li U slabé okoli nuly, pak existuje ' C X™* kone¢nd a e > 0, Ze Up:. C U (zde Up. = {y € X;
|z*(y)| < e,2* € F}). Jelikoz dim X* = oo (Tvrzeni FA.2.27), z Lemmatu FA.6.80 plyne existence
nenulového prvku z € (,.., Kerz*. PoloZme Y = span{z}. Pak Y C Up. C U.

UkaZme nyni, ¢ Sx = By. JelikoZ je By slab& uzaviend mnoZina (Véta FA.6.93), je slaby uzavér
stéry obsazen v Bx. Na druhou stranu, je-li € Ux libovolné a U je slabé okoli x, dle predchoziho existuje
z € X \ {0} spliujici  + span{z} C U. Uvazujme ¢(t) = ||z + tz|, t € [0,00). Pak ¢ je spojitd,
©(0) = ||z]| < 1 alimy o @(t) > limy_,o t]|2]| — ||z]] = co. Existuje tak ¢y € (0, 00), pro které p(tg) = 1.
Pak ovSem

r+tyz € Sx N (z +span{z}) C Sx NU.

Tedy kazdé slabé okoli = protind Sy, tj. z € Sx .
Konetng, jelikoZz By~ je w* uzaviend mnoZina, mame Sy. C By~ a jelikoz w* C w, plati také
—w* = W
S X* oS8 v+ = Bx=.
g

PRIKLAD 17. Necht X je Banachiiv prostor, dim X = oo. Naleznéte pak net v X, ktery je slabé
konvergentni, ale neni omezeny.

RESENI. UvaZujme indexovou mnoZinu
I ={(U,n); U je slabé okoli nuly, n € N}

s uspofdddnim < definovanym tak, ze (U,n) < (V,m) pravé kdyz U D V an < m. Dle Piikladu
nalezneme pro kazdé slabé okoli nuly U prvek zy; € X \ {0} spliiujici span{zy } C U. UvaZzujme nyni net
(nzv)wnyer- Pak nzy slabé konverguje k nule, nebot’ pro kazdé slabé okoli nuly V' je nzy € V kdykoliv
(V,1) < (U, n). Na druhou stranu, net (nzy) neni omezeny nebot” lim, ||nzy || = oo.

O
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PRIKLAD 18. Necht' X je normovany linedrni prostor a Y je jeho vlastni husty podprostor. Dokazte, Ze
pak je zobrazeni restrikce : X* — Y™ surjektivni izometricky izomorfizmus, a tedy X* 1ze ztotoZnit s Y*.
Navic, topologie o(X*, X) je striktné siln&jsi nez topologie o(X*,Y"), ale tyto splyvaji na Bx-.

RESENI. Zobrazeni r je zjevné linedrni a ||7(f)|ly~ < || f||x~. Na druhou stranu, pro kazdé g € Y* existuje
pravé jedno f € X* rozSifujici g a spliiujici || f|| = ||g|| (Véta FA.1.62). Pak || f|| = ||g|| = l|[=( /)], G- 7 je
surjektivni izometrie.

Zjevné je topologie o(X*,Y) slabsi nez o(X*, X). JelikoZ vSak (X*,o0(X*Y))" = YV # X =
(X*, 0(X*, X))*, nejsou tyto topologie stejné.

Jednotkovd koule By~ je o(X*, X)-kompaktni. JelikoZ je o(X*,Y") Hausdorffova (Y oddéluje body
X*) aslabsi nez o(X*, X), splyvaji tyto topologie na By:.

g

PRIKLAD 19. Ukazte, Ze v Tvrzeni FA.6.119 plati i obracené implikace.

RESENI. Pfedpokladejme nejprve, Ze (By-,w*) je metrizovatelna. Pak existuje spocetna baze {U,,} okoli
0 v (Bx+,w"). Pro kazdé n € N existuje F,, C X kone¢nd a ¢, > 0 takové, Zze Bx- N Up, ., C U, (zde
Up, ., = {z* € X*; [2*(z)| < en,x € F,}). Polozime Y = span (|, F},), coZ je zjevné separabilni
podprostor X. NaSim cilem je ukazat, Ze X = Y. Kdyby tomu tak nebylo, Véta FA.2.7 implikuje existenci
[ € Sx», ktery spliiuje f = O0naY.Pakoviem f € Bx- N[\, Ur, ., C () —, U, = {0}, coz je spor.

Necht’ nyni (Bx,w) je metrizovatelnd mnoZina. Jako vySe nalezneme spocetnou bazi {U,,} okoli 0 a
necht’ kone¢né F,, C X* ae, > 0spliuji Ug, ., N Bx C U, (zde Ug, ., = {x € X; |2*(z)| < ep, 2" €
F,}). Uvazujme separabilni podprostor Y C X* definovany jako Y = span (.-, F},). Kdyby existoval
u* € X*\ 'Y, nalezli bychom funkcional F' € S takovy,7e F' = OnaY a F(u*) = d = dist(u*,Y)
(vizte V&tu FA.2.7). UvaZujme slabé okoli V' C By definované jako V = {z € Bx; |u*(z)| < 4}. Necht
n € N je zvoleno tak, aby Bx N Up, ., C V. Dle Goldstineovy véty FA.6.114 existuje z € By splfiujici

o [2*(2)| = |F(z*) — e,(a%)| < &, x* € F,

o |d—u'(2)] = |F(u) —e.(u)] < 5.
Pak z € Bx NUf, ., C V,apfitom z ¢ V, nebot’ |u*(z)| > d — |e.(u*) — d| > 4. Tento spor ukoncuje
dikaz.

O

V zavéru této kapitoly se budeme vénovat r-normujicim podprostordm. Specidlni piipad, kdy r = 1, je
zminén v Definici FA.8.13, zde tento pojem dale rozvijime.

PRIKLAD 20. Necht' X je normovany prostor a Y C X* je podprostor. Uvazujme pseudonormu

zlly = pByeny (@) = sup{|f(); f €Y, |fI <1}, zeX.
Dokazte, ze plati nasledujici.

(a) Plati ||z|y < ||z, z € X.
(b) Pseudonorma ||-||y je norma na X, pravé kdyz Y je w*-husty v X*.
(c) Nasledujici tvrzeni jsou pro r > 0 ekvivalentni. (V tomto pfipadé se pak Y nazyva r-normujici. Pokud
takové r > 0 existuje, Y se nazyva normujici.)
(i) Plati |||}y > 1||z], z € X.
(ii) Plati Y N Bx-~ O 1By..

(d) Prostor Y je r-normujici pro néjaké » > 0 pravé tehdy, kdyz | J,.,Y NrB X*w* = X*.

RESENI. (a) Tato nerovnost je ziejma z rovnosti ||z|| = sup{|f(z)|; f € Bx-}.
(b) Je-liY" =X*az e X\ {0}, mdme z ¢ (X*),.Z w*-hustoty Y tak plyne z ¢ Y, takze ||z||y > 0.

Obracené, pokud Y" # X*, z Hahnovy-Banachovy véty existuje = € Y, nenulové. Pak ov§em
|||y = 0, takZe ||-||y neni norma.
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(c) (i) = (ii) Necht inkluze v (ii) neplati. Pak existuje f € Bx- takové, Ze % f¢YynB X*w*. Z oddélovaci
Hahnovy-Banachovy véty plyne existence x € X spliujiciho

Poyeny () 1 <[ f(2)].
Pak nerovnosti . .
lzlly = poyeny (z) < 1< [Lf@)] < | fllllz]l < ~l=]
davaji neplatnost (1).
(i) = (i) Necht Y N Bx-" D 1By az € X je déno. Pak

|z]ly = sup{|f(2)]; f € Y N Bx-} = sup{|f()]; f € YN Bx-" } > sup{|f(2)]; f € 1Bx.} =
_ %sup{]f(wﬂ; f€Bx:}= %Hx!l-

(d) Plati-li Y N Bx- D %BX* pro néjaké s > 0, je | J,.,Y NrBx- zfejmé podprostor X* obsahujici
1 Bx~. Tedy se rovnd prostoru X *.
Obracené, necht |J,.,Y NrByx- = X* Jelikoz |J,.,Y NrBx- = U2, Y NnBy- a
v — —w"* . v v , . v . . s v v
mnoZiny Y NnBx+ jsou normové uzaviené, z Baireovy véty existuje ny € N takové, Ze mnoZina
> w*
Y NngBx~ obsahuje kouli. Ze symetrle této mnoZiny pak plyne existence néjaké koule s Bx- obsazené

vY NngBx- PakaleYﬂBX* DnOBX*
O

PRIKLAD 21. Necht' X je Banachtv prostor a Y C X* je w*-husty podprostor kone¢né kodimenze.
Dokazte nésledujici tvrzeni.
(a) Plati Y, = {0} a Y+ C X** je prostor kone¢né dimenze.
(b) Vzdalenost d = dist(Sy,e(X)) > 0.
(c) Prostor Y je (1 + %)-normujici.

RESENI. (a) Rovnost Y, = {0} ihned plyne z w*-hustoty Y v X*. Pro diikaz druhého tvrzeni uvazme,

Ze vektorovy prostor v je kone¢né kodimenze, nebot’ Y je kone¢né kodimenze. Tedy (X/ YH'”)* je

koneéné dimenze. Jeliko? dle Véty FA.2.22 je (X/Y")* izometrické (Y')*, je prostor Y+ = (¥)+
kone¢nédimenziondlni.

(b) MnoZina Sy je dle (a) normové kompaktni, ¢(X) je normové uzavieny prostor a Sy Ne(X) = (.
Tedy vzdalenost téchto mnoZin je kladna.

(¢) Necht z € X \ {0} je ddno. Pokud | z|| = ||z|y, zjevn& ||z||y > (1 + %)~ !(|z|. Pfedpokladejme tedy,
ze ||z|| — ||z]|y > 0. Mdme ||z||y = ||e(x)]y|]. Dle Hahnovy-Banachovy véty FA.2.4 existuje F' € X**
takové, ze Fly = e(x)|y a ||F|| = ||z||y. Pak F — e(z) € Y+ a

[zl = lle(@)Il < lle(z) = Fll + [[F]] = lle(x) = Fl| + l[z]ly-
Tedy
le(@) = FlI = =l = ll=[ly-

( ) a(a: —
Pak lle(z)—F|| S €(X> ||a( ) F|| S Syi_ Tedy

i< |1 O - e <
<221 ~ =il o= = ol

coz implikuje

lzlly =

d 1\
=14+ - .

PRIKLAD 22. Necht' X je Banachdv prostor a F' € X** \ ¢(X). Dokazte, Ze pak Ker F' je normujic{
podprostor X *.

O
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RESENI. Jadro Ker F' m4 kodimenzi 1 a je w*-husté v X*. (To plyne z toho, ze F ¢ £(X), sta&i pouZit
Ditsledek FA.6.89 a Vétu FA.6.36.) Zavér tak plyne z Prikladu
O

PRIKLAD 23. Necht’ X je normovany netplny prostor. DokaZte, Ze pak existuje w*-husty podprostor
X*, ktery neni normujici.

RESENI. JelikoZ X nenf tplny, existuje F € 5(X)” | \ e(X). Pak F' neni w*-spojity prvek X** (Dusle-
dek FA.6.89), takze Ker F' je w*-husty v X* (Véta FA.6.36). Neni vSak normujici. Vskutku, uvazujme
z, € X takové, 7e ||x,|| = || F||,n € Nae(x,) — F v normé. Pak

1F]

x= = |le(@n)llx = l|znllx

Hxn“KerF = SuP{|f<xn)|; feKerFn BX*} =
= sup{lex, (f) = F(f); f € Ker F'N By} < [le(wn) = F|| = 0.

Z toho ji plyne neexistence r > 0 splitujictho ||z, ||ker # > * ||z x, n € N.
g

PRIKLAD 24. Necht X = ¢y a X* = /;. Uvazujme posloupnost {A,} disjunktnich nekone¢nych
podmnozin N a pro kazdé n € N necht’ k,, € A, je prvni prvek v A,,. Polozme

Y ={zebt;nak,)+ >  x(j)=0n€eN}
J€ARN{kn}

Dokazte, ze pak Y je w*-husty podprostor /1, ktery neni normujici.

RESENI. Uvédomme si, Ze pro kazdé n € N miizeme uvazovat ¢, (A, ) jako podprostor ¢, (N). Pak /,(A,,)
1ze uvazovat jako dudl k ¢o(A,) aelement F,, = (n,1,1,1,...) € {(A,) \ co(A,,) definuje prostor

Y, ={x € l1(A,); x € Ker F,, }.

Dle Piikladu 22 E je Y,, normujici podprostor /1(A,,).
Ukazme nejprve, ze Y je w*-husty v ;. K tomuto tcelu staci ovéfit, Ze konecné nesené prvky x € ¢

jsouvY" .Je-litedy = € coo(N) ddno, zasahuje nosi¢  pouze do kone¢né mnoha mnozin Ay, ..., A,,.
Dle piedchézejicich uvah je z[4; w*-limitou omezené posloupnosti prvki z Y; (vizte Piiklad (d)
a Piiklad [IT.2T)). UvaZzujme posloupnost vzniklou spojenim téechto posloupnosti na A; U --- U A, a
dodefinovanim O na N\ (4; U --- U A,,). Pak obdrzime posloupnost v Y w*-konvergujici k z. Tedy Y je
w*-husty.

UkaZme nyni, Ze prvek x € ¢; definovany jako

L k=k
l'(kf) —_ n2» - ny
0, jinak

nepatii do | J,.,Y NrBx- . UvaZujme pro spor r > 0 spliiujici z € Y NrB <+ . Z metrizovatelnosti
(Bx+,w*) plyne pak existence posloupnosti {z,,} C Y omezené v normé ¢islem r, kterd spliiuje x =
w* — limy, 00 Ty Pak pro kazdé n € N plati 24, = w* — limy, 00 T[4, Zvolme ny € N takové, Ze

s(L+3+-+:5) > r Jelikoz #(k,) = ;5. m = 1,...,ng, pro viechny aZ na kone¢n& mnoha m € N je
|2 (ky)| > 5 - 55, m=1,...,n. Pro tato m pak plati
. ) 1
12§ A lleran) = Z |2 (4)] = | Z T (J)] = [—nzm(kn)| > on’ T L...,no.
jeAn\{kn} ]eATL\{k”l}

Dostavame tak pro vSechna m € N az na kone¢né mnoho odhad

no

1
[ lev iy = ZHﬂfm Anllenan) = Z o>
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coz je spor. Proto = ¢ |J

r>0

—UJ* v , s s
Y NrBx« ,takZe Y neni normujici.






Kapitola 7
Teorie distribuci

1. Prostor testovacich funkci a distribuce

PRIKLAD 1. Rekneme, 7e posloupnost (x,,) v topologické vektorovém prostoru je cauchyovskd, pokud
pro kazdé U € 7(0) existuje ng € N splijici z,, — x,, € U pro kazdé n, m > ny. Topologicky vektorovy
prostor je sekvencidlné iiplny, pokud kazda cauchyovska posloupnost je konvergentni.

Pro otevienou () # Q C R uvazujme na prostoru Z((2) dvé topologie. Jednak topologii 7 z Véty FA.7.12
a ddle pak topologii o generovanou systémem norem |||y pro N € Ny, kde || f||x := maxjaj<n || D f|| oo,
fez9Q).

Dokazte, Ze (2(f2), 7) je sekvencilné tiplny pro kaZdou otevienou ) # Q C R, ale napiiklad prostor
(2(R%), o) neni sekvencidlné dplny.

RESENI. Nejprve dokazme, 7e (2(R?), o) neni sekvencidlné tplny. Zvolme ¢ € 2(R?) splitujici 0 < ¢ < 1
a B(0,1) C suppvy C B(0,2) a uvazujme posloupnost funkci

. - Y(x — 1) d
fn(x):;Z—2, reR neN,
Pak tato posloupnost je o-cauchyovskd, nebot’ pro N € Nyan,m € N, n < m plati

m o0 1
1 fulv < 30 Y <y 30 2

1=n-+1 i=n-+1

oo 1

a tedy pro kazdé € > 0 plati, Ze f,, — fin € U).|y,c kdykoliv n,m > ng, kde ng je takové, ze Zi:no 7 < m
Na druhou stranu, méme supp f, O U}, B(4,1) pro kazdé n € N a f,,, > f, pro n < m. Tedy bodova
limita posloupnosti funkci f,, m4 neomezeny support a proto neni prvkem 2(R%).

Zvolme nyn{ otevienou () # € C R? a cauchyovskou posloupnost (f,,) v (2(£2), 7). Nejprve si rozmys-
leme, Ze (f,,) je omezend. To plyne z obecnéjsiho pozorovani niZe.

Fakt: Kazdd cauchyovskd posloupnost v topologickém vektorovém prostoru je omezend.

DUKAZ FAKTU. Necht’ (z,,) je cauchyovska v topologickém vektorovém prostoru X . Zvolme U € 7(0) a
V € 7(0) vyvédZzenou spliiujici V + V' C U. Pak existuje ny € N takové, Ze {f,, — fn,; n > no} C V. Dile,
protoze { f1,. .., fn, } je 0omezend, existuje ¢ > 1 spliiujici { f1, ..., fn,} C tV.Pak ale

{fui n e N} ={fu; n < no} U({fue} + {fa = faoi n>no}) CEVU [V +V) Ct(V +V) CtU,

atedy {f,; n € N} je omezena.
O

Pokracujme nyni v feSenf Piikladul[1} ProtoZe (f,,) je omezend, dle Véty FA.7.12 existuje kompakt K C
splijici { f,,; n € N} € Z(K). Déle si snadno rozmyslime, Ze kdykoliv p je translacné invariantni metrika
generujici topologii 7x na Z(K), pak posloupnost v (Z(K), p) je cauchyovskd, pravé kdyZ je cauchyovskd
v topologickém vektorovém prostoru (Z(K), 7). Tedy, dle Véty FA.7.11, 2(K) je sekvencidlné dplny
prostor. ProtoZe mame 7|q(x) = Tx (viz. Véta FA.7.12), je posloupnost ( f,) konvergentni v Z(K) a tedy
také v Z(Q).

O
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PRIKLAD 2. Necht © C R? je oteviend neprazdnd a 7 je topologie z Véty FA.7.12 na 2(f). DokaZte,
Ze T je nejvetsi topologie na Z(12) takova, Ze inkluze iy : (Z(K),7x) — (2(£2), ) je spojité zobrazeni
pro kazdy kompakt K C €.

RESENI. Zvolme kompakt K C . Pak spojitost ix plyne z toho, Ze T|o(k) = Ti (viz. Véta FA.7.12). Na
druhou stranu, necht’ o je topologie na Z(f2) spliujici Ze ix : (Z(K),7x) — (2(R2),0) je spojité pro
kazdy kompakt K C Q. Zvolme U € ¢(0) a W € ¢(0) absolutné konvexni, pro kterou W' C U. Pak pro
kazdy kompakt K C €2 ze spojitosti iy dostdvame, ze W N Z(K) € 7x(0) atedy W € 7(0) (viz. definice
topologie 7 z Véty FA.7.12). Pak ale také U € 7(0). Protoze U € ¢(0) byla libovolnd, mame tak o (0) C 7(0)
aprotoo C 7.

O

PRIKLAD 3. Necht Q C R? je oteviena neprazdna. Pomoci sporu s Bairovou vétou dokaZte, Ze
(2(Q2), 1), kde T je topologie z Véty FA.7.12, je nemetrizovatelny prostor

vvvvv

argumentu ukdzeme, Ze (Z(£2), 7) dokonce nenf ani “first-countable” )

DUKAZ. Necht' (2(2), 7) je metrizovatelny. Z Véty FA.6.22 muzeme predpoklddat, Ze existuje translacné
invariantni metrika o generujici 7. Pak si snadno rozmyslime, Ze posloupnost v (Z(2), o) je cauchyovska,
pravé kdy? je cauchyovska v (2(€2), 7) ve smyslu definice z Piikladu 1} Tedy, dle Ptikladu[l|je (2(92), o)
Uplny metricky prostor.

Nyni jiZz dikaz snadno dokonéime. Dle Véty FA.7.12(e) je (2(2),7) = (Z2(Q2),0) prostor prvni
kategorie. Tim bychom vSak obdrZeli Gplny metricky prostor prvni kategorie. To je vSak spor s Baireovou
vétou, takZe metrika o generujici 7 nemiiZe existovat.

O

PRIKLAD 4. Necht K C R¢ je kompakt, x € Int K, N € N,e > 0a M > 0. Dokazte, Ze existuje
¢ € 2(K) spliwjici ¢ > 0, ||¢|lxy < e a Dy(x) = 0 pro |a] < N, ale existuje multiindex 8 € Ng,
18] = N + 1 takovy, 7e |DP)p(z)| > M.

RESENI. UvaZujme libovolnou ¢ € Z(R) splitujici ®l(=1/2,1/2) = L a @|r\(-1,1) = 0. Déle zvolme r € (0,1)
splitjici U(z,r) € K ar- M(N + 1)!]¢]lx - by (¥) < & pro kazdé k < N. Definujme

polt) == M- (%) -t"*, teR

a polozme (y) = @o(y1 — 1), y € K. Pak D@ p(y) = @ék)(yl — x1) pokud @ = (k,0,0,...,0) pro
n&jaké k € Ny a jinak D¢ = 0. Protoze @o(t) = M - t¥+! na okoli bodu 0, je p{" V(0) = M(N +1)! a
©®(0) = 0pro k < N atedy DVNFTL00-0 (1) = M(N +1)! > M a D™ () = 0 pokud |a| < N.Na
druhou stranu, s pouZitfm znamého vzorce pro derivaci souéinu (F'G)*) = Z?:o (’f) FEDGO prok < N
a |t| < r plati

k

o8 (1) < MZ (f)’r’ﬂ z¢(k (L) (N 4 1)1 - N+

i=0
k k
< Miloll - (N 1)1 ( ) [+~ YT < Mgy - (N 1)) ( ) L+N =k
i= =0
k
<7 Mgy - ( uz( )
a tedy snadno nahlédneme Ze ||¢||y = ||¢|U(z7r)||N < e,

O

PRIKLAD 5. Necht' 2 C R? je neprdzdna oteviend mnoZina a 7 je topologie na 2(12) z Véty FA.7.12.
Vyberme posloupnost kompaktnich mnoZzin (K, )nenuqoy v €2 s neprdzdnym vnitfkem spliujici K, C
Int K,,11, n € NU {0} takovou, Ze pro kazdy kompak K C € existuje n € N spliiujici K C K, (takova
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posloupnost existuje, viz. naptiklad Tvrzeni FA.15.62). Zvolme x( € Int K a pro kazdé n € N vyberme
né&jaké z,, € (Int K,,) \ K,,—;. UvaZujme nyni mnoZinu

Vi={f € 2(0); |f(x)a) D' f(x0)| < 1 for every multiindex v € N}
Dokazte, ze plati nasledujici.
(i) Necht’ je ddna f € V a absolutné konvexni mnozina W C 2(2) spliujici W N Z(K) € 7x(0) pro
kazdy kompakt K C Q. Pak (f + W)\ V # (). Specidlné, mnozina Z(2) \ V je hustda v (Z(Q), 7).
(i) VN2(K) € 1,(0) pro kazdy kompakt K C Q, ale V' ¢ 7(0).
(iii) MnoZina 2(2) \ V je sekvencidlné uzaviend v (2(2), 7), tj. kazda konvergentni posloupnost prvki z
2(2) \ V md limitu v mnoziné¢ 2(2) \ V.
Nakonec odvod'te, Ze existuje f € Z(Q2) \ V, kterd neni limitou posloupnosti funkci z 2(€2) \ V. Specidlné,
(2(2), 7) neni metrizovatelny prostor.

RESENI. (i): Necht f € V aW C 2(Q) jsou jako v pfedpokladu. Pak existuji N(n) € Nae(n) > 0
takova, Ze

U = Ullygetn) = (I € D) [y < e(n)} € WA D(E,).

Polozme N := N(0) a zvolme g € Uy splitujici | f(zn41) + 59(2n41)] > 0a|g(xn41)] > 0 (nalezneme
ji napfiklad posunem a posléze vyndsobenim funkce z Piikladu FA.5.10). Ddle dle Pfikladu [ existuje ¢ € Uy
aa € N9 |a| = N + 1 spliiujici

2
|f(xn11) + 39(zn 1)

Specidlng, p(zy41) = 0, protoZe xy41 ¢ Ko a ¢ € P(Ko). Pak pro funkei ¢ = f+ €2 € f+ W
dostavdame

[(@n 1) D (a0)| = | f(ensa) + 39(xn )| DO + £52) (o))
> [Flan ) + Soten )] (51D @) wo)| = DO () )] — 51D () (x0)))

1 1
> [f(xny1) + %9($N+1)\(§\D(a)(90)($0)\ — [ fll5e1 = §H9HN+1> > 1,

atedy € (f+ W)\ V.

(ii): Zvolme kompakt K C Q an € N spliujici K C K,,. Pak z konstrukce dostdvame, Ze x,,, ¢ K pro
m > n atedy pro kazdou f € Z(K) je f(x,,) = 0.Pakale U1 CVNZ(K)atedy VNZ(K) € 7x(0).
Pro spor nyni ptedpokladejme, ze V' € 7(0). Pak existuje absolutné konvexni mnozina 0 € W C V spliiujici,
7e WN2(K) € 7x(0) pro kazdy kompakt K C Q. Aplikujeme-li ale (i) na f = 0, dostdvame 7e W\ V # ()
COZ j€ Spor.

(iii): Necht' (f,,) je posloupnost funkei z Z(Q2) \ V, ktera je konvergentni v prostoru (Z(f2), 7) k funkci
f € 2(9). Pak dle Véty FA.7.12 existuje kompakt K C € takovy, ze supp f Usupp f,, C K,n € Na
fn 8 f. Kdyby platilo Ze f € V, bylo by dle (i) V N 2(K) okoli funkce f v prostoru Z(kK) a tedy by
existovalo ng € N spliiyjici f,, € VN Z2(K), n > ng coz by ale byl spor s tim, Ze ( f,,) je posloupnost funkef
z2(Q)\ V.

Dle (i) je 0 € 2(2) \ V. Zaroven ale 0 € V' a proto dle nulova funkce nenf limitou posloupnosti
funkciz 2(Q) \ V.

D' (x0)| > +2[fllvr + llgllvea

O

PRIKLAD 6. Které z nésledujicich vzorct definuji distribuci na R a které definuji distribuci na (0, c0)?
Pokud vzorec definuje distribuci, urCete, zda je tato distribuce konecného radu.

@) Ap) =2, p(n).
(b) Ap) =307 o).
© Ap) =202, 2™ ().
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RESENI. (&) Pro kazdé ¢ € 2(|—N, N]) plati

[Ag| = &wn)\ < N-llglo

a tedy A je distribuce fadu nula jak na R tak na (0, 00).
() Zvolme ¢ € Z(R) spliiujici ¢|g,1) = 0. Pak A(p) = oo a tedy A nedefinuje distribuci na R. Ovéfme
nyni, Ze A definuje distribuci na (0, c0). Pokud je ¢ € Z([+, N]), pak plati

[Ag| = ‘ﬁ:w(%)

atedy A je distribuce fddu nula na (0, 0o).
Ovéime nejprve, ze A neni distribuci na R. Pro spor pfedpokladejme, ze existuji N € Na C > 0
spliwujici |A(p)| < Cllelln, ¢ € 2(]0,1]). Dle Piikladu @] existuje funkce ¢ € @([ﬁ7 +]) spliiujici
@<N+1)(ﬁ) > C(N + 1) al|¢|ly < 1. Pak ale plati A(p) = NLHQO(N“)(NLH) > C > C|l¢|ln, coz je
spor a tedy A nedefinuje distribuci na R.

Ové&ime nyni, Ze A definuje distribuci na (0, 0o). Pokud je ¢ € Z([+, N]), pak plati

< N -lello

N
Al = |3 2| < N - el
n=1

a tedy A je distribuce (0, c0). Tato distribuce ale neni koneéného fadu. Vskutku, pro spor predpoklddejme
Ze existuji N € N a C > 0 spliiujici Ze pro kazdy kompakt K C (0, 00) plati |A(p)| < C|l¢||x kdykoliv
v € Z(K). Pak podobn& jako vySe nalezneme ¢ € Z([5t5, ) splitujici oV (F5) > C(N + 1)
a |||y < 1apodobné jako vySe pak dostaneme A(p) > C||¢||n, coZ je spor a tedy A neni distribuce
kone¢ného fadu na (0, o).

O

2. Operace s distribucemi

PRIKLAD 7. (a) Necht a € C*(R) je kladna a A € Z(R)*. Dokazte, Ze pak S € Z(R)* spliiuje
aS = A pravé tehdy, kdyz S = a1A.
(b) Necht jsou ddny f € C*(R) a A € Z(R)*. Dokazte, ze pak (fA) = f/A+ fA'.

RESENI. (&) Pokud S = a~'A, pak pro ¢ € 2(R) plati
(aS)(p) = S(ap) = (a7 A)(ap) = Alp).
Obréceng, necht S = Aap € Z(R). Pak o 'p € Z(R), takze
(a7 " A)(p) = Aa"p) = (aS)(a o) = S(¢).

Tedy S = a'A.
(b) Pro kazdé ¢ € Z(R) plati

(fA) (@) = =FAP) = =A(f¢) = —A((fe)' = f'e) = N(fo) + Alf'p) = [N (9) + f'Ale),

atedy (fA) = f'/A+ fA.
0

PRIKLAD 8. Necht’ (a,b) C Raxg € (a,b). Ukaite, ze S € Z((a,b)) resi rovnici (z — x¢)S = 0 pravé
kdyZ existuje ¢ € K spliiujici S = cAs, .
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v

RESENI. Nejprve ovéfme, Ze kazdd cAs,  resi zadanou rovnici. Vskutku, pro ¢ € Z((a,b)) mdme

(z — mo)chs,, (@) = chs, (Tp(x)) — cxols, (p()) = cxop(To) — crop(T0) =0

a tedy opravdu plati (z — zp)cAs, = 0.

Na druhou stranu, pfedpoklédejme Ze plati vztah (v — 20)S = 0. Je-li ¢ € Z((a, b)) prvek Ker As, , {j
©(xo) = 0, mizeme poloZit ¢(x fo ' (zo + t(z — x9)) dA(t), € (a,b). Snadno indukci pomoci véty
o diferencovatelné zavislosti 1ntegra1u s parametrem odvodime, Ze v je nekonecné diferencovatelnd. Déle
mame

[o(z0 + t(z — 20))]i_g = 2o g £ g,

1 1
’QZ)(I‘) = /0 SO/(ZL’O + t($ — ZL‘Q)) dt = {x7z0 T—z0

2 (ZL’()), T = XTop.
Proto md ¢) kompaktni nosi¢, a je tedy prvkem Z((a, b)). Zjevné plati p(x) = (x —xo)¢(z). Nyni dostdvame

0= (z —20)S(¢) = Sz = (x = m0)¥o(x)) = S().
Tedy Ker A5, C Ker S. Dle Lemmatu FA.6.80 je S = cA;,  pro n&jaké ¢ € K.

PRIKLAD 9. Naleznéte vSechna feSeni zadanych rovnic pro S € Z(R)*.

(a) xS = Al.
(b) xS"+ S =0.
(c) 8"+ z5=0.

RESENI. (a) Za¢néme citaci Piikladu FA.7.25, z kterého plyne vztah 2zA1 = A;. Dile si uvédomme, Ze
rhsy () = Asy(x — zp(x)) = 0 pro kazdé ¢ € Z(R). Tedy (A1 + cAg,) = A;.

Obracené, necht’ S tesi rovnici ©.5 = A;. Pak pro distribuci .S — A1 plati x (S — A1> =z5— :L*Al =0,
atedy z Prﬂdadu I dostdvame, Ze S — A1 = c/;, pro né&jaké c € K Celkem tak dostdvame, Ze Vsechna
feSeni zadané rovnice jsou tvaru A 1 + CA(;O, ce K.

(b) Dle Prikladu[7)je zadand rovnice ekvivalentnf (xS)" = 0. Tedy, dle Piikladu FA.7.24 rovnice je splnéna,
pravé kdyz xS = cA; pro néjaké ¢ € K a dle jiz dokdzané Casti (a) tak dostavame, Ze vSechna feSeni zadané
rovnice jsou tvaru c; A1 + col\s,, 1,00 € K.

Uvédomme si, Ze feSenim diferencidlni rovnice f' + = f(z) = 0 je funkce f(x) = e */2. Zkusme tedy
ukdzat, Ze vSechna feSeni zadané rovnice jsou reguldrni distribuce cAy, ¢ € K. Dle Pfikladu [7| pro kazdou
S € Z(R)* akazdou ¢ € Z(R) plati

(" 25) (9) = (we” 25 + e 28) (9) = € P25 + §')(9) = (5 + §) (" ()

a tedy snadno nahlédneme, 7e S feii zadanou rovnici pravé kdyz (¢*/2S)" = 0. Tedy, dle Piikladu FA.7.24
rovnice je splnéna, pravé kdyz e™ 28 = cA, pro néjaké c € K a dle Pfikladu [7|dostdvdme Ze vSechna feSeni
zadané rovnice jsou tvaru cf(z)A; = cAy, c € K.

O

PRIKLAD 10. Naleznéte distribuci A € Z(R)* spliiujici A” + A = As, a A(p) = 0 pro kazdé ¢ €
Z((—00,0)).

RESENI. JelikoZ kazd funkce z span{cos, sin} fe¥f rovnici y” 4+ y = 0 na R, budeme vzhledem k podmince
A(p) = 0 pro kazdé p € Z((—o0,0)) uvazovat distribuci A ¢, kde

f(x) = {0, | x € (—00,0),

acosx +bsinz, =z € [0,00),

kde a,b € K ur¢ime tak, aby A feSila nasi dlohu.
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Pro kazdou ¢ € Z(R) mame

(AF+Ap)(p) = /OOO () (acosz +bsinz) dAi(x) + Af(p) =

= [¢'(z)(acosz + bsinz)] -, — /000 ¢ (z)(—asinz + beosz) dAi (z) + As(p) =
= [¢'(z)(acosz + bsinz)] - ) — [p(z)(—asinz + beosx)] -, +
+ /0 o(x)(—acosx — bsinx)dA (z) + /0 o(x)(acosx + bsinx)dA (z) =

= —¢'(0)(a) = (=¢(0)(b)) = bp(0) — a'(0).
Volbou @ = 0 a b = 1 tak nalezneme poZadovanou distribuci.

O
PRIKLAD 11. Necht
1 t> x|
) =< ’ 1) € R2.
. {ij&, (2.1
Dokalte, Ze pak distribuce Ay fesi rovnici D*OA — DOIA = As .
RESENI. Necht ¢ € 2(R?) je ddno. Polozme 1;(s) = ¢(s,5) ana(s) = p(—s, s), s € R. Pak mame
1 02 02
DROA, — DODAL (¢ :—( —p(x,t)d(z,t) — —p(x,t dx,t):
(DO, D@ =5 ([ geetnndwn— [ Foetnndwn
L[> 0 > [0 0
3 ||t ([T (o0 - grotnn) )| -
1 0 0 e
=3 / —090(s, —s)ds —i—/ —0Oap(s,s)ds — (/ (Orp(t, t) — Orp(—t, 1)) dt)] =
L/ —oo 0 0
1 r o0 oo oo oo
=3 / —Oap(—s,s)ds +/ —Oaip(s,s)ds —/ O1p(s, s)ds +/ O1p(—s, s) ds} =
LJo 0 0 0
1 B [e o] [e o]
5 | [ ot oeos s s [ -aup(s.s) - dugts. o)) as -
LJo 0
1 [ > / > /
5 |- [ tas = [Teas] -
L Jo 0
1
= 5 (m(0) +n2(0)) = ¢((0,0)).
Tim je dikaz proveden.
O

PRIKLAD 12. Necht' f(z) = ||z||~!, z € R3. Dokazte, Ze pak f je lokdlng integrovatelna funkce na R3
a distribuce Ay splfiuje rovnice ANy = =475 -

RESENI. Jeliko? je f spojitd na R? \ {0}, sta&f ovéfit jeji itegrovatelnost na B(0, 1). Mame vsak pomoci
stérickych soufadnic rovnost

1 1 2 T .2 1
/ —d)\g(x):/ (/ </ Tsmada) dﬁ) dr:47r/ rdr =27 < +00.
B(0,1) k4l 0 0 0 r 0

Necht' ¢ € 2(R?) je ddna. Oznatme g(r) = r~!, r € (0,00). Pak f(z) = g(||=|), a tedy mimo 0 plat{
vztahy

22

@ auta)f = el (5 ) o/l il

]2
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Tedy mimo 0 plati
5 =P 2
Z ilf (z) = g" (=) + ¢'(||« II)H E 3|| Izl (R ||)+g(||a?||)Hx” =
2 1 2
[l )l

UvaZujme nyni zndmy vzorec (zndmy pod ndzvem ,,Gaussova véta o divergenci‘)

/divhd)\gz/ (h, ) dH?, (1)
Q oN

kde ) je omezend oteviend podmnoZzina R? s hladkou hranici, h: G — R3? je spojité diferencovatelné
na oteviené G O () a 71 je jednotkové normalové pole orientujici 02, které sméfuje ven z mnoziny ().
PoloZime-li pro spojité diferencovatelné funkce f, ¢ vektorovou funkci h = [V, pak

3 3
divh =div(fVep) = Z@ foip) = Z 0 fO;p + fz Oip = (Vf, Vo) + [ Lo
Tedy mame z () rovnost

2 . _
/8 AL /Q div(f V) = /Q (V £, V) dAs + /Q 7 Dpdr,

Prohozenim f a ¢ dostavame

[ o= [wrvoa+ [ Afpan
l9) Q Q
Z téchto dvou rovnic mame

/QfAQDd)\sz/aQ(ngo, ity dH? — /Q<Vf,v90>d)\3:
/g)ﬁ(fvsa iy dH? — /m@ow,ﬁ)dﬂu/ﬂﬁf@dA&

Nyni miZeme piikrocit k vypoctu AA (). Mdme totiz

ANg(p) = f Apdhz = lim fApds,

84)04,_
=20 Jage.R)

kde Q(¢,R) = {z € R ¢ < ||z|| < R}. Oznatme S. = {z € R?; ||z|| = ¢} a podobné& Sy = {z € R3;
|z|| = R}. Pak dle pfedbéZnych vypoctl plati

/ J Apdig — / Afpdis + / ([Ve— oV f, 1) dH =
Q(e,R) Q(e,R)

99(e,R)
= O+/ (fVp — oV f i) dH? —|—/S (fVp — oV f a)dH>.
JelikoZ supp ¢ je kompaktni, je 5 )
lim (fVp — oV f a)dH* =0.
R

R—o0 S

Prvni Cast integrdlu pres S. odhadneme nésledovné:
. 1
[ 96,1 a1 < |96l [ 171032 = [Vl Ztne? - 0.
S S g e—r
Pro druhou ¢4st intregralu pres S. pouZijeme rovnost

/ (oY f.7i) dH = / (P(O)V £, 73) dH? + / (¢ — o(0)V f. 1) A2, @)

Se
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kde druhy integral 1ze odhadnout pomoci K -lipschitzovskosti ¢ jako

1
| [ (o —O)VF,A)dH}| < K | ¢|ld(e)]dH? = 47TK€—2€2 - 0
Se Se 5 e—=04

1

a ﬁ(fﬂ) = _HTH(ml’ T, xg), takZe

Ly

lll

(Vi) = —9’(\!%!\)@(%? +a3+a3) = —g'(|2]).)

(v prvnim odhadu jsme pouzili fakt 0; f(x) = ¢'(||x]|)

Nakonec spocteme limitu prvniho integrdlu v (2)). Mdme

o) [ (V5.7 @ = 0(0) [ ~g(6) a1 = o(0) ane® = amp(0).
Tedy
lim [ (fVyp—oVf, i) dH* = —4rp(0).

e—0+ S,
Tim je dlikaz dokoncen.
O

PRIKLAD 13. Pro distribuci A na R a funkci p € 2(R?) definujme zobrazeni A x A, : 2(R?) — K

predpisem
Ax Do (¥) =A@ *y), ¢ e IRY).

Dokazte, Ze plati nasledujici.
(a) A x A, je distribuce na R? a pro kazdé o € N¢ plati D*(A * A,) = (D*A) x A,.
(b) Pokud f € L*(RY), pak A * A, = A
(c) As, * Ay = A,
Aplikujte predchozi k diikazu ndsledujiciho tvrzeni: Necht N € N, {a,; a € N¢ o] < N} ¢ Ka
predpokladejme, Ze distribuce A v R? spliiuje rovnici

> aaD*A =6 3)
lo| <N
Pak pro kazdé ¢ € 2(R?) distribuce A * A, splituje rovnici
> aaD*(AxAy) = A,
lo| <N
Navic, pokud A = A; pro n&jakou f € L*°(R?), pak f * ¢ fe3i rovnici
Y @D (frp) =0
la]<N

(Pozndmka: feSenim rovnice (3) se proto fika fundamentdlni Feseni. Uvédomte si v této souvislosti dileZitost
Piikladii[11]a[12] kde jsme nasli fundamentdlni feSen{ jistych rovnic.)

RESENI.

(a) Dle V&t FA.5.11 aFA.5.7(b) plati, ze px ) € Z(R?), ¢ € Z(R?) a tedy je snadné si uvédomit, Ze A x A,
je dobfe definovan4 linedrni funkce. Zvolme nyni kompakt K C R?. Pak dle Diisledku FA.7.15 existuje
C > 0aN e Ny spliujici [A(f)| < C||flln, f € Z(K + supp ¢). Zaroveti pro kazdé ¢ € Z(K)

dle Véty FA.5.7(b) dostdvame, Ze supp ¢ * 1) C K + supp ¢ a tedy plati (ve vypoctu niZe pouzividme
pouzitim Véty FA.5.11 a FA.5.7(a))

(A% AW < Clg Yl = € max |6 « D™l < CIIEl - max| D™ ]oc = CE - el

Dle Diisledku FA.7.15 je tedy A = A, distribuci na R%.
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Zaroveti, pro kazdé o € N¢ a¢) € 2(R?) mame
DA% AL () = (~DI(A * A) (D) = (~DIFA(S D) = (1) IA(DR (5 5 )
— DA ) = (DA AL ().

(b) Pro f € L'*(R?) a v € 2(R?) plati
Aedo(w) = [ @@ i@ = [ s p@de= [ @) [ swety o) dyds
g V(Y)(f * o) (y) dy = App (V)

atedy Apx Ay = Ag.
(c) Pro ¢ € 2(R?) plati

Ago # Mg (V) = (@ * ¥)(0) = (¥ x ¢)(0) do = y b(y)e(y —0)dy = Ap(¥)

atedy Ags, ¥ Ay, = A
Pokud distribuce A v R? spliiuje rovnici (3)), pak
> aaD (A Ag) @ (D anDA) 5 Ay = Agy Ay DA

la|<N || <N

Kone¢né, pokud A = A; pro n&jakou f € LP°(R?), pak dle (b) mame A; * A, = Ay, a tedy s pouZitim
predchoziho a Tvrzeni FA.7.22 dostdvame, ze pro funkci g = Zlal <n @aD*(f * @) plati

Ag= Y tabpo(ruy) = Y @D Npy = A,
jal<N lal<N

Dle Poznamky FA.7.18 tedy g = ¢ skoro vSude a ze spojitosti funkci g a ¢ tak dostdvame, Ze g = ¢ vSude.
g

3. Temperované distribuce

PRIKLAD 14. Necht' A, je temperovand distribuce na R generovana funkci x — e*. DokaZte, Ze pak
posloupnost {A,, } konverguje k 0 v ., prestoZe funkce e nekonverguji bodové k 0.

N

RESENI. Pro ¢ € .} mame
() = / o(@)e™ dun(z) = B(—n) 0,
R

nebot » € Cy(R). Na druhou stranu, |¢?®*| = 1 pro kazdé z € R an € N, tedy funkce z > ¢™"®

nekonverguji bodové k 0.
O

PRIKLAD 15. Necht f € Ly (uq) splituje [o. f dpg = 1. PoloZme pron € N f,,(z) = n? f(nz), 2 € R%
Dokazte, Ze pak temperované distribuce A, konverguji v .7 k As,.

RESENI. Necht ¢ € ., a < > 0 jsou dany. Pomoci Lebesgueovy véty nalezneme r > 0 takové, 7e
fRd\B(O,T)|f| dpug < €. Necht' § > 0 je zvoleno tak, Ze [p(z) — ¢(0)| < &, kdykoliv ||z|| < 6. Necht ng € N
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spliluje = < 9. Pak pro kazdé n > n( dostdvame
no

(s = M) (@) = | [ whndia— [ o10)f dna| =
= ‘/Rd @(%)f(y) dpa(y) — /RdSO(O)f(y) dud(y)’ <
< [ 1wliet) = o)l duaty) <

Ty — o(0)| dua
< [ Tl = o0 dmto) + |

RA\B(0 )|f<y)"¢(%) — (0)| dpaly) <

< / ol + / F @)l dptaly) <

R4\ B(0,r)
< e (Iflzua + 2llells) -

Tim je tvrzeni dokdzéno.
O

PRIKLAD 16. Necht' f € L'*°(RY), f > 0. DokaZte, Ze pak A je temperovand distribuce pravé kdyz
existuji C' > 0a N € Ny spliujici
VR>1: / f(r)de < C(1+ R)V. 4)
U(0,R)

DUKAZ. V naSem feSeni pouZijeme charakterizaci temperovanych distribuci z Pfikladu FA.7.47. Pfedpokla-
dejme nejprve, Ze A s je temperovand distribuce a tedy existuji A > 0a N € N splitujici [Af(¢)| < Avn (),
¢ € 2(R%). Zvolme ¢ € 2(B(0,2)) takovou, Ze Y| 5(o,1) = 1 a oznatme C := A - 4V - max|q <y || D*Y]|.
Pak pro kazdé R > 0 plati

0< / f@)dr < [ Fla)e(E)de < Auy(b(3)) < AL+ 4RDN max || D*()]
U(0,R) R4 lo|<N

<O+ RHN <C(1+ RN
Naopak, necht’ existuji C' > 0a N € Ny spliiujici (@). Pak pro ¢ € 2(R?) dostdvéame

A< [ g@le@lars [ f@lp@lar+Y [ f@lp(a)] do

(0,1) =0 ¥ {m 2F<|lzf|<2¥H1}

< C2Vig(p) +C Y (1 + 25N sup ()]

k=0 {z; 2 <o) <2841}

<C2Vup(p) +CY (329 sup ()]
k=0

{z; 2k <||=f| <261}
<3V C(ule)+ 327 swp [l (@) <3V C -2 nale),
k=0 {z; 2k<[laf <2h+1}

atedy A je temperovand distribuce.
O

PRIKLAD 17. Uvazujme funkce f(z) = e” a g(z) = e” cos(e”). Dokazte, Ze pak f negeneruje tempero-
vanou distribuci na R, zatimco g ano.

DUKAZ. Funkce h(z) = sin(e”) generuje temperovanou distribuci dle Piikladu FA.7.46. Jeji derivace je
tedy téZ temperovand distribuce. Ta je vSak rovna A4, nebot’

() = (1) / o (2)h(x) dprala) = / (@) () dpa(z) = Agl), € AL

R
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Tedy A, je temperovand distribuce.
Abychom ukdzali, Ze f negeneruje temperovanou distribuci, pouzijeme Piiklad [I6] Zvolme N € Nj. Pak

plati

R —R
e —¢€ R—o

1 R
e | = g

a tedy A; neni temperovand distribuce.
O

PRIKLAD 18. Necht' A, znaci temperovanou distribuci na R danou Diracovou mirou v bodé 0 a A,
necht’ je regularni distribuce na R generovand konstantni funkci x — 1 (viz Ptiklady FA.7.46). DokaZte, Ze
pak

A50 = A1 a A1 = A50'

RESENI. Pro vypocet prvni rovnosti vezmeme ¢ € .%; a po&itime

R () = Ay () = 3(0) = / o(@)e ™ du () = Au(g).

Pro diikaz druhé nerovnosti opét uvdzime ¢ € .#; a za pomoci Véty FA.7.42 dostdvame

Ri(e) = A(P) = / B(t) dyun(t) = / Bt dun(t) = 3(0) =

= 0(=0) = ¢(0) = As, ().
O

PRIKLAD 19. Pro A € .7 definujme A: .7 — K jako A(p) = A(@), ¢ € .%,. Dokaite, Ze pak plati
nasledujici.
(a) A je temperovand distribuce a pro f € Ly(1a), 1 < p < oo, plati K} = Aj.
(b) A = A.

RESENI. (@) Zobrazeni A je zjevné linedrni na .7;. Je-1i {0, } posloupnost v .%; konvergujici v o k 0, je dle
Vét FA.7.38 a FA.7.39(a) posloupnost {¢,, } v .7, a konverguje k 0. Tedy A(p,) = A(p,) — 0,a A € 7.
Je-li f € L,(u1) pro néjaké p € [1, oo, mame

K}((p) :/Rd Sbfdﬂd:/w SOfde:Af(go), p € Sy

() Pro ¢ € .#; mame
tj. (b) je ovéreno.

PRIKLAD 20. Dokaite, Ze Agn = 5 (A5, — As_,).

RESENI. Nejprve si pov§imneme, Ze pro = € R plati

Ro(9) = As.(3) = B(z) = / P(B)e ™ dun(t) = Aperer(9), @ € F.

Tedy /i(;: = Nyyoiat.
PouZijme tento fakt k odvozeni

1 1 —_— —
Asint - Ag%(eit_efit) = E (At,_mm — At»—)e—ilt) = Z <A571 — A51) .

Opétovnou aplikaci Fourierovy transformace dostdvame diky Ptikladu[I9|rovnosti

— 1 oy = 1 — —_— 1
Aan = — (As . — A :—_<A —A>:—,A A5 ),
2i ( o 51) 2i \"0 o 2z( g 1)
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kde jsme pritom pouZzili rovnost &;; = As_,. (Ta plyne z vypoctu
Ao, (0) = D5, (@) = @(x) = p(—2) = Ns_, (9), ¢ €71)
O
PRIKLAD 21. Necht' f = x_11)ag= J? Pak g = ﬂ% € Lo(py) (viz Priklad . Tedy A, € 77
(viz Pifklady FA.7.46). Dokazte, 7e pak A, = A.

RESENI. PouZijeme fakt (V) [ S22 dz = Z k odvozen{

k
* sin kx i >0,
(N) " dr =<0, k=0,
o —m, k<O0.

(Zde (N) [ zna&i Newtondv integrél, odvozeni vzorce vy3e je snadné a proto jej zde podrobné&ji neuvadime.)

Uvazujme nyni funkci
ikx

F(k)= lim | ¢

r—04

R—o0

dr, k€eR,

I’r,R z

cos(kx)

kde pro 0 < r < R zna¢ime [, p = (—R, —7r) U (r, R). Pak diky lichosti funkce —IM a existenci integralt
(N) ffoo % dx, (N) [~ sintkz) 12 dostavame

0 T
Fk)=lim [ S—de= lim / cos(he) dx+i/ Snk2) ) im / sin(kz) 4, —
AT A VA et )l e
i k>0
% gin(k ) )
- z'(N)/ Sm; Y _Jo.  k—o
e —m, k <O.
Dile, oznatme pro 0 < 7 < Rak € R vyraz B(r, R, k) = [, 22" dz. Pak
1 ) ) ) 1 i(k+1)z i(k—1)x
B(T,R,k):/ — (" —e ™) e dr = — / . —/ ‘ ,
Log 2 20\ Jr,, @ Lg T
a tedy
1 07 ’k’ > 17
T— 1
R-y00 T, ke (=1,1).

Necht’ F' zna¢i Fourierovu transformaci na L (p1). Dle Véty FA.7.50(a) plati [/\; = Ap(g). Staci tedy
spocitat F'(g). Uvazujme g, = gX(—nn), * € N. Pak g,, € L1(111), atedy F(g,) = Gn. Dle (5) pak pro kazdé
t € R dostdvame

lim g,(t) = (27)~ / \/jﬁe_”m dz = — lim ST ite gy —

N|=

. o . . 0, [t|>1,
sinz _,
= —(N)/ e dr == lim B(r,R,—t) =143, [t|=1,
™ oo X T r—04
f—oo 1, te (_L 1)7

a tedy funkce {g,, } konverguji pro n jdouci do nekonec¢na k funkci f skoro vSude. Dle Pfikladu FA.5.32 plat{
Fg = f skoro vSude. Tedy A, = Ay.
O
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PRIKLAD 22. Necht' temperovand distribuce A splfiuje rovnici ), aa DA = 0 (kde (@a)jaj<n je
kone¢nd posloupnost v K). Uvazujme pak polynom P(z) = >, < v ¢a(iz)*. DokaZte, Ze plati ndsledujic.
(a) Pokud polynom P nemi Z4dné kofeny v R?, pak A = 0.

(b) Pokud polynom P nemd kofeny v R% \ {0}, pak A = A¢ pro n&jaky polynom Q).
(c) Aplikujte predchozi k ditkazu néasledujiciho zobecnéni Liouvilleovy véty: Necht’” holomorfni funkce

f € H(C) pron&jakd C' > 0a N € Ny splije, Ze | f(z)| < C(1+]|z|)V,z € C.Pak p(x,y) = f(x+iy)

je polynom stupné nejvyse N.

RESENI. Aplikaci Fourierovy transformace na rovnici Zla\ <n @aD*A = 0 dle Véty FA.7.50 dostdvame, Ze
P(:v)/A\ = 0. Pfistupme nyni k diikazu jednotlivych tvrzeni.

(a) Pokud polynom P nemd Zzadné kofeny v RY, pak pro ¢ € Z(R?) je
P(a:)A( ) = 0. Tedy A = 0 a proto A = 0.

(B) Pokud polynom P nemd zadné koteny v R? \ {0}, pak analogicky jako vySe dostaneme, Ze /A\(ap) =
kdykoliv ¢ € Z(R?%\ {0}). Tedy, A je nulova na R? \ {0} a proto supp A C {0}. Dle Véty FA.7.33 je
tedy A = > laj<m baD* A, pro néjakou konecnou posloupnost (ba)jaj<m v K. Pak ale dle Véty FA.7.50 je

€ 2(R?) a tedy Ap) =

P

A= Q&;\O pro né&jaky polynom (). Zaroven ale
Asy () = A5y (P) = 5(0) = / p(@)e O dpg = M), ¢ € (R
R

a proto dle Pfﬂ(ladu dostdvame A = A = QA; = Aq pro n€&jaky polynom @, a tedy A = Ag.
Pokud je f € H(C), pak pro ¢(z,y) = f(z +iy), (z,y) € R? dostdvame, Ze ¢ € C*(R?) az
Cauchy-Riemanovych podminek 0, + 0,0 = 0. Zaroven z predpokladu vidime, Ze ¢ je majorizovana
polynomem a tedy A, je temperovana distribuce, kterd spliluje rovnici 9; A, + 10\, = 0. ProtoZe polynom
P(z) = —ixz + y nemd kofeny v R? \ {0}, dostdvame z (B), Ze A, = Ag pro n&jaky polynom, tedy ¢ = Q
skoro vSude a ze spojitosti tak dostdvdme, Ze ¢ je polynomem. Kone¢né, z podminky |f(z)| < C(1 + |z|)N
dostavame, Ze stupen polynomu ¢ je nejvyse V.

O

PRIKLAD 23 (Dalsi pfiklady k procviceni - s vysledky, bez podrobného feseni).

(a) Které z nésledujicich pfedpist definuji distribuci na R a které definuji distribuci na (0, c0)? Pokud
predpis definuje distribuci, rozhodnéte zda ma tato distribuce kone¢ny tad.
(i) Alp) = 22,0, ne™ (n).
(i) Alp) = 3,2 52(5)-
(i) Alp) = 302, 9™ ()
(b) Naleznéte vSechna feSeni nasledujicich rovnic pro S € Z(R)*.
1) S = As,, (zo € R).
(i1) S = A5z0 (xg € R).
(i) (1+z)29" = 0.
@iv) (x —1)S = A;.
(c) Uvazujte funkci

ft,z) = {JHGXI’(_T)’ 20 e ery
0, jinak,
Dokazte, 7e f € L\*°(R?) a Ze distribuce Ay je feSenim rovnice d,A — D2A = Aj -
(d) Které z nasledujicich predpist definuji temperovanou distribuci na R?
() Alp) =272 L 7%0() v € 2(R).
(i) A(p) := Z?’i_oo ep(j), ¢ € 9( )
(i) A(p) := [ 2820 g 4 (220 4z € P(R).
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VYSLEDKY. (a) ptedpis (i) definuje distribuci na R fadu nekonec¢no; (ii) nedefinuje distribuci na R, definuje
distribuci fadu 0 na (0, 00); (iii) nedefinuje distribuci na R, definuje distribuci fddu nekone¢no na (0, 0o).

(b) Stesirovnici (i) pravé kdyz S € {A[;, ) +cAr; ¢ € K}; rovnici (ii) pravé kdyZ S € { (2 —20)ALzg,00) +
c\y + dAg; ¢, d € K}; rovnici (iii) pravé kdyZ S € span{Ai, Ay, A[_1,«), (1 + £)A[_1 o) }; a rovnici
(iv) prave kdyz S € {A 1 +cAr; c € K} kde A 1 () = limeyor fo o0 () dz, @ € D(R).

z—1 z—1
(c) Postup je analogicky jako u Piikladu[I2] jen neni tfeba pouZivat Gaussovu vétu o divergenci.
(d) predpisy (i) a (iii) definuji temperovanou distribuci na R, pfedpis (ii) nikoliv.



Kapitola 8
Bochneriv integral

1. Méritelna zobrazeni

PRIKLAD 1. Necht (€2, i) je prostor s Gplnou mirou, X je normovany linedrni prostora { f,,} C E(Q, X)
je posloupnost silné méfitelnych zobrazeni, kterd konverguje bodové s. v. slabé k f € &£(2, X). Dokazte, ze
pak f je siln€¢ méfitelné.

RESENI. PouZijeme Pettisovu vétu (Véta FA.8.17). Je-li ¢ € X*, pak {¢ o f,,} je posloupnost méfitelnych
funkci konvergujici bodove s. v. k funkci ¢ o f. Tedy ¢ o f je méfitelnd, odkud plyne, Ze f je slabé méfitelné.
Dle predpokladu existuje mnoZina E, miry nula takov, Ze f,(w) konverguje slabé k f(w) pro w ¢ Ej.
Dile existuji £, C 0, n € Ntakové, ze u(E,) = 0a f,,(Q\ E,) je separabilni. Polozme E = (J*  E,,.
Pak ;(E) = 0. Diky Vé&t€ FA.6.93(a) plati, Ze f(Q2\ E) C U, fu(2\ En)w C span” U~ fn(Q\ E,) =
spanlJ.”, f»(Q2\ E,). Odtud plyne separabilita (2 \ E). Dle Véty FA.8.17 je tedy f silné mé&fitelné.

O

PRIKLAD 2. Necht' K je metrizovatelny Hausdorfftiv kompaktni prostor a X = C'(K, K) je prostor
vSech spojitych funkci se supremovou normou. Necht’ (€2, ) je méfitelny prostor a f: €2 — X je zobrazeni.
Dokazte, 7e pak f je slabé méfitelné pravé tehdy, kdyz pro kazdé k € K je zobrazeni w — f(w)(k) méfitelné
(jakoZto zobrazeni z () do K).

RESENI. = Je-li k € K, je Diracova mira 6, € M(K,K) = (C(K,K))*, atedy & o f je slabé mé&fitelné
zobrazeni.
< Necht’

M = {,uE M(K,K); w|—>/ f(w)d,ujeméfitelnészOK}.
K

Pak M je podprostor M (K, K) obsahujici v§echny Diracovy miry (dle pfedpokladu) a uzavieny na limity
w*-konvergentnich posloupnosti. Necht' D zna¢i mnozinu vSech Diracovych mér. Pak D, = Be(k k) z
definice. Tedy dle véty o bipolafe (Véta FA.6.110) plati

aconv D" = acomv®" D = (Ds)° = (Bek k) = Bukx)-
Tedy aconv D je w*-husty v Bk k). JelikoZ je K metrizovatelny, je C'(K,K) separabilni, a tedy je
(Bum(k k), w*) metrizovatelnd mnoZina (Tvrzeni FA.6.119(a)). Proto z pfedchoziho plyne, Ze pro kazdou
1 € Bk ) existuje posloupnost {/;} C aconv D C M, kterd spliluje j; N p. Tedy i € M. Jelikoz je

M podprostor M (K, K), plati M = M (K, K).
O

PRIKLAD 3. Uvazujme prostor ([0, 1], X, ), kde A je Lebesgueova mira na [0,1] a X = C([0, 1], K).
Necht' f: [0, 1] — K je funkce. DokaZte, Ze pak zobrazeni ®: ¢ — f(¢,-) z [0, 1] do X je siln& mé&fitelné,
pravé kdyz plati nasledujici podminky:

e u+— f(t,u) je spojitd na [0, 1] pro kazdé t € [0, 1],

e ¢ — f(t,u) je lebesgueovsky méfitelnd pro kazdé u € [0, 1.

RESENI. = Jelikoz ® m4 hodnoty v X, musi byt pro kazdé ¢ € [0, 1] funkce u +— f(t,u) spojita. Déle, pro
u € [0,1] je funkce ¢ — ®(t,-)(u) = f(t, u) lebesgueovsky méfitelnd dle Prikladu 2]

<« Predpokladejme nyni platnost naSich podminek. Z prvni plyne, Ze ® m4 hodnoty v X. Z druhé pak

vyplyva, Ze pro kazdé u € [0,1] je t — D(t)(u) = P(¢,-)(u) = f(t,u) lebesgueovsky méfitelné. Tedy
85
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opét diky Pfikladu 2| ([0, 1] je metrizovatelny kompakt) dostdvame slabou méfitelnost ®. Jelikoz je vSak X
separabilni, je ® silné¢ méftitelné diky Veté FA.8.17.
O

PRIKLAD 4. Necht’ (€2, \) je interval (0, c0) s Lebesgueovou mirou A a X = L, ((0,00)). Necht’
Y: Q — Kje funkce a @: 2 — X je definovano jako ®(w) = 9 (w)x (o). Dokazte, Ze pak ® je silné
méfitelné prave tehdy, kdyZ ¢» = 0 A-skoro vSude.

RESENI. Pokud ¢/ = 0 A-skoro v§ude, je ® = 0 skoro v§ude a tedy je siln& méfitelnd. Obriceng, necht’
1 # 0 A-skoro vSude. Pak existuje § > 0 takové, Ze mnozina A = {w € Q; [¢(w)| > ¢} md A-miru kladnou.
Pro wy, wy € A spliujici wy < wo vSak plati

(wa) = @(w1)llx > [[¥(wW2) X (i w)llx = 0.

Tedy pro kazdou A’ C Q A-miry 0 je $(A \ A’) nespocetna J-diskrétni mnozina v X. Tedy ® nenf silné
méfitelnd dle Véty FA.8.17(ii).

O

2. Bochneruv integral

PRIKLAD 5. Necht' (2, X, \) je interval (0, 1) s Lebesgueovou mirou A\, X = L,((0,1)) pro p € [1, c0)
Necht’ ¢: 2 — K je funkce a ®: () — X je definovano jako
P(w): u = Y(w)Xow(u), we(0,1).
Dokazte, ze pak plati nasledujici tvrzeni.

(a) Zobrazeni & md hodnoty v X a je slabé méfitelné, pravé kdyz 1) je lebesgueovsky méfitelna.
(b) Je-li v lebesgueovsky méfitelnd, je @ silné méfitelné. Pak je ® bochnerovsky integrovatelné pravé tehdy,

kdy? [ ¢(w)|w? dA(w) < +oo.

(c) Je-li ® bochnerovsky integrovatelné a U : u f w)dA(w), u € (0,1),pak ¥ € X a [, PdA = U,
RESENI. (a) Zjevné jsou hodnoty ®(w) = ID(W)X(O,W) v X.
Je-li ¢ lebesgueovsky méfitelnd a g € X* = L,((0,1)) (zde ¢ je sdruzeny exponent k p), plati pro

€ (0,1) vztah

g(B(w)) = / W)gdA = / V()0 W) dA) = v(e) [ gl) dA(w)

Tedy w — g(®(w)) je lebesgueovsky méfitelna funkce, nebot” w — 1) (w) je lebesgueovsky méfitelnd a
w — [” g dX je absolutn& spojitd (g € Ly((0,1)) C L1((0,1))). Proto je  slab& méfitelné.
Obrécené, je-li ® slabé méfitelné a g = x(o,1) € X*, mdme z predchdzejiciho vzorce vztah g(®(w)) =
Y(w)w. Tedy Y (w) = M je lebesgueovsky méfitelnd.
(b) Silna méfitelnost ¢ nyni plyne z (a) a Véty FA.8.17. Podle Véty FA.8.28 je ¢ bochnerovsky integrova-
telné, pravé kdyz [,[|®(w)|x dA(w) < +o0. Mdme viak

[1e@lxire / (/ PP N0 ) A
/01 ( / (@) x(0m) (W] dA(u >); aA(w)
- /() (st / 1dA<u>); ne) - [ ()t dAW),

odkud tvrzeni (b) plyne.
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(c) Oznaéme ¥ = Jo, @ d, co je dle pfedpokladu prvek X Jelikoz w(w)w% jev L1((0,1)),jev v Li((u, 1))
pro kazdé u € (0, 1). Tedy funkce VU je absolutné spojitd na (u, 1) pro kazdé u € (0, 1), z ¢ehoZ plyne
jeji spojitost na (0, 1). Tedy ¥ je lebesgueovsky méfitelnd na (0, 1).

Pro kazdé g € X™ pak plati

o#) = [ g(@(w)ax / (/ " )> )
/ (/¢ ) dAw ) Au) = /Olg(u)\lf(u)d/\(u).

(Fubiniovu véta lze pouZit, jelikoz diky Holderové nerovnosti plati

(@) lgw)] A w) W) = [ [@wdle ([ o] drw ) drw)
[ [onsoransn - [ [iaaone)o
< / (@) o gl x- ( [ 1pdA<u>)”dA<w>

1
i _1 1
< [ st lglew? drw)
0

— gll% / (@)t | dA(w) < +00.)

Tedy pro kazdou E C (0,1) méfitelnou plati (funkce ¢ = yp je v X*) [, Td\ = [, Ud\. Proto
¥ = € X aVje Bochnertv integrdl [, ® d\.
O

PRIKLAD 6. Necht' (2, X, \) je interval (0, 1) s Lebesgueovou mirou A\, X = L, ((0,1)) pro p € [1,00)
Necht’ ¢: Q — K je funkce splfiujici 1 xw) € Ly ((0,w)) prokazdé w € (0,1) a ®: Q@ — X je definovdno
jako

(w): u— Y(u)xow(u), ue(01).
Dokazte, Ze pak plati nasledujici tvrzeni.
(a) Zobrazeni ® ma hodnoty v X a je silné méfitelné.
(b) Zobrazeni ® bochnerovsky integrovatelné praveé tehdy, kdyz fol 19X (0.0 2, ((0,0)) AN (w) < +00.
(c) Je-li @ bochnerovsky integrovatelné a W: u +— th(u)(1 —u), u € (0,1),pak ¥ € X a [, dX = .

N

RESENI. (a) Pro pevné w € (0, 1) je dle pfedpokladu ®(w) = ¥x (o) € Ly ((0,w)) C L, ((0,1)) = X.
Pro g € X* = L,((0,1)) (zde g je opét sdruzeny exponent kp) aprow € (0,1) platl

g@(w)):/o O(w)(u)g(u) dA(U)I/Oww(U)g(U) dA(u).

JelikoZ ["[¢ - g| X < [[¥X (0w L, (0w - ll9]lx+ < 400, pro kazdé w € (0,1) je funkce gx (0w €
Ly ((0,w)). Pro pevné wy € (0,1) je tedy funkce w — [1* g dX, w € [0,wp] absolutn& spojitd na [0, wo).
Tedy w — fow g d\ je spojitd na (0, 1), specidlné je zde méfitelnd. Proto je ® slabé méfitelna.
Diky separabilité prostoru X vSak dostdvdme silnou méfitelnost ® (viz Véta FA.8.17).
(b) Dle Véty FA.8.28 je tieba vyzkoumat konveregenci integrélu [,||®(w)]|| x dA(w). Ten se viak rovnd

[ie@ixae = [ ([ wwr o ) aAW).

Odtud (b) plyne.
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(c) Funkce U je zjevné lebesgueovsky méfitelna na (0, 1). Oznaéme ¥ = Jo ®(w) dA(w). Pak pro g € X*

plati
o) = [ getnare) = [ / Sg() ) ) o) -
/w /1d)\ /w )(1 = u)g(u) dA(w).

(Fubiniovu vétu lze pouZzit, nebot

/ ([ sl ) axe) < o

Jako v Pfikladu[5|nyni odvodime, 7e ¥ € X a [, ®dx = V.

xe 10X 0 | Ly ((00)) < +00.)

O

PRIKLAD 7. Necht’ (€2, 3, \) je interval (0, 1) s Lebesgueovou mirou A, X = L, ((0,1)) prop € [1,00).
Necht’ ¢: Q — (0, 1] je lebesgueovsky méfitelna funkce a &: 2 — X je definovéno jako
CID(w): u +— X(07w(w))(u), u € (O, 1).
Dokazte, Ze pak plati nasledujici tvrzeni.

(a) Zobrazeni ® ma hodnoty v X a je silné méfitelné.
(b) Zobrazeni ® bochnerovsky integrovatelné a [, ®d\ = ¥, kde ¥: u +— Ay~ (u, 1)), u € (0,1).

N

RESENI. (a) Zjevné plati &(w) € X pro kazdé w € €. Pro g € X* mame

1 P(w)
g(q)(W)):/O q)(w)(’w)g(U)dA(u):/O 9(u) dA(w).

Ozna¢me G(t fo gdA, coz je absolutné spojitd funkce na [0, 1] (dﬂ<y tomu, ze g € L, ((0,1)) C

Ly ((0,1))). Pokud Y je spojitd, je funkce w — g(P fo Vgd = G(¢¥(w)) spojitd, a tedy
lebesgueovsky méfitelna na 2. Pro obecnou ¢ zvolme SpOJlte funkce ¢, : (0,1) — (0, 1] A-skoro vSude
konvergujici k 1. Pak pro w € Q splitujici ¢, (w) — ¥ (w) plati

Y (W) P(w)
/0 gd\ = G(tn(w)) = G(w)) = /0 gdx.

Tedy je funkce w +— fow(w) gd\ A-skoro vsude bodovou limitou spojitych funkci, a proto se jedna
o lebesgueovsky méfitelnou funkci. Tim dostdvdame, Ze zobrazeni w +— ¢(®(w)) je lebesgueovsky
méfitelné pro kazdé g € X, tj. ® je slabé méfitelné. Ze separability X a VEéty FA.8.17 dostdvame silnou
méfitelnost O. ~

(b) JelikoZ [,||®(w]/x dA(w) < 1, je ® bochnerovsky integrovatelné dle Véty FA.8.28. Oznatme ¥ =
Jo, @ dX. Pak pro g € X* dostdvame

o¥) = [ g(@w)are) = [ 1 ( / " gt dA<u>) AA(w) =
- [ (] o ) arw) = [ g i)

(Fubiniovu vétu Ize pouZit, nebot G = {(w,u) € (0,1)?]; 0 < u < ¥(w)} je lebesgueovsky méfitelnd a

/yg [ dA(w, 1) = /yg </u<w) 1d)\(w))d>\ /yg ) dA(u) < +o0.

Navic z Fubiniovy véty mame, Ze U je méfitelnd.) Stejné jako v pfedchozich piikladech tak obdrzime
UP=VeXa[,Pd\=V.
O
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PRIKLAD 8. Necht' (2, ¥, \) je interval [—m, 71| s Lebesgueovou mirou A\, X = ¢y a ¢ € Li([—m,7]).
Necht’ f: [—m, 7] — ¢ je definovana jako

f(t)(n) = /7r o(x)sin(ntz)dz, neN.

—T

Dokazte, ze pak f je bochnerovsky integrovatelnd funkce a f 0.1] fdx=0.

RESENI. Krok I. Uk4Zeme nejprve, Ze f(t) € ¢ pro kazdé ¢ € [0, 1]. Vzhledem k tomu, Ze toto je zjevné
pro t = 0, miiZeme bez Gjmu na obecnosti uvazovat t € [—m, 7| \ {0}. Pro takovéto pevné ¢ definuje formule

= /7r Y(z)sin(ntx)dx, n €N,

zobrazeni z Ly([—m, 7]) do . Ovéfime, Ze RugT C ¢,. Je-li totiz ¢ € Z((—n, w)), mame pro kazdé
n € N odhad

|T(n)| = ‘/ Y (z) sin(ntx) dx‘ = ’— x) cos(ntx));_" + —/ Y (z) cos(ntz) da
1
S Iw( )l dz.

Tedy T(2((—m, 7)) C co. Jelikoz Z((—m, 7)) je husty v Ly ([—m, 7]), plati Rng T' C cy.
Krok 2. V tomto kroku ovéfime slabou méfitelnost f. Necht’ tedy a € ¢; je libovolné a ¢, je prvek (cp)*
jemu odpovidajici. Pak pro kazdé ¢ € [—m, x| plati diky odhadu

‘gp(m)(iansin(ntm)ﬂ < lp(x ]Z]an] x € [—m, 7, (1)

rovnost

z/za(f(t)):gf(t)(n Z ([ owrsinotry )

_ / " (@) (i 0 sin(ntx)) dz.

- n=1

Jelikoz je funkce

t— oz (Z a, sin(ntz) )

spojita pro kazdé = € [—m, 7], diky odhadu (1)) je i funkce ¢ — v,(f(t)) spojitd na [—m, 7|. Jest tedy
A-méfitelna.

Krok 3. ProtoZe prostor X je separabilni, je funkce f také silné¢ méfitelnd. Navic, pro kazdé ¢ € [—m, 7] a
n € N mdme nerovnost

()] < / 0(@)] dz = 0l a(rm):

atedy funkce t — || f(¢)||, je omezend a proto A-integrovatelnd. Celkem tak dostdvame, Ze f je bochnerovsky
integrovatelna.
Integral f[_w . f dX\ nyni vypocteme. Vezmeme libovolné n € N a bazovy vektor e,, € ¢;. Pak

( /[] fd)\) (n) = v, ( /[] fd)\) - /[] F(#)(n)dt = / ( / () sin(ntz) dx) dt
- /_ o(2) ( /_ sin(ntz) dt) dz.
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Jelikoz

t=m

™ —cos(ntz)] —0 _ 0
/ sin(ntz) dt = [ T P € [=m ]\ {0},
—TT 07 T = 07

</LmﬂfdA)OU::0

PRIKLAD 9. Necht' (2, X, \) je interval [0, 1] s Lebesgueovou mirou A anecht’ ¢ € L ([0, 1]). Dokazte,
7e pak plati nésledujfci tvrzeni
(a) Funkce ®(y) = [ ¢(x)dz, y € [0,1] je absolutng spojitd funkce na [0,1] a funkce y 1CID(y)

y € (0,1), Je spojitd omezend funkce.
(b) Necht X = C([0,1]). Pak funkce f: [0, 1] — X definovand jako

dostavame

Proto plati f[_ﬂ qfdA=0.
O

xT

ﬂmwzéqmgm,xemu¢emm

je bochnerovsky integrovatelnd na [0, 1] a

(/[O’Hfdk) (x) :/;;@(y) dy, =€ l0,1]. @)

(c) Necht' Y = L,([0,1]) pro néjaké p € [1, oo a funkce f: [0,1] — Y je definovana jako v (). Pak f je
integrovatelna a plati (2.

o

RESENI. (a) JelikoZ je ¢ € L1([0, 1]), je ¢ absolutné spojitd na [0, 1]. Tedy, funkce y — 1<I>( ) je spojitd v
kazdém bod¢ intervalu (0, 1]. Dale

1 Y
lim sup - () < lim sup - / lo(@)]dz < [[@]l
Y Jo

y—=04 Y y—04

a podobné liminf, o, i@(y) > —||¢l|co- Funkce y +— %CI)(y) je proto omezend na (0, 1).
(b) Nejprve ovéfime, Ze f(t) € X pro kazdé ¢ € [0, 1]. To ale plyne z odhadu

[f () (x2) = f()(21)] < /mls&(tS)l ds < [liplloc (w2 — 71)

1
platného pro kazdé body =1 < x5 z intervalu [0, 1].
Nyni ovéfime slabou méfitelnost f. Necht' tedy p € M ([0, 1]) je libovolnd Radonova mira a ¢, je
prvek X* ji prislusejici. Pak

Weo N = [ F0)(@) dulz) = /[ ; ( [ etes ds) du(e)

[0,1]

- /[071}% (/Om ©(s) ds) du(r) = /[0’1} %@(tw) dp(x) 3)

1
= — O(tx)du(x).
t/m (t2) du(x)

JelikoZ je & omezend spojitd funkce, je funkce ¢ — 1, (f(¢)) spojitd na (0, 1). Jest tedy A\-méfitelna.
ProtoZe je X separabilni prostor, je f silné¢ méfitelnd. JelikoZ mame

1F®)lx = sup |F(B)@)] < sup / lelloe Az < [l

z€0,1] z€[0,1]

je funkce t — || f(t)||x A-integrovatelnd na [0, 1]. Proto je f bochnerovsky integrovatelna.
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Uvazujme nyni Diracovu miru ¢,, kde = € [0, 1] je jakékoliv. Pak s pouzitim jizZ dokazané rovnosti
(3) dostavame

X

" ( /[O . fd/\) - | gty = /0 1%@(759;)@@): /Oxgtb(s)éds

Tim je ovéfena formule (2)).
(c) Necht nyni Y = L,([0, 1]) pro libovolné p € [1, oo]. Jelikoz Id : C(]0, 1]) — Y je spojité zobrazeni, z
Véty FA.8.32 vidime, Ze f je integrovatelnd a Ze plati (2).
O

3. Lebesgueovy-Bochnerovy prostory

PRIKLAD 10. Necht' (€2,%, ) je prostor s tplnou nenulovou mirou p, X je Banachiv prostor a
p,q € [1,00] jsou vzdjemné sdruzené exponenty (tj. » + ; = 1). Pro g € Ly(u, X*) uvazujme zobra-
zeni I;: L,(p, X) — K definované jako

1,() = / 9(@)(f@) dulw),  f € Ly(, X).

Dokazte, Ze pak plati nasledujici tvrzeni.

(@) I, € (L,(p, X))" azobrazeni I: L,(u, X*) — (Ly(u, X)) definované jako I(g) = I, je izometrie do.

(b) Je-li p konecnd, X = o, pak I: Loo (11, ¢1) — ((L1(p, co))™ je surjektivnd.

(c) Je-li (2,2, 1) = (2Y,%, 1), kde u je souinovd pravdépodobnostni mira na 2, a X = /;, pak
I: Loo(p,0s0) — (L1 (p,£1))" neni na.

v

RESENI. (a) Nejprve ukdzeme, Ze funkce w — g(w)(f(w)) je p-méfitelna, kdykoliv f € L,(u, X) a
g € Ly(u, X*) jsou schodovité. Necht’ tedy A, B jsou méfitelnd kone¢na déleni (2 takov4, Ze 1ze psat
fw) =2 qeaxalw)raag = > gpxp(w)ry, pro néjaké vektory v, € X azp € X*. Uvazujme
méfitelné déleni C mnoZiny €2, které zjemnuje A i B. Pak lze psit f(w) = > o Xo(w)zca g =
> cec Xc(w)zg pro vhodné vektory indexované systémem C. Pak je ale

o1 9(0) () = Y el (o)
cec
schodovitd funkce s hodnotami v K, tedy je p-méfitelna.

Pro obecné f € L,(u, X) ag € L,(p, X*) uvazujme schodovité f,, € £(2, X), g, € £(2, X*)
takové, ze f, — f a g, — ¢ p-skoro vSude. Pak h,(w) = g,(w) (fn(w)) jsou dle ptedchoziho p-
méfitelné a p-skoro vSude konverguji bodové k funkci h(w) = g(w) (f(w)). (To plyne z pozorovani, Ze
pokud {z,} C X, {z}} C X*, x, —» v az) — z* pak

|27, (n) — 2" (2)] < | (wn) — @ ()] + |2 (2) — 2™ (@)] < la[l[len — 2l + [l = 2" [[]l=]]

tj. 27 (x,) — x*(z).) Tedy h, jakoZto u-skoro vSude bodova limita p-méfitelnych funkef, je pu-méfitelnd.
Dile, diky Holderové nerovnosti je h € L (), nebot

/ Ih(w)] dulw / l9(w) (F ()] daw / lo@)IF @) daew) < 11z goey ] 2o

Tedy pro kazdé g € L,(u, X*) je zobrazeni I, dobfe definované. Zjevné je linedrni a z pravé provedeného
odhadu plati || 1|z, (u,x))* < [|9llLy(u,x+)- Z toho dostdvdme, Ze zobrazeni I: g € Ly(p, X*) — I, €
(L,(p, X))" je linedrni a normy nejvyse 1.

Nyni ukdZeme, Ze I je izometrie na schodovitych funkcich. Necht' tedy g € £(2, X*) je schodovita,
g € L,(p, X*)ae > 0. Pak existuje p-méfitelné déleni A prostoru €2 a vektory 2% € X*, A € A takové,
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ze g(w) = > seaxa(w)x? A Z duality pro skaldrni prostory L, vime, Ze existuje funkce h € By,

nezdporna takovd, ze [, h(w)||g(w)| dp(w) > |9l ,(ux) — €. UvaZujme kladnd Cisla €4 > 0 takovd,
ze

Z (5,4/ h(w) du(w)) <e.

AeA A

Necht' x4 € Sx spliuji 2% (x4) > [|2% || — €. Polozime f(w) = >~ 4o 4 M(w)xa(w)r 4 a uvédomime si,
Ze f je siln€ méfitelnd (Rng f C span{z4; A € A} je separabilni a f je slabé méfiteln4, jelikoz pro z* €
X* je funkce w — z*(f(w)) = I 4ca hw)xa(w)z*(za) p-méfitelnd) a || f(w)|[% = Do scalh(W)]P.

Tedy
(halye | f (@)||P dp(w |h(w)[P dpu( |h(w)[P dpu(
D %) / p(w ;/ p(w / pu(w
Proto
1Ll > 15,()] = / o) () dule) = 3 / 2y (h(w)a) dp(w) >
> J([[2%]] —€a)d W)z ]| dp(w) — e =
%/ (Il 4) dp(w %/ oy || dp(w

= [ Z hepa@lailane) - = [ nolls@)dne) - >
? AeA Q

> HgHLq(#,X*) — 2e.

Tim je izometri¢nost [ na schodovitych funkcich ovéfena. Dle Véty FA.8.42(a) je tedy [ izometrie na
L,(p, X*) v ptipadé q € [1, 00).

Pokud ¢ = oo (tj. p = 1), miZeme zménou na mnoziné¢ miry 0 predpokladat, Ze g je sepa-
rabilné hodnotovd. Zvolme ¢ € (0,||g|/z.(ux*)) a 0zna¢me ¢ = ||g|/z(ux+) — € > 0. Necht
A={weQ; |lgw)|| > c}. Pak u(A) > 0.

Tvrdime, Ze existuje z* € g(A) N ess Rng g. Vskutku, pokud g(A) C X* \ essRng g, z definice
ess Rng g lze pro kazdé z* € g(A) nalézt r,~ > 0 tak, ze u(g (U (z*,r,+))) = 0. Ze separability g(Q)
plyne existence spocetné mnoha kouli {U,+; i € N} pokryvajicich g(A), jejichZ vzory maji miru 0. Pak
oviem A C g~ (g(A)) C U;en 9 (Us:) je p-nulovd mnoZina. To je vSak spor.

Existuje tedy z* € g(A) takové, Ze pro kazdé r > 0 je ¢g~'(U(x*,r)) kladné miry. Uvazujme
B = g Y(U(z*¢)) anecht z € Sx spliiuje z*(z) > ||z*|| — &. Pak u(B) > 0 a funkce f(w) =
ﬁXB(w)x € Li(p, X). Navic je || f|| £, (u,x) = 1. Aplikaci funkce g na f vak dostdvame

e / 9(w) (f()) du(w) = @ / 9(w)(2) dps(w) =

1

-5 /B (g(w) = ) (2) + 2 (2)) dp(w) >

1 /
> —— —ellz|| + [|z*]| — ) dp(w) > ¢ = 2e = ||g]| 1o (u,x*) — 3.
(0) B( 2|l + |27 — &) dpu(w) 191 2oc (1, 3%)

Tim je izometri€nost / ovéfena i pro piipad ¢ = oo

(b) UkdZeme nyni, e I je na v pifpadé p = 1 a X = ¢y. Necht tedy A € (L1(u, o))" je déno. Pro kazdé

n € N uvazujme bazovy vektor e,, € ¢ a definujme komplexni miru \,,: > — K jako
Ml(E) = Alxpen), E€.
Ovéime, Ze A, je mira. Zjevné \,(0)) = 0 a jsou-li { £;} C X disjunktni mnoZziny, mame

XU, B (w)e, — XU, B (W)e,, weQ,
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HXU ( Jenlle, < 1. Tedy dle Véty FA.8.30 plati XUL, (w)en = XUZ, B (w)en v Ly(p, o).
Proto dostavame

=1
j k k
= dim A (Zl XEj€n> = ,}LIQOZIA (Xz,en) =

k

= im 2 EZA

7j=1
Tedy A, je mira na (€2, 3), kterd navic spliiuje A, (E) = 0, kdykoliv u(E) = 0 (tj. je absolutné spojitd
VUci ).
Kli¢ovym krokem diikazu bude odhad

> Al(E) < [[AluE), EeX. (4)
n=1

Abychom ho dok4zali, uvazujme mnozinu £ € X u-kladné miry (pro p-nulovou mnoZinu odhad zjevné
plati). Necht ¢ > 0 a N € N jsou pevné. Necht’” A, C ¥, n € {1,..., N} jsou konecna déleni
spliujici

3 a(A)] > AI(E )—2%, nefl,... N}

AeA,

Necht' A C ¥ je koneéné déleni £ zjemiiujici vSechna déleni A,,. Pak pro kazdé n € {1,..., N} plati

M!——<ZM)@2]Z:AI<Z > B =D [M(B

AcA, A€A, BeEA,BCA A€A, BEABCA BeA

Polozme ¢, 3 = sgn A\, (B) pro B € Aan € {1,... N}. Uznaéme x5 = . ¢, pen. To je vektor
spliujici | zp||,, < 1. Mdme tak odhad

> IAl(E) <g+ZZ|)\ y_s+ZchB)\

n=1 BeA n=1 BeA
N
=ec+ Z ch,BA (xBen) =€+ Z A (xpxp) =
BeA n=1 BeA
:5—1—/\(2 XBxB) §6+||A||er—> ZXB(W)xB‘ -
BeA BeA La(pco)

—e+nAw/n§ij a@W&M()<€+WAH/1dM )= &+ [Au(E).

BeA

Tim je nerovnost (@) ovéfena.

PouZijeme nyni pro kazdé n € N Radonovu-Nikodymovu vétu k nalezeni g,, : {2 — K takovych, Ze
gn € L1(p1) a A\y(E) = [, gn dpu pro kazdé E € X. Polozme g(w) = {gn(w)},,cp» w € Q. Nasim cilem
je nyni ukédzat, Zze g € Loo(p, £1).

neN?
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K tomuto dcelu vezmeme libovolnou £ € ¥ a odhadneme dle (4]

/an )| dp(w Z/gn (X sgn gn) dpu(w Z/ X£5gn gn) d
:Z/(sgngn)d)\n < Z/ Ld|\,| :ZM(E <
n=1"E n=1"E n=1

< [JA[u(E).

Funkce > |g,| je proto omezend y-skoro vSude konstantou ||A]|. Specidlng tak dostdvame, Ze g(w) €
{1 pro p-skoro vSechna w. JelikoZ jsou vSechny funkce g, p-méfitelné a ¢ je separabilni, je funkce
g: 2 — /4 silné méfitelna dle Véty FA.8.17(iv). Navic mame pro p-skoro vSechny w € €2 odhad

lg(@)lle = Z\gn )< MIA;

tj. 9 € Loo(p1, 01).
Zbyvi jiz jen dokdzat, Ze I, = A. Pokud f = xge, pro néjaké I/ € ¥ an € N, midme

- [ ot = [ a@ i) = wE) = A6

Je-li f = xpx pro ngjaké x € co, je f = Um0 > 7 | TpXEey V prostoru Ly (u, ¢p). Tedy span{xge,;
n €N, E € X} jehusty v Ly (1, co) (vizte Véta FA.8.42(a)). Proto I, = A a I je zobrazeni na.

(c) Necht' g = {g,} je posloupnost p-méfitelnych funkci na €, kterd spliiuje C' = sup,, sup,,en|gn(w)| <
+00. Pak zobrazeni A: L;(u, ¢,) — K definované jako

A = A} —/(Zgn ful )dm ) f={fa} € Ll ta),

je prvek (Li(p, ¢1))". Vskutku, funkce g, - f, jsou u-méfitelné a z odhadu

/(ngn il >du y<c / Z|fn @) =€ [ 1@l dule) = N lesgusy

plyne nejen existence integralu [, (3° " | gn(w)fn(w)) dp(w), ale i odhad na normu pro funkciondl A
(zobrazeni f — A(f) je zjevné linedrni na Li(u, ¢1)). Tedy A je spojity linedrni funkciondl na Lq(p, (7).

Ne kazda posloupnost {g,} spliujici vy$e uvedeny odhad vsak generuje prvek g € Loo(p, leo)-
Polozme napiiklad g, () = 0, o € 2V. Pak g,, jsou méfitelné (dokonce spojité na 2V), ale pro rizné
prvky o, w € 2N plati

{g;()} = {9;()}Hlee = 19n(0) = gn(w)| = 1,
kde n € N je takové, Ze 0,, # w,. Proto zobrazeni g: 2 — (o, w — {g;(w)} nemd esencidlné separabiln{

obor hodnot, tj. nenf silné¢ méfitelné. Funkciondl A tak neni roven /, pro Zadné g € Lo (1, ().
U



Kapitola 9

Banachovy algebry

i
[SHISH
=

PRIKLAD 1. Matice A = (2%) € M(2 x 2) je normélni, pravé kdyZ a = d a |b| = |c|, nebo ¢ =

Vskutku, dle P¥ikladu FA.4.3 je A* = (7 <). Tedy

54— al* +|c]* ab+ed \  (la]*+|c]* ab+ed
ab+cd |b|? 4 |d|? ab+cd |b]? +|d|?

AA* — la]? + |b]>  ac+ bd (a4 b ac + bd
ac+bd |c? + |d|? ac+bd |c2+|d?*)

Odtud plyne, 7e A je normalni, pravé kdyz |b| = |c¢| a @b 4 ¢d = ac + bd. Druhou rovnici upravime na

¢(a —d) =b(a— d) = b(a — d). Odtud jiz tvrzeni ihned plyne.

1. Algebra

FAKT 2. Necht’ (X, -, e) je monoid.

(i) Jednotkovy prvek je urcen jednoznacne.
(ii) Pokud x € X md levy a pravy inverzni prvek, pak jsou si tyto rovny. Specidlné, pokud existuje inverzni
prvek, pak je urcen jednoznacné.
(iii) Necht' z,y € X. Je-li vy = e a yx # e, pak prvek z = yx je netrividlni idempotent, tj. 2*> = z a z # e.

DUKAZ. (i) Plati-li equ = u pro kazdé u € X, pak eqg = ege = e.
(ii) Necht yx = eaxz = e. Pak y = ye = y(x2) = (yx)z = ez = 2.
(i) Je 2% = (yx)(yx) = y(vy)r = yex = yx = 2.

FAKT 3. Necht’ (X,+,0, -, ) je okruh.

(i) Pro kazdé v € X plati 0x = x0 = 0.
(ii) Obsahuje-li X alespori dva prvky, pak e # 0.
(iii) Pro kazdé x,y € X plati (—z)y = z(—y) = —(zy).
(iv) Necht x,y € X. Je-li 7y = e a yx # e, pak prvek z = yx je netrividlni idempotent, tj. z*> = z, = # e a
z # 0.
(v) Necht x,y € X. Je-li e — xy invertovatelny, pak je také e — yx invertovatelny. Plati (e — yz)™' =
e+ y(e — xy) 'z.MBB/[toto mame pro algebry v dukazu spekter]

DUKAZ. (i) Plati 0z = (0 + 0)x = Oz + Ox. Pfi¢tenim —(0x) k obéma strandm rovnosti dostaneme 0 = 0z.
Pro 20 obdobné.

(i1) Necht z € X, x # 0. Pokud e = 0, pak © = ex = 0z = 0 dle (i), coZ je spor.

(iii) Méme (—z)y + 2y = (—z+2)y =0y =0az(—y) + 2y = z(—y + y) = 20 = 0.

(iv) Podle Faktu 2[iii) sta¢i ukdzat, Ze z # 0. ProtoZe z # e, obsahuje X alespori dva prvky. Pfedpokla-
dejme, Ze z = 0. Pak e = ee = (zy)(vy) = z(yx)y = 20y = Oy = 0 dle (i), coz je spor s (ii).

95



96 KAPITOLA 9. BANACHOVY ALGEBRY

(v) Polozme z = (e —xy)~!. S pouZitim (iii) pak obdrzime (e +yzz)(e—yx) = e —yr +yz0 —yzryr =
e—yr+yz(r—ryr) = e—yr+yz(e—xy)r = e—yr+yer = ea(e—yx)(et+yzr) = e—yr+yze—yryzr =
e—yr+yle—axy)zx =e.

O

V Banachové algebie se na vzorec z (v) d4 prijit ndsledovné: predpokladame-li, Ze ||z|| < 1 a||y|| < 1,
pak z = > >° (zy)", e — yx je invertovatelny a (e — yz)~! = > (ya)" = e+ Y 0 ylzy)" e =
e+ y(Xo(zy)")x = e + yzz, pfitemz jsme vyuZili spojitosti ndsobeni.

EEE([co ty ostatni priklady z cviceni 20147]

PRIKLAD 4. (a) Kazda dvoudimenziondlni algebra s jednotkou je komutativni:

(b) Necht' A; = {(&9); a,be ClaAy,={(al); a,b € C}.Pak A; a A, jsou podalgebry komplexni
algebry M (2 x 2), které nejsou izomorfni. Kazdd dvoudimenziondlni komplexnf{ algebra s jednotkou je
izomorfni bud’ A;, nebo A,.

(c) Algebra {(&?2); a,b, c € K} je nekomutativni Banachova algebra dimenze 3.

DUKAZ. (a)Je-li {e, u} jeji bdze, pak (ce+Bu)(ye+du) = aye+(ad+ By)u+Lou® = (ye+ou)(we+Bu)
(dtvod je ten, Ze prvky baze spolu vzajemné komutuji).

(b) Mnoziny A; i As jsou zjevné vektorové podprostory M (2 x 2). Ddle (49)(sY) = (¥ 5) a
(a0)(gd) = (aradtbe) tedy A; i Ay jsou podalgebry M (2 x 2) obsahujici jednotku (jednotkovou matici).

Piedpoklddejme, Ze ¢: Ay — A; je izomorfismus. Polozme v = ( }) a v§imnéme si, Ze v? = (. Necht
p(v) = (89). Pak 0 = p(v?) = p(v)? = (% ), tedy a = b = 0. To znamend, Ze o(v) = 0, coZ je spor s
prostotou .

Nyni necht’ A je dvoudimenziondlni komplexni algebra s jednotkou e. Tvrdime, Ze existuje v € A
takové, Ze {e, v} je baze A av? = 0 nebo v = e. Necht' u € A je takové, Ze {e, u} je baze A. Necht' déle

a, B € C jsou takovd, Ze u? = ae + Su. Je-li B = 0, pak stali vzit v = \/iau Jinak poloZme v, = e — %u

Pak vf = (e — u)® = ¢ — u+ pu’ = e — u+ p(ae + fu) = (1 + F)e. Je-li (1 + 33) = 0, pak
poloZzime v = vy, jinak vezmeme v = (1 + 2—3‘)’%1}1.

Je-li v = 0, pak definujeme p: A — A, pomoci (ae + bv) = (
izomorfismus. Déle ¢ ((ae + bv)(ce + dv)) = ¢(ace + (ad + bc)v) =
tedy ¢ je i izomorfismus algeber.

Konetng, je-li v? = e, pak definujeme ¢: A — A; pomoci ¢(ae + bv) = (*i* %, ). Snadno je
vidét, Ze ¢ je linedrni izomorfismus. Dile o ((ae + bv)(ce + dv)) = ¢(ace + (ad + be)v + bde) =

(ac+bd+0(ad+bc) ac+bd—()(zzd+bC) ) — ( (a+b)0(c+d) (a—b)o(c—d) ) = p(ae + bv)p(ce + dv), tedy ¢ je i izomorfismus

b). Zobrazeni ¢ je zjevné linedrni
acadtbe) — p(ae + bv)p(ce + dv),

ac

—~ 0o

algeber.
(c) je zfejmé.
O

PRIKLAD 5. Necht' K je kompaktni Hausdorffiv topologicky prostor a A = C'(K). Necht' Z znaci
systém vSech uzavienych idedlii v A a F systém vSech neprazdnych, uzavienych podmnozin K. Oznacme

Fr=({r'0); fery, Iet, a Ip={feA f=0naF}, FeF.

Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) Zobrazeni ®: Z — F7 je bijekce Z na F.
(b) Pro kazdy maximdlni idedl I existuje prave jedno x € K spliujici I = Ig,;.

DUKAZ. (a)Je-li F' C K uzaviend neprazdnd mnoZina, je zjevné I uzavieny idedl. Jelikoz 1 ¢ I, plati
Ir # A.

Necht’ [ je uzavieny idedl v A a ' = F. Pak zjevné I C F7.

Krok 1. Ukazeme, 7e kazdé g € C'(K) spliiujici suppg N F =D je v I.

Mgéjme tedy takové g déno. Nalezneme otevienou mnoZinu U C K splitujici suppg C U C U C K \ F.
Pro kazdé = € U nalezneme f, € I a okoli U, obsahujici x takové, Ze f, # 0 na U,. Diky kompaktnosti U
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2= fufe €1,

nalezneme C' C U kone¢nou, pro kterou plati U C J, .. Us. JelikoZ pro kazdé z € U plati

funkce
h=Y |fF

zeC
téZ ndlezi do I. Navic je h > 0 na U. Polozme

f(z) = (z) 5
%, rel.

{O, re K\U,

JelikoZ je suppg C U ah > 0na U, lezi f v O(K). Ddle méme g = fh,atedy g € I.

Specidlné tak dostdvame, Ze F' # (). V opatném piipadé by totiz C'(K) C I, coZ je spor.

Krok 2. Necht' f € I je libovolné. Chceme dokazat, ze f € I. Bez tijmy na obecnosti predpokladejme,
ze [ # 0. Vezméme libovolné ¢ € (0, ||f||) a poloZzme L = {z € K; |f(z)| > ¢}. Dostali jsme tak
neprazdnou, kompaktni podmnozinu K disjunktni s F. Dle Lemmatu FA.15.57 existuje ¢ € C(K) s
hodnotami v [0, 1], které spliiuje g = 1 na L, g = O na F asupp g N F = . Pak supp(fg) N F = (), a tedy
dle prvniho kroku plati fg € I.JelikoZ || fg — f|| < e, dostdvame z uzavienosti I, ze f € 1.

Dohromady tedy mdme [ = Ip.

Krok 3. Necht’ nyni F' C K je neprazdnd uzaviena mnoZzina. Polozme [ = [r a H = ®(I). Pak pro
r € Fafelplat f(x) =0,atedy F C H. Abychom ovéfili obracenou inkluzi, vezméme = € K \ H
(pokud F' = K, inkluze H C F plati trividln€). Dle Lemmatu FA.15.57 existuje f € C(K) spliiujici
f(z)=1af=0nakF.Pak f € I,ale f(x) #0. Tedy z ¢ H.Proto ' = H.

Tvrzeni (a) je tak dokazano.

(b) Zjevné pro kazdé x € K plati I,y = Ker d, (Diracova mira). Idedl I, m4 tedy kodimenzi 1, a proto
je maximdalni.

Obracené, je-1i I maximalni idedl v A, existuje uzaviend neprazdnd mnoZina F' v K, pro kterou plati
I = Ir. Pokud by F' obsahovala dva riizné body, feknéme z a y, idedl Iy, by pak byl idedl striktn€ obsahujici
1, coz by byl spor s maximalitou /. MnoZina F je proto jednobodov4, a dikaz je tak hotov.

O

PRIKLAD 6. Necht' A je Banachova algebra s jednotkou. Rekneme, 7e = € A je topologicky délitel 0,
pokud existuje {y,} C A, ||lya]| = 1, splitujici lim xy,, = lim y,,x = 0. (a) Kazdy hrani¢ni bod = mnoZiny
invertovatelnych prvki A je topologicky délitel 0.

(b) Komplexni Banachova algebra s jednotkou nemajici Zadné topologické délitele 0 kromé 0 je izo-
morfni C.

DUKAZ. (a) Necht' x,, € A jsou invertovatelné a =, — z. PoloZzme y, = s ,1” Pak [|y,]] = 1 a

TYn = TYn + Tnln = Tnln = Tnln + (& = Tn)yn = 57+ (€ = 2n)yn — 0, nebot’ [l — 400
dle lemmatu z prednasky.

(b) Oznatme G C A mnozinu invertovatelnych prvki A. Protoze G nemd v X = A\ {0} dle pfedpokladu
a tvrzeni vySe 74dné hrani¢ni body, je G uzaviend v X (G = G U H(G)). TotéZ platii o X \ G. Jsou tedy G
i X \ G obojetné v X. Protoze X je souvisly a G # (), je G = X. Z Gelfandovy-Mazurovy véty pak plyne,
ze A je izomorfni C.

O

PRIKLAD 7. Necht' Z,, = {0,...,n — 1} znaci grupu se s¢itdinim modulo n a A = ¢(Z,,) s operaci
nasobeni (z x y)(k) = 3.1 x(i)y ( — 1), k € {0,...,n — 1}. Pak A je komutativni Banachova algebra.
PopiSme obor hodnot operdtoru 7: A — L(A) z Véty FA.9.16.

RESENI. Algebra A je specidlnim pitkladem algebry L, (G), kde je topologicka komutativn{ lokalné kom-
paktni grupa, viz kapitolu FA.13. Dle Véty FA.13.17 je A komutativni Banachova algebra, pfi¢emz bazovy
vektor eg je jeji jednotkou. Je snadné ovéfit, Ze zobrazeni i — ¢;, i € {0,...,n — 1} je homomorfizmus Z,
do A, tj. Ze plati e; x e; = €;4;.

Uvazujme [ : A — L(A) dané ndsobenim zleva, tedy /x(a) = x*a,a € A. Je-li e; bazovy vektor, pak dle
pfedchoziho mdme /e;(e;) = e;4; prokazdé i € {0,...,n — 1}. Tedy vyjadiime-li /e; € L£(A) vzhledem k
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bazi {ey, ..., e,_1},obdrzime linedrni zobrazeni mapujici bazi {eo, . .., e,—1} na{ej, ej41,...,€n1,€0,...,€;-1}}
Tedy reprezentujici matice pro zobrazeni ey, . .., Ie, 1 jsou postupné permutacni matice
10 ... 00 00 ... 0 1 01 ... 0 0
01 ... 00 10 ... 0 0 00 1 0
leg = T le; = 01 0 ... 0 , e le,_1 = Do :
00 ... 10 0 0 . 0 1
00 ... 01 00 ... 1 0 10 0 0
Je-lix = z;:(} z(i)e; € A, mame reprezentujici matici pro [z ddnu jako
z(0)  z(n—-1) ... z(2) z(1)
no1 z(1) z(0) oo x(3) x(2)
=Y e = | #@  #) a0 . )
=0 : : P
z(n—1) z(n—-2) ... xz(1) x(0)

O

PRIKLAD 8. Necht A = ¢1(Z,) s operaci konvoluce a a = agep + ajeq, kde ag,a; € Ca {eg,e1} je
baze A. Pak a € A* prave tehdy, kdyZ af — af # 0. V takovém piipadé pak a ™' = —%5eq + —1mey.
1 0 1 0

DUKAZ. Je-li I: A — L(A) C M(2 x 2) vnofeni z Pfikladu 7} miiZeme uvaZovat prvky A jako matice v
M(2 x 2). Pak Ia = (ZO Zl) , cOZ je matice invertovatelnd v M (2 x 2) pravé tehdy, kdyZ a3 — a? # 0.
1 Qo
Tedy mé-li a inverzi v I(A), je a3 — a? # 0.
Necht tedy je tento vyraz nenulovy a pro a = agey + a;e; hledejme inverzi tvaru b = byey + bye;. Pak
musi platit
€y = a * b= (aobo -+ a1b1)60 + (a0b1 + albo)el,

coz ale znamend, Ze koeficienty by, b; spliluji soustavu

CLQbo + (Zlbl =1

agbl + Glbo =0.

Je-lia; =0, je ag # 0 aplati by = % by = 0. Pokud a; # 0, plati by = % by = 4.
1 0

a3 —ag

O

PRIKLAD 9. Necht' M (n x n) znad{ algebru £(C") a I,, je jednotkovd matice. Najdéme vSechna feSeni
rovnice A% = I, v M (2 x 2).

RESENI. Pokud A® = I,, plati dle Tvrzeni FA.9.32(c) pro A € o(A) vztah \*> € o(I,) = {1}. Necht
A= R1'JR,kde R € M(2 x 2) je invertovatelnd a J je Jordanova matice A. Pak 0(A) = o(J), a tedy

J:<>\1 0),()\1)3:()\2)3:1 nebo J:(/\3 1>,kde)\§:1.

0 )\2 0 )\3
2
V druhém piipadé vak dostdvdme I, = A3 = R7YVJ3R, 4. I, = RLR™' = J3 = ((1] Bi\:”), COZ je spor,
nebot’ 3A\2 # 0. Pokud J = )61 )(\) , kde A\, Ay jsou tfeti odmocniny z 1 a R je libovolnd reguldrni matice,
2

dostdvame A3 = R7'J3R = R™'ILR = I,. Tedy feSenim tlohy jsou viechny matice A tvaru A = R™1JR,

kde R invertovatelnd a J = ()(\)1 )(\) ) pro A1, A, tfeti odmocniny z 1.
2

O

PRIKLAD 10. Necht' A je komplexni Banachova algebra s jednotkou a z € A spliiuje 22 = x. Naleznéme
spektrum z a uréeme holomorfni kalkulus pro x.
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RESENI. Pokud 2 = 0, mame o(z) = {0} a (A\e — )~! = A~'e. Tedy pro f holomorfni na okoli {0} plati
pro vhodny cykl I' rovnost
S
10) = 55 [ £5%earr(o).

Podobng, je-li z = e, je o(z) = {1}, (Ae — )~ g = (A — 1)"!e a pro funkci f holomorfni na okoli {1}
plati f(e) = f(1)e.

Necht tedy = ¢ {0,e}. Pak z ¢ span{e}. Vskutku, pokud = = ae, plati 0 = 22 — z = (a® — a)e, .
a? —a = 0. Pak oviem z € {0, e}, coZ je spor. Déle o(z) D {0, 1}. Vskutku, pokud 0 ¢ o(z), existuje
rtatedy r = zox! = 2?z7! = zx~! = ¢, coZ je spor. A pokud 1 ¢ o(x), existuje (e — z) "', a tedy
r=x(e—x)(e—x)"' = (x—2*)(e—2)"' =0, co je opét spor.

Piedpoklddejme tedy, Ze A ¢ {0, 1} a hledejme (Ae — x)~! ve tvaru ae + Bz pro vhodnd «, 3 € C. Pak
mus{ platit rovnost

e = (e —x)(ae+ pzr) = Aae+ (A8 —a — f)z,

coz implikuje « = A\t a 8 = /\()\1—1) = 15 — 3. Pak vskutku plati (Ae — z)™' = fe + (/\ soop?- Tedy
o(x) ={0,1}.

Necht’ nyni f je holomorfni na okoli {0, 1} a I" je vhodny cykl. Pak

1 o
:%/f(/\)()\e—x) dA =

(e i) (o a5 aa ) -

= f(0 f(1) = f(0))z.

PRIKLAD 11. (a) Necht A € M(n x n). Pak existuje nenulovy polynom p spliiujici p(A) = 0.
(b) Necht' T' € £(C([0,1])) je defindno jako T'f(x) = [, f, f € C([0,1]) ax € [0,1]. Pak 7(T) = 0
(tedy o(T) = {0}) a f(T) 7é 0 pro kazdou nenulovou holomorfm funkci f definovanou na okoli o (7).

DUKAZ. (a)Je-li A € M(n x n) a B je jeji Jordantv tvar, stali dle Véty FA.9.60 najit nenulovy polynom
nulujici B. Z Prikladu FA.9.62 plyne, Ze staci najit pro kazdou Jordanovu buniku J matice B nenulovy
polynom p; nulujici J, abychom dostali poZadovany nulujici polynom p; staci pak totiz polozit p =

o 1 0 ... 0
0 XN 1 ... 0
1, buiika 5 P+ Necht’ tedy J je Jordanova butika, tj. J € M (k x k) je tvaru J = | . ) i
0o ... Ao

pro n&jaké \g € C a k € N. Uvazujme polynom p;(A) = (A — \o)*. Pak

0 1 0 ... 0\"
f o 0o 1 ... 0
pJ(J):(J—/\()]) = . . . =0.
0 0

Tim je hledéani pfislusného polynomu ukonceno.

(b) Operator T je zjevné dobfe definovany prvek £(C ([ })) jehoz spektrum je {0} (vizte Ptiklad ??).
Téz je patrné, ze T je prosty. Vskutku, pokud 0 = F'(x) = [y f(t)dt,z €[0,1], pak 0 = F'(x) =
f(z) na [0, 1]. Necht’ nyni f je holomorfni funkce na otevrenem kruhu U (O r) C C pro néjaké r > 0, kterd
spliiuje f(7") = 0. Matematickou indukci dokaZzeme nasledujici fakt:

Pro kazdé n € Ny existuje holomorfni funkce g, na U(0,r) takovd, Ze g,(T) = 0a f(A) = A"gn(N),
AeU(0,r).

Pro n = 0 funkce gy = f zjevné vyhovuje nasi podmince. Pfedpoklddejme nyni, Ze pro n € Ny jsme jizZ
pozadovanou funkci g, nalezli. Pak z Véty FA.9.60(d) plyne, Ze ¢,,(0) = 0 (plati totiZ 0(0) = 0(g,(T)) =
gn(a(T)) = g,({0}). Tedy gn(A) = Agns1(A), A € U(0, ) pro néjakou holomorfni funkeci g, na U(0, r).
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Pak f(\) = A\"g,(\) = N lg,.1(N). Jelikoz 0 = ¢,(T) = Tgn+1(T) a operédtor T je prosty, mame
gn+1(T) = 0. Tim je diikaz faktu zavrSen.
Nyni je vSak jiz tvrzeni (b) dokdzano, nebot’ 0 je n-ndsobny koren f pro kazdé n € N. Funkce f je proto
nulova.
g

PRIKLAD 12. Necht’ A je komutativni komplexni Banachova algebra s jednotkou, x € Aa f: Q2 — C
holomorfni, kde 2 D o(x) je oteviend mnoZina. Pak existuje y € A takové, ze y = f o z. Pokud A je
polojednoduchd, je y urceno jednoznacné.

DUKAZ. Polozme y = f(x),kde f(z) je prvek definovany v Definici FA.9.56. Necht' ¢ € A(A) je libovolny
prvek. Dle Rungeovy véty (vizte[R], Véta 13.9.]) existuje posloupnost {7, } racionalnich funkci na C s pdly
mimo () takové, Ze r,, — f lokdlné stejnomérné na €2. PiSme r,, = %, n € N, kde p,, ¢,, jsou polynomy na
C a ¢, nema nulové body v 2. Jelikoz

1= (1) = (@) = slana)e (-0

n 4n

plati ¢ (1(2)) = ((ga(x)))"". Proto

n—oo n—oo

e(y) = o(f(z)) = lim ¢ (ra(z)) = lim @(p,(
(

= lim ¢(pu()) (p(ga(2))) " = lim 22 = Tim 7y (p(x)) = f(p(@).

Pozadované y je tak nalezeno.
Je-li A polojednoduchd a iy, yo spliiuji y; = hox,i = 1,2, pak y; — yo € KerI' = {0}. Tedy y; = y5o.
g

PRIKLAD 13. (a) Necht A = {f: [0,1] — C; f’ spojitd na [0, 1]} s bodovym ndsobenim a normou
If1la = || flloo + ||/"]|oo- Pak A je komutativni Banachova algebra.

(b) Mame A(A) = {6,; = € [0,1]}, kde 6,: A — C je definovano pro z € [0, 1] jako 6,(f) = f(x),
f € A. Algebra A je tak polojednoducha.

(c) Necht J = {f € A; f(0) = f'(0) = 0}. Pak J je uzavieny idedl, pro ktery plati, Ze algebra A/.J
neni polojednoducha.

DUKAZ. (a) Prostor A je zjevné komutativni algebra, kde norma ||-|| 4 spliiuje

1 glla = 11£gllec + 1(f9) e < N fllscllglloc + 1 locllglloc + 1 fllocllglloe <
< (1 flloo + 1Flloe) Ulglloe + [lg'lloc) = Lf Lallgll.a-

Pokud {f,} je ||-|| a-cauchyovska posloupnost, pak existuji f, g € C([0,1]) takové, ze f' — ga f, — f
stejnomérné na [0, 1]. Dle klasické véty z analyzy pak mdme f' = g,tj. f € Aa||f, — flla = lf0 — flloo +
| /I — g|]| — 0. Tedy A je Banachova algebra.

(b) Kazdy element ¢, je zjevné prvkem A(A). Pro dikaz obracené inkluze uvazujme ¢ € A(A). Necht
x = p(Id). Pak z € [0, 1], nebot’ v opa¢ném piipadé by funkce (Id — =)' byla v A, takZe bychom dostali
spor z rovnosti

1=p(1)=p(z—Id)p ((x—d)~") =0.

Pak pro kazdy polynom p = agl + a1 Id + - - - 4+ a,(Id)" na [0, 1] plati ¢(p) = aparz + - - - + a,x™ = p(z).
Tedy ¢ = J, na prostoru polynomi na [0, 1]. To je vSak husty podprostor A. Vskutku, je-li f € Aae >0
dano, nalezneme polynom p = ag + a1 Id + - - - + a,,(Id)" takovy, Ze ||p — f'||cc < €. Necht’ QQ = P + f(0),
kde P(y) = [} p(s)ds = aoy + a1% +- 4+ an%, y € [0, 1]. Pak @ je polynom na [0, 1] a plati

If = QI =1If = £(0) = Pllc + lf" = @l < 22,
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nebot’ pro kazdé y € [0, 1] mame odhad

) — £(0) - P(y)| = | / " ((s) — pls)) ds| < / 1 plloe < c.

Ze spojitosti funkciondlil 4, a ¢ dostdvame ¢ = 9.
Z toho vsak plyne polojednoduchost A. Je-li totiz §,.(f) = 0 pro kazdé §,, € A(A), je f = 0na [0, 1].
(c) Mnozina J je zjevné uzavieny podprostor, nebot’ J = Ker oy N Ker d;, kde o;,(f) = f'(0), f € Aje
spojity funkciondl na A. Déle, je-li f € Ja g € A, pak

(f9)(0) = f(0)g(0) =0 a (fg)'(0) = f'(0)g(0) + f(0)g'(0) =0,

tj. J je idedl.
Uvazujme nyni Banachovu algebru A/ J. JelikoZ pro f € A plati

f= (= F0)1 = f(0)Id) + (f(0)1 + f'(0)1d) € J & span{1, Id},

je A/J dvou dimenziondln{ algebra s jednotkou 1. Prvek Id spliuje (]Ad)2 = Id? = 0. Je-li tedy ¢ libovolny
—~ N2 ~ Iy
prvek A(A/J), mame 0 = ¢(1d?) = (¢(Id)> , tedy ¢ (Id) = 0. Proto Id je v jadru Gelfandovy transformace
naA/J.
O

PRIKLAD 14. (a) Necht' A je komplexni Banachova algebra s jednotkou a =,y € A spliiuji 22 = =z,
y*> =y axy = yz. Pak bud’to x = y. nebo ||z — y| > 1.

(b) Necht’ £(H) je Banachova algebra vech omezenych operétort na alespoti dvoudimenziondlnim
Hilbertové prostoru H. Necht’ rizné vektory e;, ey € Sy spliiuji ||e; — es|| < e. Pak Pi(x) = (x,¢;)e;,
x € H jsou rtizné idempotentni prvky L£(H) spliujici | P, — P|| < &% + 2e.

DUKAZ. (a) Pokud jeden z prvki je roven 0, je tvrzeni trividlni. Necht' tedy jsou z i y nenulové a rizné. Pak

jsou lindrn& nezévislé. Vskutku, pokud feknéme y = cz pro ¢ € C, mdme cx = y = y? = ®2? = ., tj.

c—c®=0.Tedy c € {0,1}, coZ je viak spor s nasimi predpoklady.
Krok 1. Uvazujme algebru B generovanou prvky x,y. Uvazujme nejprve piipad zy € span{z, y}.
Fakt: Pak xy € {0, z,y}.
DUKAZ FAKTU: Vskutku, uvazujme zy = ax + by pro néjaké skaldry a, b € C. Pak z rovnosti
ar + by = 2y = (zy)? = (ax + by)* = a’x + b’y + 2abzy = (a* + 2a°b)x + (V* + 2ab*)
a linedrni nezavislosti {z, y} plyne soustava dvou rovnic
a = a® + 2a®b,
b=0b"+ 2ab’.
Je-lia = 0,je b =02 tj. € {0,1}. Ve v8ech pifpadech je zy € {0, x,y}. Analogicky vysledek dostdvame
pro piipad b = 0.

Pokud ab # 0, mdme soustavu
1 =a+ 2ab,

1 =105+ 2ab.

Pak a = b a a je feSenim rovnice 24> + a — 1 = 0. Re$enim soustavy jsou tak vektory

1 1 1 1
(a,b) = (Z(_l +V/5), i \/S>> a (a,b)= (Z(_l —V5), T-1- \/5)) . (1)
V obou piipadech viak zy = a(z+y) proa € {1(—1+ v/5), 1(—1 — v/5) }. PouZijeme-li tieti mocninu
xy, dostdvdme rovnost
a(z +y) =2y = (vy)’ = ’(z +y)° = a’(2° + 3%y + 3ay® + ¢°) = (2 + by +y) =
= a*(z + 6a(x +y) +y) = a*(1 + 6a)(x +y).
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Tedy a spliiuje rovnice
0=2a*+a—1,
0 = 6a>+a® — 1.

Jejich odectenim ziskdme rovnost 0 = 6a® — a? — a = a(6a® — a — 1). JelikoZ je a # 0, dostdvame rovnost
0 = 6a® — a — 1. Ode&tenim rovnice 0 = 2a* + a — 1 ziskdme vztah 0 = 4a* — 2a = 2a(2a — 1). Tedy
a € {0, 3}, coZ je ve sporu s informaci v(). Proto zy € {0, z, y}.

O

Z pravé dokazaného faktu plyne, Ze B = span{zx,y} je algebra a {z,y} je baze B. Necht' nejprve
xy = 0. Pak funkciondl p: B — C definovany jako ¢(ax + by) = a je multiplikativni. Vskutku,
(a1 + by)p(asr + bay) = aras = @(arasr + bibey) = ¢ ((a1x + bry)(asx + bay)) .
Tedy [|lz — yll = [o(z —y)| = 1.
Pokud xy = z, polozime ¢: B — C jako p(ax + by) = b. Pak
QO(aliU + bly)gp(agﬂf + be) = ble = 90((0,1(12 + a162 + b1a2)x + blbgy) = (((ll.% + bly)(agac + bgy)) .

Tedy ¢ € A(B) ajako vySe odvodime ||z — y| > 1.

Piipad xy = y vySetfime obdobné.

Krok 2. Necht’ tedy xy ¢ span{x,y}. Pak B = span{z,y, zy} je komutativni Banachova algebra s bazi
{z,y,zy} ap: B — C definované jako ¢(ax + by + cxy) = a, a, b, c € C je prvek A(B). Vskutku,

olarz + by + crzy)p(asx + by + coxy) = arag =
= ¢ (a1ax + biboy + (c1co + arby + bras + ajce + crag + bics + c1bo)xy) =
= ¢ ((a12 + by + crzy)(asx + bay + cozy)) -

Jako vyse tak mdme ||z — y|| > 1.
(b) Zjevné jsou Py, P, projekce, tedy se jedna o idempotentni prvky. Jejich vzdalenost pak spocteme
pomoci odhadu

[(Pr = Po)(2)]| = ||z, er)er — (z, ez)ea =
= H<.T,€1 — €2>(€1 — 62) + <l’,€1 — 62)62 + <CE,€2>(€1 — 62) + <l’, €2>€2 — <$,€2>€2H <
< ||61 — 62“2 + H€1 — €2H + H61 — 62” < 82 + 2¢

platného pro kazdé = € By.
O

PRIKLAD 15. Necht' A, B jsou komutativni komplexni B*-algebry a ®: A — B je algebraicky izomor-
fizmus. Necht ¢: A(B) — A(A) je homeomorfizmus dany jako ¢ = (®)[a(p) (vizte Tvrzeni FA.9.79).
Necht I'y: A — Co(A(A)) al'g: B — Co(A(B)) jsou piislusné Gelfandovy transformace a necht’
T: Co(A(A)) — Co(A(B)) je dano jako T'f = f o 1.

(@) PlatiT o'y =T'g 0 ®.
(b) Maji-li A, B jednotku a x € A, pak o(z) = o(®(z)) apro f € C(o(x)) plati (f(z)) = f(P(x)).
DUKAZ. (a) Proa € Aan € A(B) mame

T(Taa)(n) = aa(v(n)) = ((m)(a) = (¥*(n))(a) = n(P(a))

(Tp®(a))(n) = n(®(a)).
(b) Platnost o(x) = o(®(z)) plyne z Disledku FA.9.30. Mame tedy dokdzat, 7e

(
®(f(x)) = (I (f o Taz)) = f(@(x)) = T (f o Tp®(x)).
Aplikujeme I'p na ®(f(x)) a
Lp(®(f(2))) = (ToTa) (T (foTax)) = T(f oTaz) = folaz 0.

dostaneme dle (a) vztah
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Plati vSak

Proto plati ®(f(x)) = f(®(x)).
O

PRIKLAD 16. Necht ¢: K — L je spojitd surjekce kompaktniho Hausdorffova prostoru K na kompaktni
Hausdorffav prostor L.

(a) Pro funkci f € C'(K) jsou nésledujici podminky ekvivalentni:
(i) Existuje g € C'(L) takova, ze f = g o .
(i) Pro kazdé y € L je f konstantni na ¢~ (y).
(b) Zobrazeni J: C(L) — C(K) definované jako Jg = g o ¢ je izometricky *-izomorfizmus C'(L) do
C(K).

DUKAZ. (a) Implikace (i)=-(ii) je zfejmd. Obracené, necht’ f € C'(K) spliuje (ii). Pak mizeme polozZit pro
y € Lg(y) = f(x), kde x € ¢~ (y) libovolné. Pak zjevné f = g o . Zbyva ové&fit spojitost g. AvSak pro
F C K uzavfenou je mnoZina
g (F) = o(f7H(F))
kompaktni, nebot’ se jednd a spojity obraz kompaktu, a tedy je uzaviend. Proto je g spojita.
Tvrzeni (b) je ziejmé.
0

PRIKLAD 17. Necht' K je kompaktni Hausdorffiv topologicky prostor a A = C'(K, C) je Banachova
algebra spojitych komplexnich funkcina K. Je-li f € Aag € C(o(f)),pak g(f) =go f.

DUKAZ. Prvni ditkaz: Necht W(g) = go f,g € C(o(f)) = C(Rng f). Pak U: C(o(f)) — C(K) je
spojity *x-homomorfismus, pro ktery plati (1) = 1 a ¥(Id) = f. Tedy ¥V (g) = g(f) dle Véty FA.9.134(e).

Druhy ditkaz: Necht f € A = C(K) je ddno. Uvazujme relaci ekvivalence ~ na K definovanou
jako x ~ y, pravé kdyZ f(z) = f(y). Pak ~ je uzavfend relace ekvivalence na K, takze L = K/ ~ je
kompaktni Hausdorffiv prostor a kanonické kvocinetové zobrazeni ¢ : K — L je spojita surjekce. PoloZme
B = alg{1, f, f}. Pak B = J(C(L)), kde J: C(L) — C(K) je zobrazeni z Piikladu[16]

Vskutku, z definice vidime, Ze {1, f, f} C J(C(L)), takze B C J(C(L)). Na druhou stranu, necht’
h € C(L) spliiuje f = J(h) = h o . Pak h oddéluje body L, takZe dle Stoneovy-WeierstraBovy véty
je alg{1,h,h} = C(L). Je-li tedy f' = W o ¢ € J(C(L)) pro néjakou h' € C(L), existuji funkce
h, € alg{1,h,h} splijici h, — h'. Pak oviem h, o ¢ € alg{l, f, f} a konverguji k 1/ o . Tedy
J e alg{L, £. 7).

Necht’ nyni g € C(04(f)) = C(Rng f). Jelikoz Rng f = Rng A, je g spojitd funkce na o¢(r)(h).

Dle Piikladu [15]je g(f) = g(J(h)) = J(g(h)) = g(h) o ¢. Stadi tedy nalézti g(h). Z predchoziho
mame alg{1, h,h} = C(L), takze A(alg{1, h,h}) = A(C(L)) = {&; | € L}. Gelfandova transformace
Lewy: C(L) = C(A(C(L))) pak posild h na funkci h': 6; — h(l), | € L. Dle konstrukce prvku g(h) plati

g(h) =Ty (g o ), coz je funkce zobrazujici I € L na g(h(1)). Tedy g(h) = g o h.

Proto g(f) = g(h) o p = gohop=go f.
O

PRIKLAD 18 (logaritmus unitarniho prvku). (a) Necht' A je komplexni B*-algebra s jednotkou a x € A
je unitarni prvek. Pokud o(x) # T, existuje samoadjungovany prvek y € A spliiujici exp(iy) = .

(b) Necht' A = C(T) az = Id € A. Pak x je unitarni prvek A, pro ktery neexistuje samoadjungovany
y € A spliiujici exp(iy) = z (srovnejte s Pfikladem ??).

DUKAZ. (a) Necht' x je dany unitdrni prvek spliujici o(z) # T.
Krok 1. Pfedpokladejme nejprve, Ze 1 ¢ o(z). Necht g: C\ ([0,400) x {0}) — (0, 27) zna&i funkci
argumentu komplexniho Cisla, tj.

9(z) =argz, z € C\([0,+00) x {0}),
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kde arg z € (0,27). Pak g € C(o(x)), coz znamend, Ze y = g(x) je dobfe definovany prvek A, ktery je dle
Véty FA.9.134(c) samoadjungovany (funkce g je redlnd). Vzhledem k tomu, Ze

(expo(ig))(A) = (Id)(2), A€ a(x),
dle tvrzeni (g) této Vety FA.9.134 dostdvame

expliy) = (exp olig))(x) = (Id)(x) = a.

Krok 2. Pokud né&jaké &islo g € T splituje \g ¢ o(x), pak je prvek u = \;'x téZ unitdrni a pfitom
1 ¢ o(u). Dle prvniho kroku existuje samoadjungovany prvek v € A spliiujici exp(iv) = u. Oznaéme
t = arg A\g. Pak \g = exp(it) a

n

exp(ite) Z n' Z n? e = exp(it)e = \ge.

n=0 n=0

Diky Vété FA.9.126(a) pak dostavame

exp(i(te + v)) = exp(ite) exp(iv) = Apeu = Au = .

Tedy te + v je hledany prvek y.

(b) Necht’ y je redlnd spojitd funkce na T spliiujici exp(iy(A)) = x(A) = X pro kazdé A € T. Necht’
arg: T — [0,27) znadi vétev argumentu. Pak arg je spojitd na T \ {1}. Pro funkci y tak mdme vzorec
y(A) = arg(\) + 2k(\)m, kde k: T — Z je funkce spojitd na T \ {1} (funkce arg i y jsou zde totiZ spojité).
To je vSak souvisly prostor, a tedy je funkce & konstantni na T \ {1}. Necht' k£ € Z je hodnota funkce k()
pro A € T\ {1}. Nyni vSak dostdvame spor se spojitosti funkce y, nebot’ y(\) = arg(A) + k, coZ je funkce
nespojitd v 1. Tedy takova redlna spojitd funkce y na T neexistuje.

O

PRIKLAD 19. (a) Necht A € L£(H), kde H je Hilbertdv prostor, je normalni. Pak Ker A = Ker A* pro
kazdé k € N.

(b) Necht A € M(n x n) = L(C™) je normalni. Pak existuje polynom p takovy, Ze p(A) = A*.

(c) Necht A € M(n xn) = L(C") je normdlni a M C C" je A-invariantni podprostor (tj. A(M) C M).
Pak M i M+ jsou A i A*-invariantni.

(d) Necht H = (5(Z) a A € L(H) je posun doprava, tj. Av = A (307 nen) = D v\ Tn_16n,

x € H.Pak A je unitarni (a tedy normdlnf), prostor span{e,; n > 0} je A-invariantni, ale neni A*-invariantni.
DUKAZ. (a) Zjevn& Ker A C Ker A pro kazdé k € N. Obréceng, necht’ x € Ker A* \ Ker A pro n&jaké
k € N\ {1}. Jelikoz Ker A = Ker A* (Véta FA.10.17(a)), spliiuje prostor Ker A inkluze A(Ker A) C Ker A

a A*(Ker A) C Ker A (tj. Ker A je A i A*-invariantnf). Obdobné inkluze plati pro (Ker A)*: Vskutku, je-li
€ (Ker A)* az € Ker A, je

(Ay,2) = (y, A"2) = (4,00 =0 a (A%, 2) = (y, Az) = (y,0) =0,

tedy Ay i A*y je prvkem (Ker A)t. Necht # = x; + w9, kde 7; € Ker A a 2, € (Ker A)*. Operétor
Al ker ay2 : (Ker A)- — (Ker A)* je dobfe definovany a zjevn& prosty. Proto rovnost 0 = AFx = AFzy +
Akzy = AFz, implikuje, Ze x5 = 0. Tedy 2 = z; € Ker A.

(b) Necht' o(A) = {\1,..., A\n}. Jelikoz A* = f(A),kde f(A) = A\, A € 0(A) (vizte Vétu FA.9.134(a)),
staf najit polynom p, ktery spliiuje p(A\) = A\, A € o(A). K tomuto d&elu posta&i poloZit p;;(\) =
/\ji/\i — /\j’\j/\i,i;éjv{l,...,m}a

=1 i#]

(c) Necht M C C™ je A-invariantni podprostor. Jelikoz A* = p(A) pro vhodny polynom p, plati
A*(M) = (p(A)) (M) C M.Je-liz € M+ ay € M,je (Az,y) = (x, A*y) = 0, nebot’ A*y € M. Tedy
Ax € M+. Podobné odvodime (A*z,y) = (x, Ay) = 0, z ¢ehoZ plyne A*x € M+.
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(d) Jelikoz A* je posun doleva, snadno vidime, Ze span{e,; n > 0} je A-invariantni, ale neni A*-
invariantni.
O

PRIKLAD 20. Necht' A je komplexni B*-algebra s jednotkou a u € A je unitarni.
(a) Pokud o (u) # T, existuji polynomy p,, takové, Ze ||p,(u) — u=t|| — 0.
(b) Pokud o (u) = T, pro kazdy polynom p pak platf ||p(u) — u™t| > 1.

DUKAZ. (a) Pokud o(u) # T, je dopln€k o(u) v Riemannové sféie aC souvisly. Funkce A\ — A7! je
holomorfni na n&jakém okoli o(u). DIe[R] Véta 13.7] tak existuji polynomy p,, takové, Ze p,(\) — A 7!
stejnomé&rné na o (u). Proto ||p,(u) — u™|| — 0 dle V&ty FA.9.134(a),(b).

(b) Pokud o(u) = T, uvaZujme libovolny polynom p(\) = ag + a1 A + - - - + a, \™. JelikoZ u™t = u*,
mame

ut = plu) = u*(e — (agu + ayu® + - - + a,u™™)).
Necht ¢(A) =1 — agA — a1 Xy — - - - — a, \""1. Z identity
lu*a|* = [|(u*2)* (u*2)|| = [lz*u*ua|| = [lo*z] = ||

odvodime pomoci normality ¢(u) (vizte Vétu FA.9.115(a))
[ = p(u)|| = [lu*q(w)]| = llg(w)|| = r(g(u)) = sup{|A[; X € o(q(u))} =
= sup{lg(\)[; A € o(u)} = llallcm) = llallome = 19(0)] = 1.

(Ve vypoctu jsme pouzili Vétu o obrazu spektra FA.9.134(d).)
g

PRIKLAD 21. Necht' A je B*-algebraat € A je tvarut = a + ib, kde a, b jsou samoadjungované. Pak ¢
je normdlni pravé tehdy, kdyZ ab = ba.

DUKAZ. JelikoZ t* = a — ib, pfimym vypoctem obdrZime
tt* = (a +1ib)(a —ib) = a®> + b* +i(ba —ab) a t*t = (a —1ib)(a +ib) = a® + b* +i(ab — ba).

Je-li tedy ¢ normdlni, plati ba — ab = ab — ba, tj. ab = ba. Obréacené, pokud ab = ba, mame tt* = t*1.

PRIKLAD 22. Necht’ A je netrividlni normovana algebra s jednotkou a z,y € A, pak xy — yx # e.
DUKAZ. Predpokladejme, Ze xy — yx = e. DokdZeme indukci, Ze
"y —yx" =na" ' #£0, nelN

Vskutku, pro n = 1 toto plati z predpokladu. Pfedpokladdame-li platnost rovnost i pro néjaké n € N, pro
n+ 1 mame x" # 0 a

2"y —ya = 2" (2y — ya) + (2"y —ya")e = a"e +na" e = (n 4 1)a",

Tedy rovnost plati pro kazdé n € N.
Pak v§ak mame

nlla" 7 = [l2"y — ya™ | < 202" [[llyll < 22" =yl neN,

atedy n < 2||z||||ly|| pro kazdé n € N. Tento spor zakoncuje dikaz.

PRIKLAD 23. Necht A je komplexni B*-algebra s jednotkou.

(a) Je-li z € A samoadjungovany a ||z|| < 1, pak e — x je nezdporny.
(b) Kazdy prvek x € A lze zapsat jako linearni kombinaci Ctyf unitarnich prvki.



106 KAPITOLA 9. BANACHOVY ALGEBRY

DUKAZ. (a) Ziejmé je e — = samoadjungovany. JelikoZ o(—z) C [—1,1],je o(e — x) C [0,2]. Tedy e — x
je nezaporny.

(b) Jelikoz kazdy prvek je sou¢tem dvou samoadjungovanych prvk, staci dokazat, Zze kazdy samoad-
jungovany prvek je linedrni kombinaci dvou unitarnich. Necht’ tedy € A je samoadjungovany. Bez Gjmy
na obecnosti miZeme predpoklddat, Ze ||z|| < 1. Pak 2 je nezdporny (Véta[141), takZ dle (a) je e —
nezaporny. Polozme y = v/e — 22. Pak

1 1

T = 2(a:+zy)—|— 2(

kde x +iy* =x —iya(x +iy)(r —iy) = 22 + y* = e = (x — iy)(z + iy). Tedy x + iy a x — iy jsou
unitarni prvky.

x—iy),

O

PRIKLAD 24. Necht' X je komplexni Banachiv prostor dimenze alesponi 2, y* € X*ay € Y \ {0}. Pak
pro operdtor Tz = y*(z)y, v € X plati 0(T') = 0,(T) = {0,y*(y)}. Je-li f holomorfni funkce na okolf
o(T), plati
y) #0
y) =
x) = 0. Pak ov§em = € KerT a
"(y) € 0p(T). Pro X ¢ {0,5(y)}

111y = {£O1+ 7 U ) = JO)T, v
fFO) + f1(0)T, “(
DUKAZ. JelikoZ codim Ker y* = 1, existuje x € X \ {0} spliujici y*

0 € 0,(T"). Ddle vidime, Ze vektor y splituje rovnici y*(y)y = Ty, a tedy
vS§ak umime fesit rovnici (A — T")z = x; vyjde ndm

L ey (1 T
(”‘T)Z‘X+Au—m@»‘(X+Au—w@»)”

Necht’ f je holomorfn na okoli o(7") a I" je vhodny cykl obihajici o (7). Pak z rovnosti

@A@@

| | 1 1 )
A=y () v () (A —y(y) X) - v #0

plyne
H(T) = %/Ff(k)(M—T)ldA: (27” Af( i)d)\) I+ <271TZ/—A(AJ:(21@))> T =
_ )OI+ )T, y'(y) =0,
FOM + o5 (Fy* () — FO) T, y*(y) #0.

2. Nezaporné prvky B*-algeber

FAKT 25. Necht x je nezdporny prvek Banachovy algebry s involuct a jednotkou. Pak x je invertovatelny
pravé tehdy, kdy? existuje € > 0 takové, Ze v — ce je nezdporné.

DUKAZ. Prvek x — ce je samoadjungovany pro kazdé ¢ € R (Tvrzeni FA.9.105(a), Fakt FA.9.112(b)).
Diéle z je invertovatelny, pravé kdyz 0 € p(x), coz nastane, pravé kdyz o(z) C [e,400) pro néjaké e > 0
(Véta FA.9.40). Dle Faktu FA.9.32(b) je o(z — ce) = o(x) — €. Odtud jiZ tvrzeni snadno plyne.

O



Kapitola 10

Spojité linearni operatory na Hilbertovych
prostorech

PRIKLAD 1. Necht' T' € F(H) pro néjaky komplexni Hilbertiv prostor H, tj. Tx = Zﬁzl(x, A )bp,
v € H,kde ay, ... ax,by,. .., by jsou prvky H (vizte Vétu FA.4.12(a)). Pak T*z = S°F_ (2, b,)a,, © € H.

DUKAZ. Oznalme Sy = Zi:1<y, bn)a,. Pro x,y € H pak mdme

k k
(Ta,y) = O _(x,a)bn,y) = D> (2, 00) (b, y)

a n_lk nk_l
(x,Sy) = x,z Z (x,an).

Tedy (T'z,y) = (z,Sy)a S =T"
O
PRIKLAD 2. Necht K € Ly([0,1]?) a Tk f(t) = fol K (t, s)f(s)ds (vizte Pifklad FA.4.14). Pak Tk €
K(L([0,1])).
(a) Plati T* f(t) = [, K (s,t)f(s)ds, f € L2([0,1]).
(b) Operator T je samodajungovany praveé tehdy, kdyz K (s,t) = K(t, s) skoro vude, (,s) € [0, 1]2.

DUKAZ. (a) Pro operator T}, definovany pomoc jadra L(t,s) = K(s,t) plati

(Tf.g) = /(/Kts )mdtz SR8 d(s) =

/ /Kts dtds—/f ()Teg(s) ds = (£, Tug)  frg € La([0.1).

(Fubiniova véta Ize pouZit, nebot’

[ 1 a0 = [ 1Tulalah = 11, Tulgh < oo

Posledni nerovnost plati, jelikoZ | f| i Tjz||g| € L2([0,1]).) Tedy T* = T7.
(b)Je-li K = L, je T =T dle (a).
Obréacené, necht’ T* = T, tj. T}, = Tk. Pak pro kazdé prvky f, g € Ly([0, 1]) plati

0= (T~ Tu)s0) = | (/ (K (t,5) — L(t, $))f(5)d ) 7 dr
_ /[O U8 = () F(s)g(0) d(s, ).

Polozime-li f = xa ag = xp pro A,B C [0,1] méfitelné, mdme 0 = [, (K — L)dX,. Protoze
je kazda oteviend mnoZina v [0, 1]> spocetnym sjednocenim disujnktnich mé&fitelnych obdélnikt, plati
Jo (K — L)dA; = 0 pro kazdou G C [0, 1] otevienou. Z regularity A, pak plyne [, (K — L)d\; = 0 pro
kazdou E C [0, 1)> méfitelnou. Z toho jiz dostdvdme pozadovany vztah K = L \y-skoro vSude.

O
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PRIKLAD 3. Necht' H je komplexni Hilberttv prostor a 7' € L(H) je unitarni operator. Pak existuje
samodajungovany operator S € L(H) takovy, ze T = exp(iS). HEE[vysvétlit rozdil od Piikladu 9.18]

DUKAZ. Uvazujme spojitou funkci h: C — C danou predpisem f(t) = e, X € C, a jeji restrikci
[ = hlj2n- Pak f je spojitd bijekce [0, 27) na T. Jeji inverze g = f~': T — [0, 27) je pak bodovou limitou
spojitou funkci, a specidlné je tedy borelovska.

Vskutku, pro kazdé n € N uvazujeme funkci

t, A=¢l tel0,2r — 1,
gn(A) = 1 _ it 15
271'—5, )\—e,te[27r—7;,27r).

Tyto funkce jsou zjevné spojité a spliuji g,, — g.
Polozme nyni S = ¢(T') = ¥(g), kde ¥ je zobrazeni z Véty ??. Diky vlastnosti (?) této véty je S
samodajungovany operator. Déle plati h o g = Id na T, a tedy diky Vété ??(e) mame

T'= (Ld)(T) = (hog)(T) = h(g(T)) = h(S) = exp(i5).
Tim je diikaz dokoncen.
01
1 0)°

(b) Necht' T' € L({5) je definovan jako T = AD A D -+, tj. Tz = (w9, 1, T4, T3, Ts, Ts, - .. ), T € L.
Najdéme jeho spektrilni rozklad.

PRIKLAD 4. (a) Najdéme spektralni rozklad matice A =

0

A -1 1
0 -1

DUKAZ. (a) Jelikoz \] — A = (_1 N

) , spektrum A je {—1, 1}. Tedy Jordandyv tvar A je
1 -1 1 -1
%R. Tedy projekce prislusné vlastnim Cisliim spocteme pomoci borelovského kalkulu. Je-li vSak f €

Bf,(c(A)) = C(o(A)), existuje polynom p spliujici p = f na o(A). Lze tedy aplikovat Vétu FA.9.60(g) a
dostdvame

Standardnim postupem nalezneme R spliujici A = RJR™!, vyjde ndm R = (1 1 ) aR 1= % (1 L ) :I

- 1 0 _ 1/1 1
Py = xy(A) = Rxy ()R —R<O O)R 1 =3 (1 1)

_ 0 0\ ,_ 171 -1
Py :X{—l}(A) :RX{—I}(J>R 12R(0 1)R 125 (—1 1 )

Tedy
A=1P + (-1)P,

je spektralni rozklad A.

(b) Snadno se piesvédéime, ze T' je samoadjungovany a o(7) = {—1,1}. Uvazujme Q 1 = P_; &
P.1®---a@y =P &P &---.Pak (Q_; je ortogondlni projekce.

Vskutku, ()_; je dobfe definovany spojity operator na /5, nebot’

o0 o0
Loy — Loy —
|Q-1zl* = >[I ( ) I3 < ZHPWH( o ) 12 = 1P 2|1
1 2n 1 2n

Zjevnéplati Q*, = P>, @ P2, @ =P &P 1 ®---=Q1aQ*, =P dP & - =Q_1.
Podobné ovéfime, Ze () je ortogondlni projekce na ly aZze plati Q1 + @y = I, T = —1Q_1 + 10Q);.
Tedy F' = {Q)_1, @1} tvofi rozklad identity a zbyva ovéfit, ze (T'x, z) = fU(T) AdF; (\) pro kazdé = € /.
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Plati vSak

/ A0 = UE (1)) + P20 = ~1Q o, a) +1Qur, ) =

_ - Ton—1 Ton—1 . Ton—1 Ton—1 _
e () (e e m () (T e -
n=1

— i(A ($;z;1> | (x;2;1)>(cz = (Tx,x;:

Tedy F' je hledany rozklad operétoru 7.
O

PRIKLAD 5. Necht' 7" € L(H) pro komplexni Hilbertiv prostor H. Pak T je kompaktni pravé tehdy,
kdyz T™*T je kompaktni.

DUKAZ. Je-li T kompaktni, je 7*T kompaktni dle Véty FA.4.12(d).

Obracené, z Véty FA.?? plyne, ze T' = U A pro néjaky unitdrni operator U : Rng A — Rng T  a nezdporny
A. Z konstrukce A vsak plyne, Ze A = v/T*T, coz je pro kompaktni operator 7" tézZ kompaktni operator
(vizte dikaz Véty FA.??). Tedy T je také kompaktni.

O

01
0 0

T({xn}) = (22,0,24,0,26,0,28,0...), x={x,} € Lo

PRIKLAD 6. Necht' P = ( ) aT=POP®P---€ L{(l),4.

Pak T je nekompaktni operétor spliiujici 72 = 0.

DUKAZ. JelikoZ Tes,, = es,_1, neni T kompaktni dle Tvrzeni FA.4.9(iii). Rovnost T’ 2=0 je pak ziejma.
O

PRIKLAD 7 (spektrélni rozklad Fourierovy transformace). Necht' F': Lo(u1) — Lo(p1) je unitarni
operdtor na Lo (y1) dany Vétou FA.5.31. Naleznéme jeho spektrélni rozklad.

RESENI. Krok 1. Uvazujme funkce @, (z) = x”efé, x € R,n €{0,...,3}. Pak se jednd o funkce v .77, a
tedy jejich Fourierovu transformaci lze pocitat pomoci vzorce FA.??. Tvrdime, Ze ¢, spliiuje F'pg = ¢p.

Vskutku, ¢ i pg splituji na R diferenciélni rovnici 4/ + zy = 0. Pro ¢ je to ziejmé, pro p, to plyne z
véty o zdméné derivace a integralu, nebot’ plati (pomoci per partes)

G0 = [ @ () = (<) [ 2T e du(a) -

= (—i)(—it) / co(x)e ™ A (x) = —75(1), ¢ € R.
R
Tedy
&\ 1,
(—> = —3 (—Id(pogoo + @O(Id)gp(]) = O na R
®o ©o

Funkce % je proto konstantni na R, coZ v8ak vzhledem k rovnostem 1 = ¢(0) = ©o(0) znamend rovnost
»o = ©o. Oznalme hy = .

2 172 s . . . o .
Krok 2. JelikoZ Py = (o, mdme rovnost e~ 2 = Jre Te ™ duy(x), t € R. Zderivujeme-li tuto rovnici

podle ¢, dostaneme rovnost
2 22 .
—teTT = (—1) / ve~ ze " du(z), teR, (1)
R

tj. p1(t) = ipi(t), t € R. To ale znamend, Ze p; = —ip;. Oznalme h_; = ;.
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Derivujme ddle rovnici (1)) podle t. Dostavame tak rovnost
2 ,
—e T e = (—i)(—i) / w7 e " dp () = — / pa(w)e ™ dp(z), teR, (2
R R

. o — p2 = Pa. R

PoloZzme h = Z?:o a;p;, pricemz koeficenty ag, a1, as € K zvolme tak, aby h = —h. Tedy musi platit

—agpo — 11 — axpa = appo + ar(—i)e1 + az(po — @2).

Volbou ag = —1, a; = 0, ay = 1 obdrzime funkci h_; spliiujici h_; = —h_;.

Zderivujme rovnici (2)). Pak

.2 2 -
301(t) — @3(t) = te 7 + Ue~T —tPe T =i / e Te " duy(2) = ip3(t), tER.
R

PoloZzme h = Z?:o a;p;, priCemz koeficenty ag, ay, as, az € K zvolme tak, aby h = ih. Tedy musi platit
iagpo + ia1pr + iagps +iazps = aopo + ar(—i)pr + az(po — p2) + az(—3ipr + ips).

Volbou ag =0, a; = —%, as = 0, a3 = 1 obdrzime funkci h; spliiujici f?l = 1h;.

Krok 3. Jelikoz F* = Id, dle Véty o obrazu spektra FA.9.134(e) je o(F) C {1,—1,i, —i}. Nenulové
funkce hy, h_q, h;, h_; svéd¢i o tom, Ze o (F') = o, (F) = {1, —1,1, —i}.

Krok 4. Dle Véty FA.10.63 je tedy (F'f, f) = fa(F) AdEy ¢(N),kde f € Ly(y11). Déle dle Véty FA.10.61(d)|
je pro kazdé Ay € o(F') projekce P\, na Ker(\gI — F') netrividlni. JelikoZ pro kazdé f € Lo(p;) plati
Epr({Ao}) = (EQX}) S, [) = (Pxf, f), méme

3
(Ffaf>:/(F)/\dEff Z/ APt ) = (3 *Put £y f € L),

k=0

atedy F'=3_ i"Py.
Vyjadfeme nyni jednotlivé projekce pomoci F'. Snadno ovéfime, Ze rovnice

1
Pi= 1 (I+F+F+F)
Pi=-(I-F+F—F°)
P, =~ (I —iF — F* +iF®)

P

.&IH»&I»—*A; —

(I+iF — F? —iF?)

definuji projekce na Ly (p; ). Navic jsou samoadjungované (to ovéifme ze vztahu F* = F~! = F3), a tedy
ortogondlni. Z definujicich rovnic nakonec ovéfime, Ze P;x je vskutku projekce na Ker(i*I — F'). (Napiiklad
pro k = 2 mame nasledujici rovnosti: Pokud F'f = —f, pak P_(f) = 1 (f — Ff + F*f — F3f) = f;a
pokud P_if = f,pak Ff = 3 (Ff = F*f+ F*f = F'f) = =3 (f = Ff+ F*f = F°f) = —f)
Miame tak provedeny spektralni rozklad F, totiZ
F=P +iP,— P, —1P_;.
O

PRIKLAD 8. Necht' H je nenulovy komplexni Hilbertdv prostor a 7' € £(H) normdlni. Pak existuje
prostor (€2, ;1) s mirou majici stejnou vlastnost jako v Pfikladu FA.10.65 a unitérn{ operdtor U: H — Lo(u)
takovy, ze T' = U*M,U, kde g € L (1) generuje operdtor M, € L(Lo (1)) z Prikladu FA.10.65.

DUKAZ. Krok I. Uvazujme rozklad identity £ na o(7T) pfislusny 7. Pfedpokladejme nejprve, Ze existuje
vektor x € H takovy, ze prostor M = {f(T)z; f € C(o(T))} je husty v H. Pak uvaZujme prostor

(Q,2, 1) = (o(T),Bs(c(T)), E; ), coZ je prostor s kone¢nou mirou spliujici C(U(T))Lg(u) = Lo(p) (vizte
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Disledek FA.??). Polozme g(\) = A, A € QaU(f(T)x) = f, f € C(o(T)). Pak ||g||oc < 7(T) = ||T]| a
U je zjevné linerarn{ zobrazeni z M na C(o(T')) spliiujici

[£(T)al? = (F(T)e £ (D)) = (D) F(T)a) = (FOI D)o, a) = (17T ) =
= [ 1B = WG

Tedy U je izometrie hustého podprostoru M C H na husty podprostor Lo(u). Existuje tak pravé jeden
izmetricky operator U: H — Lo(p) splivjici U(f(T)x) = f, f € C(a(T)).
Zbyva ukazat, ze T' = U*M,U, tj. UT = M,U. Necht' f € C(o(T)) je ddno. Pak

UT(f(T)x) = U(Ud)(T)(f(T))x) = Udf)(T)x) = ldf = gf = Myf = MU (f(T)x).

Tedy UT = M,U proy € M. Vzhledem k hustoté M plati vzorec na celém H.

Krok 2. Polozme A = {f(T); f € C(o(T))} C L(H). Necht M C H je uzavieny A -invariantn{
podprostor (tj. A(M) C M pro kazdé A € A). Pak i M+ je A-invariantni. Vskutku, je-li z € M+ a
A= f(T) € A, mame pro y € M vztah

(Az,y) = (v, A'y) = (2, f(T)"y) = (=, f(T)y) = 0,

nebot’ f(T) € A. Tedy Ax € M+,

Krok 3. Je-li M C H uzavieny A-invariantni podprostor, nenulovy vektor z € M nazveme cyklickym,
pokud {Az; A € A} je husty v M. Nyni ukdZeme, Ze existuje kolekce uzavienych prostord {M;; i € I} v
H s nasledujicimi vlastnostmi:

(a) Kazdy M; ma cyklicky vektor.

(b) Proi # j v I plati M; L M;.

(c) Kazdy M; je A-invariantni.

(d) Prostor span ({J,c; M;) je husty v H.

Ke konstrukci takovéto kolekce prostord pouZijeme Zornovo lemma. Necht’
M = {P; P je kolekce uzavienych prostora v H spliujici (a), (b) a (c)}

je uspotddand inkluzi, tj. P; < P, pokud P; C Ps. Snadno se piesvédéime, Ze (M, <) spliluje pfedpoklady
Zornova lemmatu, a tedy existuje maximalni prvek P € M. Pak P je poZadovand kolekce prostorti. Kdyby
tomu totiZ tak nebylo, nebyl by prostor M = span | JP roven H. Pak je v8ak M A-invariantni prostor,
a tedy M* je netrividlni A-invariantni prostor (vizte Krok 2). Nynf stalf vzit z € M+ \ {0} a poloZit
N ={Az; A€ A} C M. To je A-invariantni prostor s cyklickym vektorem z, ktery je kolmy na vSechny
prvky P. Tedy P U { N} je prevk M ostie vétsi nez P. To je vSak spor s maximalitou P.

Krok 4. Uvazujme kolekci prostorii { M;; i € I} z Kroku 3. Necht' YV = (@i M;),,, 4.

V={{ui} € HMi§ ZH%H?\L < +oo}.
iel i€l
UvazZujme na Y skaldrni soucin definovany jako
() )y =D (v 2w {wd {z) €V
iel

To je dobfe definovany skaldrni soucin, jelikoZ fada na pravé strané 1ze odhadnout pomoci

3 3
Z|<yuzi>Mi < ZHyil M; < (ZH%H?\@) (ZII%H?\@) < 400.

iel il el el

Tedy Y je prostor se skalarnim soucinem.
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Necht’ P; jsou ortogondlni projekce na M; a Pr = Y .. P; pro F' C I konenou. Pak Pr je samodajun-
govany operator spliujici

- (£)(E7) - Do
i€F jEF ijeF i€F i€F
(Mame M; L M, proi # j, takze P, P; = P;P; = 0 pro i # j.) Tedy Pr je ortogondlni projekce, jejiz obor
hodnot obsahuje @, M;. Zjevné vsak tento obor hodnot nemuZe byt vétsi, takZe Pr je ortogondlni projekce
na Giep M.

Uvazujme operéator V: H — Y definovany jako Vz = { Pz };c;. Pak pro x € H akazdou F € F(I)

plati

Y NPl = 1) Pl = |1Prallf < [l

ieF i€F
Tedy V je dobfe definovany a ||V x|y < ||z||x. Na druhou stranu, necht’ € > 0 je ddno. Nalezneme F' € F(I)
aprvky m; € M;, i € F takové, Ze ||z — >, »m;||* < e. Pak dle Véty FA.1.99 plati

|l — Ppa|® < llz =) mil® <,
el

a tedy mame
|2]|* = ||z — Ppx + Ppa||* = |z — Ppa||* + | Ppa|* < e + > +i € F||Pal?.

Proto ||z]|* < 3,/ |Px||?. Tedy V je izometrie H do Y.

Necht' nyni y = {y;} € Y je ddno. Pak fada ) _,_, y; spliiuje Bolzanovu-Cauchyovy podminku FA.??.
Vskutku, pro € > 0 zvolime F' € F(I) takové, ze Y, ||ys||* < € pro kazdou F’ € F(I) disjunktni s F'.
Pak pro tyto F” dostavame ||>", - uil|* = > ;e lluil|* < e. Prveka = >, y; € H je tak dobfe definovan
a zrejmé plati P,z = y;, tj. Vo = y. Zobrazeni V' je proto bijekce, takZe specidln€ z uplnosti /1 dostavdme,
Ze Y je Hilbertlv prostor.

Krok 5. Necht' {M;; © € I} je kolekce prostorti z Kroku 3. Zvolme z; € M; cyklicky vektor pro M;. Pak
pro Hilbertav prostor M; existuje dle Kroku 1 méfitelny prostor (£2;, 3;, ;) s kone¢nou mirou j; unitdrn{
operator U;: M; — Lo(p;) a funkee g; € Loo (1) takové, Ze ||gilloo < ||T|| @ T ps, = U M, U;.

Necht’ €2 je disjunktni sjednoceni mnozin §2; a ¥ je definovéno takto: S C Q lezi v X, pokud SN2, € 3;,
it € I. Pak ¥ je o-algebra na €). Definujme x na 3 pomoci formule

p(S) = m(Sn), Sex.
el
Pak 1 je dobfe definovand mira na X spliiujici podminku z Piikladu FA.10.65. Definujme operdtor U : Y —

1w = S Iwl? = SN0 sy = S / Usgil? it = [0t 00
iel iel ier Y

Tedy U je izometrie do. Zjevné vsak plati, ze Rng U obsahuje v8echny funkce f € Lo(1), které jsou nulové
mimo |J, € pro néjaké ' € F(I). Takové funkce viak tvoif husty podprostor Ly(jt), coZ vzhledem k
uplnosti Y znamena, Ze U je surjektivni. Slozenim U s V' z Kroku 4 obrzime unitarni operator W: H —
Lo(p1). Polozme g € Loo(pt) jako gla, = gi-

Nakonec ovéfme, ze WT' = M,W. Necht € H je ddno. V pribéhu Kroku 4 jsem ukdzali, Ze
r =) .. Pix. Pak

WTe=UVTz=UV (Z TPia;) uv <Z TrMiPix> = U ({TIw,Pz}),
iel iel
coz je element Lo (u) takovy, Ze na €2; je roven U, T'[ 5, P;x. AvSak to je rovno M, U; P,z = ¢;U; Pix na ;.
A z druhé strany mdme

MWz = M,UVz = M,U{Px}),
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coz je funkce, kterd na (2; je rovna funkci g;U; P;x. Tim je diikkaz dokoncen.
O

PRIKLAD 9. Necht’ T je posun doleva na ¢5(Z), tj. T'(>
Najdéme jeho spektralni rozklad.

ez Tnen) = D nez Tny1€n. Pak T je unitarni.

DUKAZ. Zjevné je T* roven posunu doprava, a tedy 77* = T*T = . Proto je T unitarni.

Uvazujme prostor Lo(T, i), kde p je Lebesgueova mira na kruhu normalizovana tak, aby u(T) = 1.
Tedy pro f € C(T) plati [}, f(¢)du(t) = 5= 0% f(e™) dz. Uvazujme systém funkei {uy }rez, C C(T), kde
ug(t) = t*, t € T, k € Z. Piimym vypoctem se ovéii, Ze {uy; k € Z} tvoii ortonormdlni systém v Lo (1)
Navic je tento systém dplny, nebot’ jeho linedrni obal je husty v C(T) (to plyne z Véty FA.15.59 a pozorovéni
Id = (Id)™"), a tedy je tento linedrni obal husty v Ly (1) (C(T) je husté v Ly(j)).

Uvazujme operator U : {5(Z) — Lo(p) definovany jako U (D, ., Trer) = Y _jcz Trtis. To je izometrickd
surjekce fo na Lo(p1) (vizte V&tu FA.1.118), tedy se jednd o unitdrni operdtor. Necht' g(t) = ¢!, ¢ € T.
Ukdzeme, ze UT = M, U, kde M, € L(Ls()) je operator definovany v Piikladu FA.10.65.

Necht’ tedy x € ¢5(Z) je dano. Pak

UTz = UT(Z TRey) = UZxk+1ek = ka+1uk

kEZ keZ keZ

MUz = Mg(z Tpug) = Zkag(uk) = Zxkuk,l = Zxk+1uk.

keZ keZ keZ kEZ
Tedy T je unitarné ekvivalentni s M. Dle Ptikladu ?? je tedy o(7") = o(M,) = essRng g = T. Ozna¢me
E\, a Ep spektrdlni rozklady jednotky piislusné M, a T'. Pak Ey, (A)f = xg-1(a)f = xa-1f, A € Bs(T)
(zde A= = {t71; t € A}). Tedy dle Piikladu ?? pro Er(A) plati

Ep(A)x =U*Ey,Ux = U*(Z TpXA-1Up) = Zka*<XA71uk)7 A e Bs(T).
keZ keZ

Ziskali jsme tak spektrdlni rozklad 7'.
O

PRIKLAD 10. Necht’ A je nezdporny operator o normé nejvyse jedna na komplexnim Hilbertové prostoru
H. Definujme rekurentn& operdtory B,, € L(H) jako By = 0a B, = B, + (A — B2). Pak B, — VA.

DUKAZ. Polozme f(\) = v/ a induktivné definujme f,(\) jako fo = 0 a fu1(A) = fu(N) + (A —
(fa(A)?), A € o(A) C [0, 1]. Pak f,, jsou spojité funkce na o(A) spliujici 0 < fo < f1 <+ fn < far1 <
- < f. Vskutku, indukci dokdZeme nerovnost f,, < f. Pron = 0 je to jasné. Pokud nerovnost plati pro
n € N, pron + 1 mdme

fra) = Fa) + 50 = F20) £ VA&

1
5 )
2
(VA= Fu(VA+ faN) S 20VA = fu(N) &
0<(

coz plati diky indukénimu pfedpokladu v/ A + f,(\) < 2v/\ < 2.

Tedy { f,.} je neklesjici posloupnost shora omezend funkci f. Oznaéme g(\) = lim,, oo fn(N), A € o(T).
Z rekurentniho vzorce odvodime limitnim pfechodem g = ¢ + %(Id — ¢%),4j. g = f. Z Diniho véty o
monotin{ konvergenci na kompaktu dokonce mame stejnomérnou konveregenci { f,,} k f. Proto

By = fu(A) = f(A) = VA.
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PRIKLAD 11. Necht T'f(z) = [; f(t)dt, f € Ly([0,1]) az € [0,1].

(a) Pak T"a T™T jsou kompaktnl proste operatory.

(b) Operator P = /T*T je nezdporny kompaktni operétor, pro ktery existuje unitdrni operator U €
L(Ly([[0,1])) spliujici T = U P.

(c) Najdéme U a P explicitné.

DUKAZ. (a) Kompaktnost 7" vime z Pikladu FA.4.14, nebot’ T'f(z) = fol k(z,y)f(y)dy pro k(x,y) =
I, 0<y<z<1,
0, 0<z<y<l.

Je-li T'f = 0, mdme fo t) dt = 0 pro skoro vSechna z € [0, 1]. Funkce 7' f je vSak absolutné spojita,
pficemz je integrdlem své derlvace Tedy mtizeme rovnost derivovat ve skoro vSeh bodech a dostaneme
f(z) = 0 pro skoro vSechna x € [0, 1]. Operdtor T je tak prosty.

Adjungovany operdtor 7™ snadno zjistime z rovnosti pomoci Fubiniovy véty

(Tf,9) = /(/ fly dy) )dw—ﬁqqf(y)md(x,y)Z/Olf(y)/ylg(m)dxdy,

0<z<1

tedy T*g(y) = [ g(xz) dz.y € [0,1], g € Ly([0,1]).
Slozenim dostavame

oity =it = [ riwar= [ [rwa) ar= [ rwae) -

:AU@(ZHm)@+[V@(éHm)@: o

=u—¢x[f@nw+lkl—wﬂwdy

Pak () je kompaktni samoadjungovany operdtor, ktery je prosty. Vskutku, pokud QQf = 0, pak 0 =
(T*Tf, f)={(Tf,Tf),tj. Tf=0,atedy f = 0. Najdéme jeho spektrdlni rozklad. JelikoZ o (Q) C [0, o)
a mimo 0 sestava z vlastnich Cisel, sta¢i nam resit rovnici

Qf =XAf, A€ (0,00),f € Ly([0,1]) \ {0}. 3)

PiSme
vwzQﬂw:u—wAf@Myy[u—wﬂww

pro né&jaké f € Lo([0, 1]) nenulové. Pak na pravé strané mame absolutné spojitou funkci (intergujeme funkci
z L1([0,1])). Tim padem i f je absolutné spojitd, coz implikuje spojitou diferencovatelnost pravé strany.
Iteraci tohoto argumentu tak dostdvame, Ze f je nekonecné diferencovatelna. Dosazenim ¢ = 1 dostdvame
podminku f(1) = 0. Dle prede§lého miZeme rovnost zderivovat a obrzime

t
A0 == [ fwdu+ -0 - 500 -0=- [ 1w

0

To dava podminku f/(0) = 0 a diferencidlni rovnici
Af'(E) = —f(2).
Pak f € span{sin(A~2t), cos(A"2¢)} a musf splitovat okrajové podmlnky 0= f(1) = f(0).
Je-li tedy f tvaru f(t) = asin(A\"2t) + beos(A~2t), je f(t) = A2 (acos(A\~2t) — bsin(A~2t)). To

znameni, 7e 0 = f/(0) = A 2a, tedy a = 0. Déle plati 0 = f(1) = bcosA~2. JelikoZ f # 0, je
A"z = 2 +mm prom € Z, .

Zjevné staci uvazovat pouze m € Nj.
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Pak normalizované funkce
1
U (t) = \/50087?(5 +m)t, meN

vskutku spliiuji rovnici (3). Mame totiz

Quan(t) = (1 - 1) / ) dy + / () (1 — ) dy =

:/Olum(y)dy—t/otum(y)dy—/tlyum(y)dy

V2 v2 oo
t mi7m

= 1Lln m 1 _LCOSWm A
_/t T Ty SR+ ) dy = s cos(r(m+ 5)) =
= Al (2).

Dle Véty FA.10.30 je systém {u,,,; m € Ny} ortonormdlni baze prostoru Ly([0,1]) aQf = > 07 o A (f, wm )t}
f € Ly([0,1]). Dle Pfikladu FA.?? mame Pf = Qf = > 0 v/ An{f, tm) . JeikoZ je Q prosty, je
prosty i P.Z Véty FA.10.1 je Rng P = Rng P* = (Ker P)* = {0}* = L,([0, 1]), §j. Rng P je husty. Déle
Rng T je husty v Ly([0, 1]), nebot’ obsahuje Z((0,1)). Tedy izometrické zobrazeni U: Rng P — Rng T
definované jako UPf = T'f je unitarni operator L, ([0, 1]) na Ly([0, 1]). Jeho predpis ziskame pomoci
rovnosti

Ut = (M) “2U(V Atin) = () "2U Pty = (An) "2 Tt = V/25sin(m(m + %)t).

Tedy pii oznaceni v,,(¢) = v2sin(m(m + 1)t) mame U f = U(X oo (f, wmdtm) = Yoo o (f+ Un) V-
O

PRIKLAD 12. Necht T = 1 (_13 _31) € L(C?). Najdéme nezdporné P a unitdrni U takové, Ze

5 3
l 2 s
(3 5> . Déle plati

U((g g)) {2, 8}, pficemz Ker(2I — 2T*T') = span{f < )} a Ker(8T — 2T*T) — span{f (1)}
Ortogondlni projekce na vlastni vektor pfislusny Cislu 2 je tak rovna
(47 6)
y Y

2 () () ()2
()0

pro vlastni ¢islo 8 mame piisluSnou projekci danou formuli
2 () =) 7 () ) =2 ()
"\ v) V2 \1)'\2 Tty
o B 1/1 -1 I/1 1
rr—aresn=a (5 (1)) (3(1 ).
Krok 2. Polozme nyni P = /T*T, tj.

a0 )26 )

T = UP. Déle najdéme samoadjungovanou matici S spliiujici ¢** = U.

o 1 —3 1 3 1 -3
. x 1 % 1 =
DUKAZ. Krok I. Mame T* = 3 (3 _1) T = <_3 _1) (3 —1)

Tedy
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Nyni hleddme unitdrni matici U spliujici

1/1 3 3 1
P L(1 8 ool (31,

Resenim této rovnice je matice U = <_01 é) . Tim je nalezen polérni rozklad 7.
Hledejme nyni samoadjungovanou matici S spliiujici e’ = U. Vlastni &isla U jsou o(U) = {i, —i}, takZe

! O.) . Ddle nalezneme reguldrni matici R spliujici U = R™'Jy R,

Jordanova matice U ma tvar Jy; = (0 s

vyjde ndm R = G _ZZ) aR*' =1 (1 _12> JelikozZ je log z holomorfn{ funkce na okoli o(U ), miiZzeme

pocitat

1 0 1/1 1\7/1 O 1 —2 ({1l —2
_ p-1( = —_p-1(2 _ - -
s=r (Gosn )= (§ %) =5 (6 )56 4) 0 T)=50 5)

Tim je hledana matice nalezena.

PRIKLAD 13. Necht T'f(z) = f(z — 1),z € R, f € Ly(R, ;). Naleznéme spektralni rozklad 7'.

RESENI. Prom € Z uvaZujme ztotoznén{ Lo((m, m + 1)) s prostorem Ly (T, 3) pomoci vzorce U, f (t) =
f(z), kde z € (m,m + 1) splivje > = t. Tedy [, ., |f[*dz = o= JolUn f(£)]* dA; (¢). Necht
U: 2(R) — LQ(T x T) je definovéno jako

Fltrta) = 0 Un(flmmen)(t2),  f € La(R), (t1,1) € T x T.

meZ
Pak

1
U laemy = gz [0S0 )PA x A)(1 1) =
TxT

= ﬁ o <Zt§”Um(fr<mm+1 ) (Zt Ur(f Ty n)) (t )) d(Ay X Ap)(t1,ty) =

meZ kEZ

472 o ( Z Un( (m,m+1))(t2)Uk(fr(k,k+1))(t2)t71ntlk) A\ X M) (t1, 1) =

m,kEZ

4772 Z / FTmm+1)) @)U (f Tk p41)) (£2) (/Tt’lnk d)\1(251)) A (f) =

m,kEZ

Z/|U Flonm+n) ()] dAi(t2) =

mEZ
:;%AmmJﬂ@PMKMZHNiw

(Prohozeni sumy a integrdlu je mozné, nebot’

1> Un(F Tomams) () U (F T ) EDE 5T <Y U (F Tomams1) )Nk (f s (£2)] <

m,kEZ m,kEZ
< D M= NISIR < +oo,
m,k€ZN[—N,N]
kde f € Z(R) spliiuje supp f C (=N + 1, N — 1).) Zobrazeni U lze tak rozsifit na izometrii L,(R)
627rik367 = (m7m + 1>’

0, Jjinak.

do Ly(T x T). Pro m,k € Z plati Uf(t1,ts) = t7't5, pokud f(z) = { Tedy
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Rng U D span{(t,t) v t7't5; m, k € Z}. JelikoZ je prava strana dle Véty FA.15.59 hustd v C(T x T, C),
je tento linedrni obal husty v Ly (T x T). Proto je U izometrie na.

Necht’ g € Loo(T x T) je definovéana jako g(t1,t2) = t1 a M, € L(Lo(T x T)) je operator nadsobeni
funkcf z Pfikladu FA.10.65. Ovéfime, ze T' = U*M,U, tj. UT = M,U. Necht' f € Z(R) je ddna. Pak

UTf(ty,t2) =UT (Z ff(m,mﬂ)X(m,mH)) (t1,t2) =

mEZ

=U (Zm > fla - 1>x<m,m+n<x>>) (,t2) =

meZ
= U1 (flne1m) (),
meZ
zatimco

MU f(t1,t2) = g(t1,t2) Z U (fTmoma1)) (t2) = Z ZfZnJrlUm(ff(m,m+1))(t2) =

meZ MEZ
= Ut (f Tne1m) (t2).
meZ

Tim je platnost vzorce T' = U*M,U ovéiena.
Pro operator M, vSak spektrdlni rozklad diky Pfikladu FA.10.65 zndme. Totiz o(T) = o(M,) =
essRngg = Tapro A C T plati Ey, (A)f = xg-1(a)f, f € Lo(T x T). Tedy

Er(A)f = U*Ey, (A)U, A € Bs(T).

Tim je ptiklad dofeSen.






Kapitola 11

Lokalné konvexni topologie a slaba
kompaktnost

1. Konvexni mnoZiny

PRIKLAD 1. Necht' K je metrizovatelna kompaktni konvexni podmnozina lokalné konvexniho Hausdor-
ffova prostoru. Dokazte, Ze pak ext K je G5 podmnozina K.

RESENI. Necht’ p je metrika generujici topologii na K. Oznaéme
1

F,={(z,y) € K x K; p(z,y) =2 —}, neN.
n

Dostdvdame tak kompaktni mnoZiny v K x K, které pro zobrazeni ¢: K x K — K definované jako
p(z,y) = 5(z +y) spliuj

K\extK =¢ (U Fn> = J e(Fn).

n=1 n=1
Na pravé strané vSak mame F,, mnozZinu, takZe ext K je mnoZina typu Gj.
O

PRIKLAD 2. (a) Necht' K je slabé kompaktni konvexni podmnozina Banachova prostoru X. Dokazte,
7e pak K = conv ext K
(b) Necht' X je reflexivni Banachiv prostor. Dokazte, Ze pak Bx = conv ext B XH'”.

RESENI. (a) Dle Krejnovy-Milmanovy véty plati K = convext K-

.~ P — (X, X*)  —m ||
vexité conv ext K davd K = convext K i - conv ext K | ”.
(b) V reflexivnim prostoru je By slabé kompaktni, staci tak pouZit (a).

. Mazurova véta vSak diky kon-

PRIKLAD 3. Necht' H je Hibertliv prostor. Dokazte, Ze pak ext By = Spy.

RESENI. Zjevné plati ext By C Sy.Pokudz € Sy ax = %(yl + y2), kde y1, y2 € By, pak z rovnob&Zzni-
kového pravidla mdme

4=122)* = llyn + w2ll* = 2 (o ll” + lwall®) = llor — el < 4= llyr — wol®.
Tedy ||y1 — 2|l = 0, takZe y; = yo = z. Proto je x € ext By.

PRIKLAD 4. Necht’ (2, i) je méfitelny prostor s nenulovou mirou a X = L ().

(a) Dokazte, Ze plati ext Bx = {f € X; |f(t)| = 1 p-skoro viude}.

(b) Dokaizte, Ze plati conv ext B X”'H = By.

RESENI. (a) Pokud f € X splituje |f(¢)] = 1 p-skoro viude a f = (g1 + g2) pro g1, 92 € By, pak
oznatime A = {t € Q; [f(t)| =1, f(t) = 2(g1(¢) + g2(¢)) }. Pak u(Q2\ A) = 0. JelikoZ ext Bx = {s €
Bk; |s| =1}, prot € A dostavame

f(t) =a1(t) = g2(t), teA
119
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Tedy f = g1 = g2 a f € ext Bx.
Obracené, necht’ mnozina {t € Q; |f(t)| < 1} mad kladnou miru. Ze o-aditivity u tak existuje
e € (0,1) takové, ze A = {t € Q; |f(t)] <1 — 2¢} mé kladnou miru. PoloZme

) ft) +e, teA, ) —e, teA,
gl(t)_{f(t), teo\A, gl(t)_{f(t), teQ\ A

Pak g1, 9o € Bx jsou riizné funkce spliujici [ = %(gl + g2). Tedy f ¢ ext By.

(b) Necht' f € By ae > 0 jsou ddny. Pak existuje jednoducha funkce g € Bx spliiujici ||f — g|| < e.
Vskutku, necht’ {ai,...,a,} je 5-sit’ pro Bg. Polozime B; = f~'(B(a;,¢)), j € {1,...,n} atyto
mnoziny zdisjunktnime, tj. definujeme A; = ByaA; = B; \ (A U---UA,;_41),j €{2,...,n}. Nyni
polozime g = Z?Zl ajxa; aobrzime tak poZadovanou funkci.

UvaZzujme nyni vektor a = (a1, ..., a,) € Bkn .| Dle Véty FA.11.5 existuje konvexni kombinace
S alel, jez se rovnd a a kde e',...,e™ € ext By ) = ext By k). Dle (a) jsou vSechny
soufadnice €’ rovny v absolutni hodnot& 1. PoloZime-li tak

gty =e(), teA;,je{l,....,n}, 1€{l,....,m},
dostaneme dle (a) prvky ext By. Ty viak spliuji Y_," , a'¢g" = g. Vskutku, je-li ¢ € A;, plati

Soalgl() = Y a'e' () = a; = gt).

Tim je diikaz dokoncen.

PRIKLAD 5. Necht' I' je mnozina a X = ¢;(T").
(a) Dokazte, ze plati ext Bx = {te,; v € I',t € Sk}.

(b) Dokajte, 7e plati conv ext By | = By.

RESENI. (a) Je-liz = te, prongjakét € Sx ay € I', uvazujme = = %(:1:1 + x5), kde 21,9 € Bx. Pak v
bodg v plati t = () = 3(z1(v) + z2(7)), pfi€emZ &isla x; () jsou obsaZena v By. ProtoZe t € ext B,
musi platit t = z1(y) = z2(7y). Tim pddem v8ak mame z; = x5 = x.

Necht’ nyni z € ext By. UkdZeme, Ze supp « je jednobodovy. Vskutku, pokud by supp x D {v1,72},
piSme z(v;) = r;e'i, j € {1,2}. Pak r; € (0,1) a tedy existuje n > 0 takovd, ze r; £ n € (0,1),
j ={1,2}. Polozme

(ri4+ne™, v =m, (ri—m)e™, v =m,
r1(y) = § (r2 —n)e’™?, v =, a xa(y) =9 (ra+n)e*, v=1s,
z(7), pro jiné v z(7), pro jiné .
Pak
lzall = (i m) + (ra=m)+ > e =)+ =)+ D |z =zl <1
YEM\{71,72} ye\{v1,72}
a podobné ||z|| < 1. Navic © = 3(zy + x), takZe « ¢ ext Bx. Proto suppz = {7} je jednobodovy.
Ziejmé viak 1 = ||z|| = |z(v)|, takZe poloZime-li ¢ = z (), obdrzime x = te.,.

(b) Necht = € Bx ae > 0 jsou dany. Zjevné miZeme predpokladat, ze x # 0 (jinak totiz 0 = %(eV —e,) €
conv ext By). PiSme z = °__.r,e""e,. Nalezneme F' C T' kone&nou takovou, ze r = > 7, > 0
a) cpplr(y)] <e Pakr >1-—c Pokudr = 1,polozme y = > r,(e've,). Pokud r < 1,

zvolime o' € I'\ F'apolozime y = ). .7, (e"e,) + (1 —r)e,. V obou pifpadech dostaneme prvek
conv ext By, ktery spliiuje

) r=1,
|z —yl < ) _, 1
doenplzM+ (1 —r) <2, r<lL
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PRIKLAD 6. Necht' K je kompaktni Hausdoffv topologicky prostor a X = C'(K).
(a) Dokazte, Ze pak ext Bx = {f € X; |f(t)| = 1 prokazdé t € K}.
(b) Dokaite, 7e pokud K = [0,1] aK = R, je convext By | = {c; |¢| <1,c € R}.

RESENI. (a) Pokud |f(t)] = L prokazdét € K a f = 3(fi + f2), pak f(t) = L(fi(t) + f2(t)) pro kazdé
t € K. Jelikoz fi(t), f2(t) € Bk aext Bx = Sk, mame pro kazdé ¢t € K rovnost f(t) = fi1(t) = fa(t).
Tedy f € ext Bx.

Necht’ nyni pro f € By existuje t € K takové, Ze | f(t)| < 1. Pak existuje n > 0 a oteviend mnoZina
U C K obsahujici ¢ takovd, Ze | f(s)| < 1 — n pro s € U. Zkonstruujeme spojitou funkci h: K — [0, 7]
spliiujici A(t) =npah =0na K \ U.Polozime f; = f + ha fo = f — h. Pak f1, fo € Bx jsourizné a
piitom f = 1(f1 + f2). Tedy f ¢ ext By.

(b) Jelikoz K = [0, 1] je souvisly a ext Bg = {—1, 1}, dle (a) plati ext Bx = {—1, 1}. Odtud jizZ tvrzeni (b)
okamzité plyne.

PRIKLAD 7. Necht' K je kompaktni Hausdoffav topologicky prostor a X = (C'(K))* = M(K).
(a) Dokazte, 7e pak ext By = {téx, r € K,te Sk}
(b) Dokazte, Ze plati conv ext B ~  =DBya

convext By ' = {u € By; existuje S C K spoletnd, Ze |u|(K \ S) = 0}.

N

RESENI. (a) Pokud p = td, pro néjaké t € Sk a pokud = (1 + p2) pro pu, po € Bx, pak

p{z}) = (ul({x}) +pa({z}),

pricemz pi, ({z}), po({z}) € Bk. JelikoZ ext BK = Sk, plati p;({z}) = pa({z}) = t. ProtozZe vsak
i, e € Bx, plati 11 = po = p1 = t0,.

Obricené, necht’ 1 € ext Bx. JelikoZ ext By C Sy, dostdvame, Ze || je extremalni bod M'(K).
Vskutku, mame |p|(K) = ||pl|(K) = 1, atedy |u| € M*(K). Pokud || = (s + p2), kde i1, pio €
M*'(K), pomoci [R, Vé&ta 6.12] nalezneme borelovskou funkci i na K takovou Zze Rngh C {t € K;
|t| = 1} a pfitom dp = hd|u|. Pak o = h|p| = 5(huy + hpo), takZe hyy = hy. Prendsobenim této
rovnosti funkci h dostaneme 11, = fi. Proto je || € ext M (K).

Dle Prﬂdadumpak || = 6, pro n&jaké = € K. Tim padem vSak p = td,, kde t = p({x}).

(b) Rovnost convext By~ = By plyne piimo z Krejnovy-Milmanovy véty, nebot’ By je w*-kompaktni
konvexni podmnoZzina M (K).
Pro diikaz druhé rovnosti poloZme

M = {pu € By; existuje S C K spocetnd, Ze |u|(K \ S) = 0}.

Pak M je konvexni a obsahuje ext By. Navic je M normové uzaviend. Vskutku, pokud {u,} € M
konverguje v normé k 1 € By, necht’ S, jsou spofetné mnoziny v K spliujici |u,|(K \ S,) = 0.
Polozme S = | J~_, S,,. Pak nerovnost
[l (KN S) < [ = pn| (KN S) + || (KN S) < [ — pan][ +0

dava |p|(K \ S)=0.Tedy € M.

Proto conv ext BXH'” C M. Na druhou stranu, mdme-li u € M a S = {x,; n € N} C K je
spocetnd takovd, Ze |p|(K \ S) = 0, mizeme psat p =y o | u({xn})ds,. Necht' p({x,}) = e’ pro

€[0,1] at, € [0,2m). Nyni sta¢{ pouZit metodu dikazu P¥ikladu [3]

Pro ¢ > 0 nalezneme k£ € N takové, Ze r = Zk r, > 1—¢c.Pokudr =1, je p € convext By.

n=1
Jinak vybereme z € K \ {x1, ..., 2} apolozime v = % rped, + (1 —r)d, € convext By. Pak

n=1

=l < U Y - plen} el + (1= 1)[18]] < 2.

n=k+1
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O
PRIKLAD 8. Necht X = L;([0, 1]). DokazZte, 7e pak ext Bx = (.

RESENI. Necht f € Sx libovolnd je ddna. Polozme F(z) = [;|f|dA, a € [0,1]. Pak F je neklesajici
spojitd funkce, F'(0) = 0a F(1) = f01]f| d\ = ||f|| = 1. Necht y € (0,1) spliiuje F(y) = 3. Polozme
fl = 2fX[O,y) a f2 = 2fX[y,1]~ Pak

Y 1
If=2 [1n=1=2 [1fI=lal fitfe o f=50+ 0

Tedy f ¢ ext By.
O

PRIKLAD 9. UkaZte, 7¢ v R? existuje kompaktni konvexni mnoZzina K, pro kterou ext K neni F,
mnozina.

RESENI. UvaZujme spoetnou hustou mnozinu D = {¢,; n € N} v intervalu [0, 27] a funkci f: [0, 27] —
[0, 1] definovanou jako
1
o U=,
0=

0, jinak.

Necht’
L = {(cost,sint,z) € R* t € [0,27],|2| < f(t)} a K =convL.

Pak K je kompaktni konvexni mnozina. To bud plynout z Disledku FA.11.8, pokud dokdzeme, Ze L je
kompaktni mnoZina.

Zjevné je L omezend. UkdZeme, Ze je uzaviend. Necht' tedy prvky z* = (costy,sinty, z), kde ¢, €
0,27] a |21| < f(tx), konverguji k = = (x1, 72, x3) € R*. Diky kompaktnosti [0, 27| miZeme bez Gjmy na
obecnosti predpokladat, ze t,, — t € [0, 27]. Pak x; = cost a x5 = sint. Snadno se pfesvéd¢ime, Ze funkce
f spliiuje podminku f(¢) > lim sup,,_,.. f(tx). Z toho vSak plyne

3| = lim [z < limsup f(ty) < f(2),
—00

k—o0

takze x = (cost,sint,x3) € L.
Oznacime C = {(cost,sint,0); t € [0,27]} C K. Pak

CNext K ={(cost,sint,0); t € [0,2nr]\ D} a C\extK = {(cost,sint,0); t € D}. (1)

Vskutku, pro t = ¢, € D je bod (cos gy, sin ¢,, 0) sttedem tsecky o krajnich bodech (cos g, sin ¢,, %) a
(COS g, sin q,, — =), takZe (cos qy, sin gy, 0) ¢ ext K.

Pokud ¢t € [0, 27| \ D, definujeme funkci h((x1,x2, 23)) = 21 cost 4 x sint. To je spojitd afinni funkce
na K, kterd spliuje h((cost,sint,0)) = 1 a h(L \ (cost,sint,0)) < 1. Protoi h(K \ (cost,sint,0)) < 1
(protoze pokud méme = = > Nz; € K a h(z) = 1,kde (Aq,...,\,) € [0, 1]" spliiuji > " A\ = 1
a(xy,...,x,) € L", pak pro kazdé i = 1,...,n nutné plati h(z;) = 1 a tedy dle pfedchoziho mdme
x; = (cost,sint, 0), takze vidime Ze = = (cost,sint, 0)). Z VEéty FA.11.16 nyni plyne, Ze (cost,sint,0) je
extremdlni bod K.

Z formule (1)) nyni plyne, Ze ext K neni F, mnoZina. Vskutku, kdyby tomu tak bylo, jsou dle Ptikladu
mnoziny C' Next K a C'\ ext K dvé€ husté disjunktni G5 mnoZiny v dplném metrickém prostoru C, coZ je
spor s Baireovou vétou.

O
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2. Svazy vektorovych topologii

PRIKLAD 10. Necht' X je vektorovy prostor, M C X* je podprostor oddélujici body X a u(X, M)
Mackeyova topologie. Dokazte, Ze pokud je u(X, M) metrizovatelnd, pak M lze pokryt posloupnosti
absolutné konvexnich (M, (X ))-kompaktnich mnoZin v M (zde e: X — M* je kanonické vnotent).

RESENI. Necht' (X, M) je metrizovatelna topologie. Pak M = (X, (X, M))* a existuje spocetna baze
okoli 0, feknéme {U,;; n € N}. Bez Gjmy na obecnosti miZeme ptredpokladat, ze {U,} je nerostouci
posloupnost. Dle Véty FA.6.115 jsou mnoziny US = {m* € M; |m*(z)| < 1,z € U,} 0(M,e(X))-
kompaktni a dle Tvrzeni FA.6.109 jsou absolutné konvexni. Navic M = J 7, U?. Vskutku, je-li m* € M =
(X, (X, M))* dano, pak hleddme n € N spliiujici m* € U?. Kdyby takové n neexistovalo, nasli bychom
vektory z,, € U, spliijici |m*(x,)| > 1, n € N. Pak ale z,, — 0 v (X, M), ale pfitom m*(z,) - 0, coz
nelze.

O

PRIKLAD 11. Necht' (X, 7) je lokdlné konvexni prostor. Uvazujme na (X, 7)* topologii 3 stejnomérné
konvergence na omezenych mnoZindch X, tj. topologii generovanou pseudonormami pg(f) = sup,cz|f(z)],
B C X omezena. DokaZte, Ze plati nasledujici.

(a) Topologie 3 se nezméni v piipadé, kdy na X uvazujeme lokdlné konvexni topologii 7’ spliujici (X, 7)* =

(X, 7).

(b) Je-li (X, 7) = (X, ||-|]|) normovany prostor, je 3 normova topologie na X *.
(c) Je-li X normovany prostor, pak (X*, §)* = (X)) pravé tehdy, kdyz X je reflexivni.

RESENI. (a) Stadi ukdzat, Ze T-omezené mnoZiny splyvaji s 7/-omezenymi mnoZinami. Aviak podle
Véty FA.6.94 plati pro B C X ekvivalence

B je T-omezend < Bje (X,o0(X, (X, 7)%))-omezend < B je (X,o(X, (X, 7)"))-omezend
& B je 7'-omezend.

(b) Necht’ 7. zna¢i normovou topologii na X*. UkédZeme, Ze 7).-okoli 0 splyvaji s S-okolimi 0. Necht’
tedy U = U(0, r) je normové okoli 0. Pak

U={fe X% sup|f(@)] <r}={f € X" pr.(f) <7}
reEbXx
kde pp, je pseudonorma generovand omezenou mnozinou Bx. Tedy U € .
Obriacené, je-li U okoli 0 v topologii 3, dle definice existuje € > 0 a omezené mnozZiny By, ..., B, C
X spliujici
{fe X" pp,(f) <e,i=1,...,n} CU.

Necht’ 7 > 0 spliiuje |J;_; B; C B(0,7). Pak koule U(0,%) C {f € X*; pp,(f) <e,i=1,...,n}.
Vskutku, je-li f € U(0,%)ai € {1,...,n} ddno, pak

€
sup|f(z)] < sup |f(z)[ =7 sup |f(z)] <r[lf|<r-=¢
z€B; z€B(0,r) z€B(0,1) r
Tedy U je normové okoli 0.
(c) Je-li X reflexivni, je (X*, 5)* = (X*, ||-|)* = X™* = ¢(X) dle definice reflexivity. Obracené, pokud
e(X) = (X% 0)" = (X*|])* = X**, je X reflexivni z definice.
O

PRIKLAD 12. Necht' (X, ||-||) je normovany prostor a B3 je neprdazdny systém omezenych mnoZin v X.
Necht’ 7 je topologie na X* generovana kolekci pseudonorem {pp; B € B}, kde pp(f) = sup,cz|f(2)|.
Dokazte, zZe pak

(X*,7)* = span U aconv 5(B)U(X**’X*).

BeB
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RESENI. Necht B € Ba F ¢ aconva(B)a( o je dano. UkdZeme, Ze |F| < pp na X*, z ¢ehoz
T-spojitost F' plyne. K tomuto tcelu staci ukazat, Zze pokud pro néjaké f € X* plati pp(f) < 1, pak i
|F'(f)| < 1. Pfedpoklddejme tedy, Ze tomu tak neni, tj. Ze existuje f € X* spliujici pp(f) < la|F(f)] > 1.
ProtoZze ale plati z Véty o bipolare FA.6.110

o (X**,X™*)

F € aconve(B) = ((e(B))o)°
af e (e(B))oje|F(f)] < 1. To je vsak ve sporu s nas§im pfedpokladem. Proto plat{
cht&li. Tim jsem ovéfili inkluzi span |,z aconve(B) ) C (X*,7)".
Necht nyni F' € (X*,7)* je ddno. Pak F~!(Bk(0,1)) je 7-koli 0, takZe existuji ¢ > 0 a mnoZziny
By, ..., B, € Btakové, Ze plati
Upp,oopine = 1 € X% pp.(f) <eyi=1,...,n} CUpa = FH(Bk(0,1))

Stejné jako v Tvrzeni FA.11.28 nalezneme F, ..., F, € (X*)* splijici F' = [} +---+ F,a|F;| < 1
na Up, o, 0 = 1,...,n. Tedy leFi] < 1na Upp, 1, takZe jako vySe odvodime pomoci véty o bipoldre
O.(X**7X*) O-(X**7X*)

F| < pp jak jsem

eF; € aconve(B;) . Tedy I’ € span|J gz aconve(B)

O

PRIKLAD 13. Necht’ (X, ||-||) je normovany prostor a BB je systém vSech spocetnych omezenych mnoZzin v
X. Necht' 7 je topologie na X* generovand systémem B jako v Pfikladu[12] DokaZzte, Ze pak plati nasledujici.

(@) Plati =(X) | C (X*,7)* C X**.
(b) Pokud X je separabilni, je 7 normova topologie na X*.
(c) Pokud X je neseparabilni, je 7 ostfe slabsi neZ normova topologie.

(d) Pokud X = ¢o(I"), kde I je nespocetnd, pak (X*,7)* = {z € £ (T'); supp z je spoletny }.

RESENI. (a) Je-li {z,,} C X posloupnost splitujici £(z,) — =** € X**, pak pro omezenou spoletnou
mnoZinu B = {z,,; n € N} € B dle Pfikladu [12] plati

J(X**,X*)

e E(B)”.H C aconv &(B) C (X", 1)~

Tedy (%) ¢ (X*, r)*. Dle Pitkladu[12]viak také mdme (X*, 7)* C X**.

(b) Je-li X separabilni, je kazdd omezend mnoZina B C X separabilni, takZe lze nalézt spocetnou Cz C B
spliiujici B C Cp. Pak pp = pc, na X* diky hustot¢ Cp v B, takZe je topologie 3 stejnomérné
konvergence na omezenych mnozindch stejnd jako topologie 7 stejnomérné konvergence na spocetnych
omezenych mnoZindch. Dle Pfikladu [IT[b) je v§ak 5 normova topologie.

(c) Uvazujme U = U(0, 1) v X*. Pak U je normové okoli 0, které neni 7-okoli 0. Vskutku, kdyby tomu tak

bylo, existuji By, ..., B, € Bac > 0takové, Ze Uy, .,y C U.Necht Y = span|J, B; C X. Pak

-----

.....

U neni 7-okoli 0.
(d) Mdme X* = ¢1(I') a X** = {(T). Necht z € ((T') je prvkem (X*, 7)*. Dle Pfikladu [12] existuje

—————————(leo ()¢ ) . . o < o -
B € B spliiujici z € aconv e(B) (=) I(F). JelikoZ je B separabilni, existuje C' C B spocetnd hustd

v B.Pak IV = UcecB supp c je spocetnd podmnoZzina I', a vzhledem k hustoté C'z v B plati pro kazdé

o (loe (1), ta (T Y
x € B vztah suppx C I". Jelikoz z € aconve(B) (=AM a prvky aconv e(B) maji téZ nosi¢ v [,

je nosi¢ z také v I (w*-konvergence totiz implikuje bodovou konvergenci).

Necht’ nyni z € /. (I") ma spoetny nosi¢ I'' C I'. PiSme IV = {v;; i € N} a uvaZujme prvky
Jeliko? viak bodova topologie splyva na koulich v /. (T") s topologii w* (bodova topologie je slabsi nez
w* a je Hausdorffova, takze zavér plyne z Véty FA.6.115), konverguje {2z} k z i v topologii w*. Dle
Pfikladu [12]je tak z € (X*, 7)*.

O
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PRIKLAD 14. Necht' X = ¢ s topologii 7, bodové konvergence na N. DokaZte ndsledujici tvrzeni.

(a) Plati M = (X, 7,)" = coo v ndsledujicim smyslu: Kazdy spojity funkciondl f € (X, 7,)* je jednoznacné
uren prvkem y € ¢y tak, ze f(z) =Y 2, zy;, x € X.
(b) Plati o(X, M) = 7, = (X, M).

RESENI. (a) Topologie 7, na X je generovdna pseudonormami p,(z) = |z(n)|,z € X,n € N. Tedy
je 7, na ¢y metrizovatelnd. Zjevné kazdy prvek cqy generuje spojity funkcional na (X, 7,,). Je-li nyni
fe(X,m)" existuje ny, ..., ny, € Nae > 0takové, Ze Uy, |, e C Ujsp1- Jako v Tvrzeni FA.11.28
nalezneme f; € X* takové, 7e f = fi +---+ foa|fi| < 1na Up,, - Z Lemmatu FA.6.80 odvodime, Ze
fi(x) = ep,x(n;), x € X pro n&jaké ¢,,, € K. Tedy prvek y = Zle Cn;€n; € Cop Teprezentuje f ve vyse
uvedeném smyslu.

(b) Dle Disledku FA.11.33 plati 7, = p(X, M). Z definice je o (X, M) C 7, z popisu M vSak zjevné plyne
T, C o(X, M).

O

PRIKLAD 15. Necht' X = cy(I") s topologii 7, bodové konvergence na I', kde I je nekone¢nd. Dokazte
nasledujici tvrzeni.

(a) Necht” A C X je 7,-kompaktni konvexni mnoZina. Pak span A ma kone¢nou dimenzi.
(b) Existuje 7,,-kompaktni mnoZina A C X, jejiZ linedrni obal md nekonecnou dimenzi.
(c) Existuje 7,-kompaktni mnozina A C X takovd, Ze conv A™ neni kompaktni.

RESENI. (a) Pfedpokladejme bez djmy na obecnosti, e 0 € A. Necht’ span A nema kone¢nou dimenzi.
Pak induktivné nalezneme x,, € A a ~,, € I takové, Ze x,,(7,) # 0 a xx(~,) = 0 kdykoliv k£ < n.
Nejprve vybereme libovolné z; € A nenulové a k nému nalezneme ~; € I spliiujici x1(7y1) # 0. V
obecném n + 1-kroku uvazime [V = U?:l supp x;. JelikoZ span A ma nekonecnou dimenzi, existuje
Tn1 € A spliujici supp x,41 ¢ I”. Necht’ 7,41 € I'\ IV je vybréano tak, aby x,,+1(7V,+1) # 0.
Maéme-li konstrukci zdarné za sebou, induktivné nalezneme ¢isla v, € (0, 1), n € N spliiujici
> Lian <1,
e suma » -~ &, konverguje v normé v ¢o(I'),
e pro kazdé m € N plati nerovnost 3~ i |Tn (Vim)| < Q| T (i) |-
Nyni polozime z = > 7 a,zy, € co(I) @z, = > anz, € A, m € N (pfipomenime, ze 0 € A).
Pak z,, — x v normé, a tedy i v topologii 7,,. K dokonceni diikazu nyni staci ukazat, ze = ¢ coo(I').
(MnoZina A pak neni 7,-kompaktni, nebot’ jediny 7,-hromadny bod posloupnosti {z,, } je x.)
Necht' m € N je libovolné. Pak z(~,,) # 0, nebot’ z volby koeficientti a konstrukce prvki x,, plyne

(V) = Z T (Ym) = QT (Ym) + Z A (Ym) # 0.

n=1 n=m+1

Tedy = nema konecny nosic.
(b) Zvolme prostou posloupnost {,,} C I'auvazujme A = {0} U {e,,; n € N}. JelikoZ e, = 0 v 7, je
A 1,-kompaktni. Zjevné v§ak span A neni kone¢nédimenzionalni.
(¢) Pro dukaz sta¢i uvazovat mnozinu A z bodu (b).
O

PRIKLAD 16. Necht' X = cyo(I") s topologii 7, bodové konvergence na I', kde I" je nekone¢nd. Dokazte
nasledujici tvrzeni.

(a) Plati M = (X, 7,)* = coo(I") v ndsledujicim smyslu: Kazdy element f € (X, 7,)* je jednozna¢né urcen

prvkem y € coo(I') tak, Ze f(z) = > rx(v)y(7), z € X.
(b) Plati (X, M) = 7, = (X, M).

RESENI. (a) Zjevné kazdy prvek coo(T") generuje spojity funckional na X. Pro diikaz obricené inkluze sta&i
postupovat stejné jako v Piikladu [[4]
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(b) Rovnost o(X, M) = 7, je zjevnd (podobné& jako v Piikladu[14). Nyni chceme ukazat, Ze net {z;} C X
konverguje v 7, k x, pravé kdyz x; — x v u(X, M). Zjevné plati, Ze konvergence netu v (X, M)
implikuje konvergenci v pivodni topologii 7.

Pokud z; — x bodové a pseudonorma p je jedna z generujicich pseudonorem pro topologii 1(X, M)
z Véty FA.11.35, tj. p je tvaru p = pg, kde K C M je o(M,e(X))-kompaktni absolutné konvexni.
Jelikoz o (M, (X)) je topologie 7, na M, dle Pfikladu [15| je dimenze linedrniho obalu K kone¢nd.
Tedy existuje konecna I'' C I' takovd, Ze suppy C I' pro kazdé y € K. Jelikoz je [ konecna, plati
|zi [0 — 21 ][eory = 0. MnoZina K je vSak 7,-omezend, a tedy (z kone¢nosti I'') i ||-||¢, (r/)-omezena.
Proto

pr(zi —x) = sup|f(z; — z)| < (Suprllel(r')) i lr = @l |l eo(rry — 0.
feK fEK

Tedy z; — = v Mackeyové topologii.
g

PRIKLAD 17. Necht X = ¢,(I') s topologif 7, bodové konvergence na I'. Dokazte ndsledujici tvrzeni.

(a) Plati M = (X, 7,)* = coo(I") v nasledujicim smyslu: Kazdy element f € (X, 7,)* je jednoznacné urcen
prvkem y € coo(I) tak, ze f(x) = Zverx(v)y(’y) r e X.
(b) Mnoziny omezené v o (M, (X)) jsou pravé mnoZiny omezené v normé .. (I).

(c) Topologie o(M, (X)) je na omezenych mnozinach v ¢, (I") rovna topologii bodové konvergence.
(d) Plati o(X, M) = 7, = u(X, M).

RESENI. (a) Sta&f postupovat obdobné jako v Piikladu
(b) Je-li B C M omezend v normé prostoru /.. (I"), je zjevné omezend i v topologii (M, e(X)). Vskutku,
je-li x € X déno, je

suple(xz)(y)| = sup|y(z)| < [l - Supl|y||z ) < +oo.
yeB yeB

Obracené, je-li B C M C X* = ((I") o(M, (X ))-omezend, jednd se o w*-omezenou podmnoZinu
U+ ("), kde w*-topologie je topologie o (£ (F) ¢1(T")). Z Tvrzeni FA.6.97 plyne normova omezenost B
v prostoru /., (I").

(c) Je-li B C M o(M,e(X))-omezend, je dle (b) omezend v normé prostoru /,(I'). MnoZinu B tak lze
obsdhnout néjakou uzavienou kouli C' prostoru /., (I"). Ta je vSak w*-kompaktni dle Véty FA.6.115.
Topologie 7, na C je pak slab$i nez w* a je Hausdorffova, tedy w* = 7, na C', a proto i na B.

(d) Rovnost (X, M) = 7, plati diky popisu z (a) (obdobné& jako v Pfikladu [14). Rovnost 7, = (X, M)
pak plyne z popisu 7,,-kompaktnich absolutné konvexnich mnozin v M = cy(I") z Pfikladu (15} staci
postupovat analogicky jako v Ptikladu [I6]

O

3. Topologie w;

PRIKLAD 18. Necht' X =/, p € [1,00) a X* = {,, kde ¢ je sdruZeny exponent k p. Necht’ {a, } C K
je posloupnost nenulovych Cisel. Necht’ e, n € N znaci bazové vektory v X*. Dokazte, Ze plati ndsledujici.
(a) Plati a,e; Y0 pravé tehdy, kdyZ {a,} je omezena posloupnost.

(b) Plati 0 € {ane’; n € N} K pravé kdyz lim inf,, . |a,| < 4+o0.
(c) Plati 0 € {anei; n € N}, pravé kdyz {an} ¢ X.

TL?
(d) Existuje spocetnd w*-hustd mnoZina v X", ktera je wy;-uzaviena.

RESENI. (a) Necht' {a,} je omezend a z € X je dano. Pak a,c’(z) = a,x(n) — 0, a tedy a,e’ — 0 ve
w*-topologii.
Pokud {a,e*} konverguje k 0 ve w*-topologii, je dle Tvrzeni FA.6.97 normové omezena. JelikoZ
|anes| = |an|, je posloupnost {a, } omezena.
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(b) Necht’ liminf,,_,|a,| < M < 4o00. Chceme ukdzat, Ze kazdé w;'-okoli 0 obsahuje né&jaky prvek a,e}

Necht’ tedy K71, ..., K,, jsou mnoziny v X sestdvajici z posloupnosti prvka konvergujici v normé k 0 a
Upi,seopicy = J€ dané wy-koli 0. JelikoZ posloupnosti v mnoZinach Ky, . .., K, koverguji k 0, existuje

konecnd mnozina ' C K U---U K, takovd, Ze ||z|| < 57 prox € K;U---UK,, \ F. Necht ng € Nje
zvoleno tak, aby |z(n)| < 57 prox € F'an > ng. Nyni uvazujme n € N spltiujici n > ng a |a,| < M.
Pak proxz € K; U --- U K, plati

|aner ()] = lanl[z(n)| {

<laglllz]| < My =¢, v€ KiU---UK, \ F,
< lan|i7 <, x € F,

.. Tedy 0 € {aye;; n € N}wf;

n’

takze ane;, € Upy. .. pi,,
Necht’ lim 1nfnﬁoo\an\ = lim, ,|a,| = +o00. Pak mnozina K = {ien; n € N} sestdvd z
posloupnosti konvergujici v normé k nule, takZe pseudonorma pg je generujici pro topologii wy,. MnoZina

U, 1 neobsahuje Zadny vektor z mnoZziny {a,e}; n € N}, nebot’

ni

pr(aney,) > lanen( ien)| =1

Proto 0 ¢ {a,ei; n € N}w;

(c) Pokud z = {;-} € X, w*-okoli U, 1 neobsahuje Zidny z vektori {a,c;,; n € N}, nebot’
1
|anen, ()| = an—ey(en) = 1.
Obracené, necht’ x = {%} ¢ X a U je w*-okoli 0. Pak existuji prvky z1,...,2, € X ae >0
spliwjici Uy, p,, e C U. Pak je mnoZina

M={meN; |lapz;(m)| <e,i=1,...,n}
nekonecna. Vskutku, kdyby byla konecn4, existuje my € N takové, Ze pro kazdé m > mg existuje
im € {1,...,n} spliujic .. (m)| > e. Pak pro kazdé m > m, plati odhad

S S 2 (fn(m)] 4 fra(m)),

coz ale implikuje x € X, tj. spor. Proto je M nekonecnd, takze existuje m € N spliujici a.e;, €
U,

Pzqs--sPxpn €

(d) JelikoZz X je separabilni, je X* w*-separabilni. Vskutku, necht’ {x,; n € N} je spoCetnd normové hustd
mnoZina v By a C' = {z}; n € N} C Bx- splituje |z},(z,,)| > 3, n € N. Pak span C" = X*. Kdyby

tomu totiZ tak nebylo, existuje dle Hahnovy-Banachovy véty x € S, které lezi v C'; . Necht' n € N je

zvoleno tak, 7e ||z, — || < . Pak nerovnosti

1 . . . 1 1
5 S lzalza)l < 5 (2n) — 2 (@)] + fan(@)] < llzallllon -2l +0<1- 2 4+0=7
davaji spor.
Necht' tedy {x}; n € N} je w*-hustd mnozina v X* a {a,, } je posloupnost kladnych ¢isel konvergujici
do +oo takovd, Ze {i} ¢ X.Polozme

D = {z; + arey; n, k € N, ||z, + arey|| > n}.
Pak D je spocetnd mnoZina, jeZ je w* husta K tomu staci ovéfit, Ze kazdé x) lezi ve w*-uzdvéru D. Z (c)

vSak plyne, 7ze 0 € {akek, k> ko} pro kazdé ky, € N. Necht’ tedy U je w*-okoli z. Pak existuje V/,
w*-okoli 0 takové, ze ) +V C U. JelikoZ a), — +00, lis{ se mnozina {z, + axe}; k € N} od mnoZiny
{z} +ager; ||k + are; H > n} pouze v kone¢né mnoha elementech. Dle (c) tak existuje k € N spliiujici

|2 + apel|| > n takové, Ze ape), € V. Tedy 2% + agef € % +V C U, takze 2 € D"
Déle D je wy-uzaviend, nebot’ pro kazdé ny € N je mnoZina D M ngBx~ konecna Vskutku, plati

{(n,k) € N* 2 + are; € DNngBx-} C {(n, k) € {1,...,n0} xN; ||aF + apef| < no},
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pficemZ posledni mnoZina je konecnd diky faktu a; — +00. Z tohoto faktu jiz konec¢nost mnoZiny
D N nyBx- plyne.
O

PRIKLAD 19. Necht' X = ¢y, a X* = ¢;. Necht’ {a,,} C K je posloupnost nenulovych ¢isel. Necht' e,
n € N znaci bazové vektory v X*. Dokazte, Ze plati nasledujici.

(a) ane’ Y0 pravé tehdy, kdyZ {a, } je omezend posloupnost.
(b) Plati

0 € {ane:; n €N} " =0 € {aner;

n? n’

neN} & liminfla,| < +oo.
n—oo

RESENI. (a) Dikaz je analogicky ditkazu P¥ikladu [18]a).
(b) Je-li 0 € {aner; n € N}wb, plati 0 € {a,ex; n € N}w , nebot’ topologie wy; je jemné&jsi neZ w*.

n? n?

Pokud 0 € {a,ei; n € N}LU , pak lim inf,,_, |a,| < +00, nebot’ v opacném piipadé je v = {%} €
co aw™-okoli U, 1 = {y € {1 1> re; z(k)y(k)| < 3} neprotind mnoZinu {a,e}; n € N}, nebot’ pro
kazdé n € Nmdme | -, z(k)aye, (k)| = |a,z(n)| = 1.

Pokud liminf, ,..|a,| < M < +oo, chceme ukazat, Ze kazdé w;-okoli 0 obsahuje néjaky prvek
anper. Necht tedy K1, ..., K, jsou mnoZiny v X sestdvajici z posloupnosti prvkii konvergujici v normé k
0aUpy,,..px,, < J& dané wi-koli 0. JelikoZ posloupnosti v mnozinach K7, . . ., K, koverguji k 0, existuje
kone¢nd mnoZina F' C K, U---U K,, takov, Ze ||z|| < 57 proz € Ky U---U Ky, \ F. Necht ny € N
je zvoleno tak, Ze |x(n)| < 47 pro x € F' an > ng. Nyni uvazujme n € N spliujici n > ng a |a,| < M.
Pak prox € K; U ---U K, plati

<lanlllzl| < M55 =¢, v€KiU--- UK, \F,
<lan|y7 <, r €F,

|ane, ()] = lan|z(n)| {

.. Tedy 0 € {ayei; n € N}w;.

n

y *
takze a,e; € UpKl,.,,7me7

PRIKLAD 20. Necht' X je nekone¢néromérny normovany linedrni prostor. Dokazte nasledujici.
(a) Na X™ je topologie wy, je striktné silnéjSi nez w*. ) )
(b) Je-li X separabilni, existuje spoetna C' C X* takovd, 220 € C° \ C " ".

RESENI. (a) Pomoci Rieszova lematu FA.1.63 zkonstruujeme linedrné nezédvislou mnoZzinu vektord {z,,;
n € N} C Sx.Pak K = {#=; n € N} je mnoZina sestdvajici z posloupnosti konvergujici k 0, takZe
mnoZina

V= {f € X5 suplf(2)] £ 1} 5 Upes
ne

je wy;-okoli 0.
MnoZzina V' vSak neni w*-okoli 0. Je-li totiz U libovolné w*-okoli 0, existuji y1,...,y, € X aec >0
takové, Ze Upylj_,”pymjs C U. Pak ovSem Upy1 ..... Py o€ ¢ V. Vskutku, kdyby tomu tak bylo, pro kazdé
n € N pak plati , Ze funciondl ,,, je omezeny na [);~, Ker y;, tedy je tam nulovy. To by ale znamenalo,
Ze vSechny vektory z,, lezi v linedrnim obalu mnoZziny {y1, ..., Ym }, coZ je vzhledem k jejich linedrni
nezavislosti nemozné. Proto V' neni w*-okoli 0. i
(b) Uvazujme mnoZinu V' z bodu (a). JelikoZ 0 neni w*-vnitinim bodem V, plati 0 € X* \ V" . Jeliko? je

XNV ={f € X% supl ()| > n} = | J{f € X5 [f(@a)] > n)
ne n=1
w*-oteviend mnoZina a X * je w*-separabilni (vizte Priklad d)), je mnozina X* \ V w*-separabilni.
Vyberme C' C X* \ V spoletnou w*-hustou mnozinu. Pak C je hledand mnoZina.
O
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PRIKLAD 21. Necht' X je separabilni Banachdv prostor a A C X*. Dokazte, Ze pak
U ANrBx" = {f € X7; existuje {f,} C A takovi, Ze f,, N ft

r>0

RESENI. Je-li {f,} C A posloupnost w*-konvergujici k f € X*, jedn4 se o normové omezenou posloupnost
diky Tvrzeni FA.6.97. Tedy existuje r > 0, ze {f,} C AN rBx-.
Pokud f € ANrBx- pro n&aké r > 0, vyuZijeme metrizovatelnosti topologického prostoru
(r Bx~, w*) k nalezeni posloupnosti { f,,} C AN rBx-, kterd w*-konverguje k f.
O

4. Slaba kompaktnost

PRIKLAD 22. DokaZzte nésledujici tvrzeni.
(a) Prostor SN je kompaktni, ne vSak sekvencidlné¢ kompaktni.
(b) Prostor SN\ {z}, kde z € SN\ N, je spocetné kompaktni, ale ne kompaktni.
(c) Naleznéte piiklad relativné spocetné kompaktni mnoZziny, jejiZ uzavér neni spocetné kompaktni.

RESENI. (a) a (b) jsou zndmé piiklady, vizte [?, Example 3.10.18].
(c)Necht T' = |J;~, ', kde {T',,} je disjunktni posloupnost nespocetnych mnozin, a

E = {f: I'—R; IneN: suppfn | J ijespoéetn}’/}.
(Zde supp f = {y € I'; f(v) # 0}.) Uvazujme na F lokdlne konvexni topologii danou pseudonormami
f—=1f()], v €T, t. topologii bodové konvergence. Pak je mnoZzina

A ={f € E; supp f spotetny, || f|loc <1}
sekvencidlné kompaktni. UvaZzujeme-li totiZ posloupnost { f,,} v A, existuje spoCetnd I" C T takova, Ze
fn=0naT \ I pro kazdé n € N. Tedy { f,,} 1ze uvaZovat jako posloupnost v kompaktnim metrizovatelném
prostoru [—1,1]"", a proto z ni Ize vybrat bodové konvergentni podposloupnost. Jeji limita bude zfejmé
prvkem A.

v , o v .
Na druhou stranu, uzavér A~ v E neni spocetné kompaktni, nebot’

—E
A ={fek|flle<1}.
A tato mnoZina obsahuje posloupnost { f,} = {xr_, r, }, coZ je posloupnost konvergujici bodové k funkci

xr- Tedy { .} nemd hromadny bod v E a A" neni spocetné kompaktni.
g

PRIKLAD 23 (Kaplansky). Necht' K je takovy topologicky prostor, Ze K" je Lindelofiv pro kazdé
n € N. DokaZte, Ze pak (C(K),7,) m4 spocetnou t&snost, tj. pro kazdou A C (C(K),7,) a f € A existuje
spocetna C' C A splitujici f € C.
RESENI. Necht' f € A je dano. Necht m, k € N jsou pevné. Pro kazdou k-tici F* = (z,...,2;) € K*
uvazujme 7,-okoli f definované jako {g € C(K); |g(x;) — f(z;)] < &,i=1,...,k}. Necht f,, pn € A
leZi v tomto okoli. Pak V,, ;v = {z € K; |fo pr(z) — f(z)| < L} je oteviend mnoZina v K obsahujici
prvky F*, atedy V,, pr X -+ x V,, pr je okoli F* v K*. Diky Lindelsfové vlastnosti K* existuje spocetnd

o-kriit
F C K" takova, ze
K* | JVipr X -+ X Vi s F¥ € F}.
PoloZme
C = {fmre; mkeNFFeF}.
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Pak C' C Aje spodetnd a f € C. Vskutku, necht k € N,e > 0a (yi,...,y:) € K* jsou ddny. Nalezneme
m € N spliujici % < eaF* e Ftakovou, Ze (y1,...,Yk) € Vippr X - -+ X V,, pi. Pak mdme

o) = S < <2, i€ {1, kY,

atedy f € C.
g

PRIKLAD 24. Necht' K je kompaktni Hausdorftv prostor a A C (C(K), 7;,) je kompaktni a separabilni.
Dokazte, Ze pak A je metrizovatelna.

RESENI. Necht D = {f,; n € N} C A je spoetnd hustd a ¢: K — KN je definovéno jako op(z) =
{fn(x)}22,. Pak L = ¢(K) je metrizovatelny kompakt a J: C'(L) — C(K) definované jako Jg = g o ¢
je izometricky *-izomorfizmus C(L) do C(K) (Pfiklad 9.16)), ktery je navic 7, — 7, homeomorfizmus.
Vskutku, net {g;} C C'(L) konverguje ke g € C'(L) v topologii 7, pravé kdyz ¢;(y) — ¢(y), y € L, coZ je
ekvivalentni s tim, Ze g;(¢(z)) — g(v(z)), z € K.

Dile plati, Ze A C J(C(L)). Vskutku, dle Pfikladu[9.16(a) stali ov&fit, Ze kazd4 f € A je konstantn{
na vzorech ¢~ 1(y), y € L. Necht tedy z,2’ € K spliuji ¢(z) = ¢(2'), §j. fulz) = f.(2') pro kazdé
n € N. Pak z hustoty D plyne f(z) = f(z'),atedy f € J(C(L)). Mnozina A’ = J~}(A) C C(L) je pak
Tp,-kompaktni. JelikoZ je L metrizovatelny kompakt, je separabilni, takZe obsahuje spocetnou hustou mnoZinu
C' ={l,; n € N} C L. Uvazujme na A’ topologii 7¢-bodové konvergence na C, tj. topologii generovanou
pseudonormami g — |g(l,,)|, g € A’, n € N. Topologie 7 na A’ je metrizovatelnd a je slabsi nez 7,. Tedy
na kompaktu A’ plati rovnost 7c = 7, a tedy je 7, na A’ metrizovatelna. Tim padem je metrizovatelna i
mnoZzina A.

O

PRIKLAD 25. Necht K = {0} U{2e,; n € N} C (coo, ||-||so). Dokaite, Ze pak K je kompaktni (a tedy
slabé kompaktni) mnozina v (cqo, |||/« ) takovd, Ze aconv K neni slabé kompaktni.

RESENI. Zjevné vektory z, = %en spliuji z,, — 0, takZe K je kompaktni mnozina. UvaZzujme prvky
yr € aconv K, k € N definované jako

1 n 1 1 n 1 n 1 T 1 n 1
=z = —x1+ =T, ... = X1+ -To+ X3+ + ——Tp 1+ Tk, ---.
1 1 Y2 o1 T 52 v Yk o1 T g2 Qs ok—1 Vk=1 T 5p =7 Vks
Pak zZadna podposloupnost {y; } nema slabou limitu v co. Vskutku, pro y € c¢oo mame suppy C {1,...,n—
1} pro néjaké n € N. Pak ale pro kazdé k > n plati
1
yr(n) = onp

takZe pro kazdou podposloupnost {y,, } mame limy_, y,, (1) # y(n) = 0, tj. y neni slabd limita podpo-
sloupnosti {yy }. Dle Eberleinovy-Smuljanovy véty tak dostdvdme, Ze aconv & neni slab& kompaktni.
O

V zavéru této kapitoly se budeme vénovat andélskym prostordm.

PRIKLAD 26 (And&lské prostory). Necht' X je Hausdorffiv topologicky dplné reguldrni prostor. Rek-
neme, Ze X je andélsky, pokud pro kazdou A C X relativné spocetné¢ kompaktni mnoZinu plati
(1) A je relativné kompaktni;
(2) pro kazdé x € A existuje posloupnost {z,,} v A konvergujici k .
Dokazte nésledujici tvrzeni.

(a) Kazdy metrizovatelny prostor je andélsky.
(b) Je-li X andé@lsky, pro A C X plati nasledujici:
(i) A kompaktni < A spocetné kompaktni < A sekvencidlné kompaktni.
(i1) A relativné kompaktni < A relativné spocetné kompaktni < A relativné sekvencidlné kompaktni.
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RESENI. (a) Vizte [?, Theorem 4.1.17].

(b) Krok 1. Nejprve ukazeme, Ze je-li A kompaktni, je i sekvencidlné kompaktni. Vskutku, necht’
{z,} C A je dand posloupnost. Pokud se né&jaké z,, opakuje v posloupnosti {x, } nekoneéné krat, z {z, }
1ze zjevné vybrat konvergentni podposloupnost. Bez ijmy na obecnosti Ize tak predpokladat, Ze posloupnost
{z,} je prostd, tj. Zddny prvek se v ni neopakuje. Pak z kompaktnosti A dostdvame, ze B = {z,,; n € N}
je relativné spocetné kompaktni a nalezneme hromadny bod = € A posloupnosti {z, }. Pokud = = z,, pro
n&jaké m € N, je x € {x,; n > m}, coz diky vlastnosti (2) znamend existenci posloupnosti {yx} C {x,;
n > m} konvergujici k . Pak pro kazdé k € N existuje n,, € N vEtsi jak m takové, Ze k = ny, tj. yr. = T, .
Jelikoz x ¢ {x,; n > m}, lze dal$im vybérem zafidit, Ze posloupnost {n;} je rostouci. Nasli jsme tak v
pfipadé = € B vybranou konvergentni podposloupnost z posloupnosti {x,, } konvergujici k = € A. Pokud
x ¢ B, opét z vlastnosti (2) existuje posloupnost {y;} C {z,; n € N} konvergujici k x. Pak pro kazdé
k € N existuje n;, € N takové, Ze k = ny, tj. yx, = x,, . JelikoZ x ¢ {z,; n € N}, 1ze dalsim vybérem zaiidit,
Ze posloupnost {ny} je rostouct, a stejné jako v prvnim piipadé jsme nalzeli konvergentni podposloupnost
pro posloupnost {x, }. MnoZina A je tak sekvencidlné kompaktni.

Krok 2. Nyni odvodime, Ze spocetné kompaktni mnozina A C X je kompaktni. Dle vlastnosti (1) vime,
7e A je relativné kompaktni, tj. A je kompaktni. Necht' z € A je d4no. Dle (2) existuje posloupnost {x,,} v
A konvergujici k x. JelikoZ A je spofetné kompaktni, existuje y € A hromadny bod posloupnosti {x,, }. Pak
alex =y € A, atedy A = A je kompaktn.

Nyni jiZz miZeme zdvodnit v§echny poZzadované implikace:

Ly Yo ,dle (1 oy , dle Kroku 1 .y c 1w
e A relativné spocetné kompaktni e:(> ) A relativné kompaktni “© = A relativné sekvencidlné kom-

paktni "= A relativng spocetné kompaktni;

oy , dle Kroku 2 . dle Kroku 1 A1 Y X
e A spoletn& kompaktni ©* ="~ A kompaktni ©* = A sekvencidlnd kompaktni "= A spoletn&

kompaktni.
O

PRIKLAD 27. DokaZte néasledujici tvrzeni.
(a) Je-li K spocetné kompaktni Hausdorffiv topologicky prostor, je (C'(K), 7,,) andélsky.
(b) Je-li X Banachuv prostor, je (X, w) andélsky.

RESENI. (a) Necht A C (C(K),T,) je relativné spoetné kompaktni. Dle Véty FA.14.20 je A relativng
kompaktni a pro kazdou f € A existuje podle Véty FA.14.21 posloupnost { f,} C A takova, ze f, — f.
Tedy A spliiuje (1) i (2) v Prikladu

(b) Dle Tvrzeni FA.14.19 je zobrazeni ® : (X, w) — (C((Bx-,w*)), 7,) definované predpisem ®(x) =
€21 By~ linedrni izomorfizmus do. Z (a) tak plyne andélskost (X, w).

O

PRIKLAD 28 (And¢€lské lemma). Necht' X, Y jsou Hausdorffovy tplné regularni prostory takové, ze
existuje spojité prosté zobrazeni p: X — Y. Necht A C X je relativné spocetné kompaktni a kazda
B C ¢(A) spliuje B

B ={y €Y; existuje {y,} C B splijici y, — y}.
Dokazte, Ze pak (A) je uzaviend vY a p: A — ¢(A) je homeomorfismus.

RESENI. Nejprve si uvédomime, Ze miizeme predpokladat vztahy X = AaY = p(A).
Krok 1. Déle vime, Ze posloupnost v topologickém Hausdorffové prostoru konverguje k z, pravé kdyz
kazd4 jeji podposloupnost ma = jako hromadny bod.

Krok 2. Pokud {x,,} je posloupnost v A, y € p(A) a ¢(z,) = v, pak y € o(A) az, — ().

Vskutku, vezméme dle prvniho kroku libovolnou podposloupnost {x,,, } posloupnosti {z,}. Pak {z,, }
ma hromadny bod x € A, a tedy je ¢(x) hromadny bod {¢(z,,,)}. Ale p(z,,) — y, a proto y = p(z) €
©(A). Krok 1 nyni davd z,, — ¢~ (y).

Krok 3. Je-li D C A, pak

o(D) C (D) ={y € Y; existuje {x,} C D spliujici p(z,) = y} C p(D),
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kde posledni inkluze plati diky Kroku 2.
Krok 4. Necht nyni C' C A je libovolnd uzaviend mnoZina. Chceme ukazat, Ze (C) je téZ uzaviena.
K tomuto téelu si poviimneme, Ze z regularity X plyne rovnost C' = (J{U; C C U, U oteviena}. JelikoZ
n4s predpoklad iikd A = X, plati pro kazdou otevienou U C X vztah U N A = U. Dle Kroku 3 a prostoté
© tak dostdvame, Ze

o(C) = ﬂ{gp(U); C C U,U oteviend} = ﬂ{gp(U NA); C CU,U oteviend} =

= ﬂ{g@(Uﬂ A),; C C U,U oteviend}

je uzaviend. Zobrazeni ¢: A — p(A) je tak homeomorfismus.

PRIKLAD 29. DokaZzte nésledujici tvrzeni.

(a) Necht ¢p: X — Y je spojité prosté zobrazeni tiplné€ regularniho Hausdorffova prostoru X do andél-
ského prostoru Y. Pak X je andélsky.
(b) Podprostor andélského prostoru je andé€lsky.

RESENI. Stadi pouzit Andélské lemma
O

PRIKLAD 30. Necht' K je Hausdorffiv topologicky prostor, ktery spocetnym sjednocenim kompaktnich
mnozin. Pak (C(K), 7;,) je and€lsky.

RESENI. (a) Pfedpoklddejme nejprve, ze K = 11,2, K, je disjunktnim sjednocenim kompaktnich prostort
K,.Necht A C (C(K), ) je relativné spocetné kompaktni. Pak pro kazdé = € K existuje -y, > 0 takové,
ze {f(x); f € A} C Bxk(0,7,) (v opatném piipadé by totiZ existovala posloupnost (f,,) v A spliujici
| fu(x)| — 00, atedy (f,) by nemohla mit 7,-konvergentni podnet). Tedy A C [],.x Bx(0,7.), takZe k
diikazu relativni kompaktnosti A staéf dokézat, 7e A C C(K). To vSak plyne z V&tyFA.14.21.

Vskutku, necht’ f € A je ddno. Chceme ukdzat, 7e f € C'(K). Vzhledem ke struktuie K stacf ukézat, Ze
flk, € C(K,) pro kazdé n € N. To vSak plyne z Véty FA.14.21, nebot’ mnozina A,, = {¢[k,; g € A} je
relativné spocetné kompaktni v C(K,,) a f |k, € A,.

Mnozina A je tak relativné kompaktni. Uvazujme libovolné f € A. JelikoZ je K" o-kompaktni prostor
pro kazdé n € N, je libovolnd mocnina K Lindel6fova. Dle Piikladu 23| existuje D C A spocetnd spliiujici
f € D.Pak D je separabilni kompakt. Nasim cilem je nyni ukazat, ze D je metrizovatelny.

Pro kazdé n € N uvazujme ¢,,: K,, — KP definované jako o, (z) = {d(z)}4ep. Pak L, = »(K,)
je metrizovatelny kompakt, a tedy v ném existuje spocetnd hustd mnoZzina B,,. Necht' C,, C K, je spo-
¢etnd mnoZzina splitujici ¢,(C,) = B, a C = J,—, C,. Pak topologie 7 bodové konvergence na C' je
metrizovatelna topologie na D slabsf neZ Tp, a tedy splyva s 7,.

Vskutku, je tieba dokdzat, ze pokud f,g € D spliuji f = g na C, pak f = g na K. UvaZzujme tedy
libovolné n € N. Pak dle Pfikladu existuji funkce f,, g, € C(L,) spliiujici flx, = fn o pn a
91k, = gn © ©,. Pak ovSem f,, = g, na B,,, coZ znamend f,, = g, na L,,. Tedy f|x, = glk,, coz dava
=g

Mnozina (D, 7,,) je tak metrizovateln4, a proto existuje posloupnost {f,,} C D C A spliujici f,, — f.
Prostor (C'(K), 7,) je tak and&lsky.

(b) Necht’ nyni K = J 7, K,,, kde {K,,} je posloupnost kompaktd. Uvazujme prostor L = [[>7 | K,,,
tj. disjunktni sjednoceni prostort K,,. Uvazujme zobrazeni ¢: (C(K),r,) — (C(L), ) definované jako
o(f)y) = f(y), kde y € K,, pro néjaké n € Na f € C(K). Pak ¢ je spojité prosté zobrazeni, coz dle
Prikladu [28|a ¢asti (a) znamend, Ze (C'(K), 7,) je andélsky.

0

PRIKLAD 31. Necht' X je metrizovatelny lokalné konvexni prostor. Pak (X, w) je andélsky.
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RESENI. Necht {U,; n € N} je spodetnd béaze okoli nuly v X. Pak polary {U°; n € N} tvoif posloupnost
w*-kompaktnich mnoZin, které pokryvaji X* (Véta FA.6.33). Tedy (C(X*),7,) je andélsky prostor dle
Prikladu[30] JelikoZ (X, w) C (C(X*), 7,) pomoci kanonického vnofent, je (X, w) and&lsky dle Piikladu[29]

O






Kapitola 12
Neomezené linearni operatory

1. Uzavrené operatory s spektrum

PRIKLAD 1. Necht H = {yae = (1,1,5,...) € H.Necht Dom T = coy + spane a T (z + ce) = ce,

x + ce € DomT'. Pak T je husté definovany a nemd uzaviené rozsiteni.

DUKAZ. JelikoZ coy C Dom T, je T husté definovany. Uvazujme prvky =, = (1,3,...,=,0,0,...) € copo.

Pak x, — ea Tz, = 0. Tedy (e,0) € graf T'. AvSak také (e, e) € graf T, takZe T nelze uzavfit.
O

PRIKLAD 2. Necht H = Ly(R) ag € H \ {0}. Necht DomT = L;(R) N Ly(R) aT f = ([ f) 9. Pak
Dom T* = {g}*, §j. Dom T™ neni husty v H.

DUKAZ. Zobrazeni f € Dom T »—> (Tf,h) = (Js f){(g,h) je spojité na Dom T pravé tehdy, kdyz (g, h) =
0. Vskutku, linedrni forma ¢( f fR f neni na DomT spojitd. Kdyby byla, existuje ¢ € H spliujici
e f=0(f)={f¢) = [ [® f € Dom T'. Pak v8ak snadno dostaneme p = 1, coZ je spor.

O

PRIKLAD 3. Necht’' T je uzavieny operator v H. Pak pro kazdé A € K je Ker(Al — T') uzavieny
podprostor.

DUKAZ. Necht' {z,} C Ker(Al — T') konverguje k € H. Pak Tx,, = \z,, — Az, takze (zp,, Tx,) —
(x, A\x). Z uzavienosti T pak plyne z € DomT a T'x = Az.

O
PRIKLAD 4. Necht' T je husté definovany uzavieny operétor v H. Pak o(T*) = {\; A € o(T)}.
DUKAZ. Mé&me \ € p(T), pricemZ chceme ukazat A € p(T*). Necht A = (\I —T)~' € L(H), pak
M-T)A=1 a AN -T)cCI.
Dle Tvrzeni FA.12.27 tak mame
AN -T=AN-TYCN-T)A*=I"=1 a (M -THA*=1.
Operitor A* je tak spojita inverze k \I — T*, takze € p(T%). B
Je-linyni A € p(T™), pak dle pfedchoziho je A € p(T**) = p(T) = p(T).
O

PRIKLAD 5. Ukazme, Ze existuje husté definovany operator 7' v H = /(5 takovy, Ze Dom T* = {0}.

DUKAZ. Necht {z,} jehustimnoZinav /s aT: span{e,; n € N} — H je definovano jako T(Zn | Cn€n —I
S ¢uw,. Pak graf T je husty v H x H. Vskutku, necht’ (a,b) L graf T, tedy 0 = ((a,b), (z, T2)) gxn

n=1

pro kazdé z € Dom T'. Pak
0= {a,e,) + (b,z,), neN.
Tedy nerovnost

D b zn)? =) Janl* = [lal* < 400
n=1 n=1

135



136 KAPITOLA 12. NEOMEZENE LINEARNI OPERATORY

dava (b,z,) — 0. Necht z € H ae > 0 je libovolné. Nalezneme ng € N takové, Ze pro n > ng plati
|(b, z,,)| < €. Necht' n > ng spliiuje ||z — z,|| < e. Pak

(b, )| < [(b, 2 = wn)[ + [ (b, 2n)| < [|D]le + €.

Tedy b € H+ = {0}, coz zéroven davd a = 0. tedy graf T je husty v H x H.
Z Tvrzeni FA.12.62 nyni plyne, Ze graf T* = {(0,0)}.
O

PRIKLAD 6. Necht' T je husté definovany operator v komplexnim Hilbertové prostoru H, ktery spliiuje
(T'x,z) = 0 pro kazdé z € Dom T'. Pak T je nulovy.

DUKAZ. Pro x,y € Dom T mame z polarizacni identity

(Tx,y) = £(<T(f€ +y),x+y) — (T(x—y),z—y) +i(T(x+iy), z + iy) — i(T(x — iy),z —iy)) =0,

coZ vzhledem k hustoté Dom 7" implikuje 7'z = 0 pro x € Dom T'.
O

PRIKLAD 7. Necht' T je husté definovany uzavieny symetricky operator v H, pro ktery existuje a €
p(T) NR. Pak T je samoadjungovany.

DUKAZ. Jelikoz je p(T") oteviend mnozina (Véta FA.12.21), existuje ¢ > 0 takové, Ze a — ci,a + i € p(T).
Dle Dusledku FA.12.40 je T' samoadjungovany.
O

PRIKLAD 8. Necht' T je uzavieny operétor v Hilbertové prostoru H a (x,y)r = (x,y)uy + (Tz, Ty) y,
z,y € DomT. Pak (Dom T, (-, -)r) je Hilbertdv prostor.

DUKAZ. Zjevné je dand struktura vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem. Zkoumejme jeji tplnost. Necht’
tedy {z,} C DomT je ||-||r-cauchyovska posloupnost. Pak {z,} i {Tz,} jsou cauchyovské v H, takze
x, — x a Tx, — y pro n&akou dvojici (x,y) € H x H.Z uzavienosti T vSak plyne x € DomT a Tz = y.
Pak ovSem x,, — x v ||:||7, a tedy Dom T je dplny Hlibertdv prostor.

O

PRIKLAD 9. Uvazujme rovnici f — f” = g, kde ¢ € H = Ly([0, 1]) je dano. Hledejme feseni této
rovnice f € AC([0,1]) takové, ze f' € AC([0,1]) a f” € H, které navic spliiuje jednu z nésledujicich
podminek:

(@) f(0)=f(1) =0,
(b) f/(0) = /(1) =0,
(©) f(0)= f(1)a f(0)= f'(1).

Pak pro kazdou volbu okrajovych podminek existuje pravé jedno feSeni.

DUKAZ. Necht' I = [0, 1]. UvaZujme operdtory T}, 75, T3 z Pfikladu FA.12.41. Dle Véty FA.12.64 je
operator [ +717T}, invertovatelny, k = 1,2, 3. Tedy pro £ = 1 mdme T} = T}, takZe /4737 je invertovatelny.
Pro g € H tak existuje pravé jedno

f € DomTsT) = {h € AC(I); ' € Dom T3} = {h,h' € AC(I),h" € H; h'(0) = 1'(1) =0}

spliwjici (I + T375)f = f — f” = g. Tim padem mame feSeni pro (b).
Podobné pro k£ = 2 mdme Dom 75T, = Dom 15T, = {h,h' € AC(I),h” € H; h(0) = h(1),R'(0) =
R'(1)}, takze Véta FA.12.64 dédva feSeni pro podminku (c).
Pro k = 3 pak mdme Dom 7375 = Dom 7175 = {h,h/ € AC(I),h" € H; h(0) = h(1)}, coz dava
feSeni pro pripad (a).
O

PRIKLAD 10. Necht H = Ly(y;) aDomT = {f € HNACo(R); f' € HYaTf =if Pak T* = T.
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DUKAZ. Krok I. Nejprve dokazeme, ze f € Dom T je v Cy(R). Necht' F' znali Fourierovu transformaci na
Ly (1) a P zna¢i Plancherelovu transformaci na Lo(p;). Pak Pf" € H, Pf € H, takze distribuce Apg, Aps
jsou temperované. Mame tak

App = Ny = (ild)A; = (ild)Aps = Amypy-
Tedy Pf' = ildPf, takze ildPf € H.Pak Pf[(_11) € L1((—1,1)) a

1 1
IdP 2 1 2
R\(=1,1) R\(-1,1) || R\(=1,1) R\(~1,1) 1d

Proto dostdvdame P f € Li(u1), takze PPf = FPf € Co(R). Ale PPy = FFp = ¢ pro p € .1, takze i
PPf = f e Cy(R), coz znamend, ze f € Cy(R).
Krok 2. Necht' f,g € DomT'. Pak

(Tf.g) = /R i :z([fa]i%o— /R f?dm) _ /R fig = (f.Tg).

tedy DomT C DomT*aT C T™*.
Necht g € DomT* je ddnoa h = T*g € H. Polozme H(x fo hdA;.Pak pro f € Z(R) mame
[ ifadm = @s.9) = (7.779) = (f.0) = / i =~ [ P,
R R R
neboli
/f =0, fe2R).

Tedy distribuce Az—;; md distributivn{ derivaci nulovou, tedy existuje ¢ € C spliujici H —ig = c¢. Dostdvdme
tak g € HNAC,.(R)ag € H,tj.g € DomT. Proto T* =T.

O

PRIKLAD 11. UkaZme, Ze pro g € Ls(p) ma rovnice f — f” = g pravé jedno feSeni f spliujici
f € L2<,ul)’ f7 f/ S AClOC(R) a f/a f// S LQ(,Ul)
DUKAZ. Uvazujme operator 7" z Piikladu 10, Dle Véty FA.12.64 je operéator [ + T*T = I + T'T invertova-
telny. To ndm vSak piimo dava jednoznacné feSeni nasi ulohy.
O
PRIKLAD 12. Necht H = Ly(I),I = [0,1], DomT = 2((0,1)) aTf = —f". Pak T je husté
definovany symetricky operitor nezdporny na Dom 7', jehoZ uzavér neni samoadjungovany.

DUKAZ. JelikoZ T je symetricky a husté definovany, T" C T*, takze T lze uzaviit. Necht’ (f,g) € graf T
Pak existuje posloupnost {f,} C 2((0,1)) spliujici f,, — f a —f! — g v H. Bez G4jmy naobecnosti
muiZeme predpokladat, ze f,, — f skoro vSude. Z odhadu

£(2) r—|/ P L =y

vidime, Ze {f,} konverguji stejnom&mé k n&jaké h € C(I). Polozme G(z) = [/ (—g), z € I. Pak
G € AC(I]) aplati

|h(z) = G(z)| < |h(z) = f(2)] + |/0 (fa+ D < Nh = fllo + /7 = (=9)llm, z €l
Tedy h = Gjev AC(I)ah' = G' = —g € H. Ze stejnomérmé konveregence { f/ } dostdvame stejnomeérnou
konveregenci { f,,} k f, takze vztahy f,,(0) = f,,(1) = f/(0) = f/ (1) implikuj{
f(0) = f(1) =0=f(0) = f(1).
Tedy B
DomT ={f € H; f, f' € AC(I), f" € H, f(0) = f(1) = f'(0) = f'(1) = 0}
aTf=—f" feDomT.
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Uvazujme nyni g € {f € H; f, f' € AC(I), f" € H}. Pak pro kazdé f € Dom T plati
1 1
Tro = [ ~f'a= [ 77 = (5.~
0 0

Tedy g € Dom T", coz znamend, 7e T neni samoadjungovany.
g

PRIKLAD 13. Necht U: H; — H, je unitirni zobrazeni mezi komplexnimi Hilbertovymi prostory
a T} jsou operdtory v H; splitujici Ty = U 'ToU. Pak T; m4 vlastnost (1), pravé kdyZ T, ma vlastnost
(V), pficemz (V') je byt husté definovany, uzavieny, mit stejné spektrum, mit stejné bodové spektrum,
samoadjungovanost, nezdpornost, normalita, symetri¢nost, maximalni symetri¢nost.

Déle T = U~'TyU a Ty = U~'T,U, pokud operitory Ize uzaviit. Pokud 75 je normalni a E, je jeho
ortogonalni rozklad identity, je F,(B) = U Ey(B)U, B € Bs(C) ortogondlni rozklad identity piislusny
Ti.

DUKAZ. Budeme dokazovat, ze T} dédi vlastnosti po 75, coZ vzhldedm k symetrii situace posta¢i. Rovnost
Ty, = U7'T5U znamend, ze Dom T} = U~*(Dom T3) a Rng T} = U~!(Rng Ty). Tedy hustota defini¢niho
oboru se dédi.

Je-li Ty uzavfeny a x,, — z, Tz, — y,kde {z,} C Dom T}, pak Uz, — Uz aToUx, = UTix, — Uy.
Tedy Uz € Dom Ty a ToUx = Uy. Proto Thx = U 'TyUz = y a T} je uzavieny.

Zjevné vlastni vektor y € Hy pro A € o0,(T») davé vektor U~y spliiujici T7U 'y = U 'Thy =
Ut (A\y) = \U 1y, tedy X € 0,(()T1). Podobné, je-li A\ — T invertovatelné, pak pro S = (M, — Tp) !
plati, ze U~1SU je spojitd inverze k A\, — T;. Vskutku,

My, —TH)U'SU = U (My, — T,)UU'SU =U'U = Iy,

Uv_lSUv(/\]H1 — Tl) C IHl'
Tedy O'(Tl) = O'(TQ).
Nyni ukdzeme, ze Ty = U 'T3U. Necht' y € Dom T}, tj. x — (Tyz,y) je spojité na Dom T}. Pak
2 (Toz,Uy) = (UTU ™2, Uy) = (DU ' 2,y) = (U2, TYy) = (2, UTYy)
je spojité na Dom Ty. Tedy Uy € Dom Ty aplati Ty (Uy) = UT}y. Tedy Ty C U™'TyU. Ze symetrie mame
i opacnou inkluzi.
Okamzité tak dostdvame prenos samoadjungovanosti a normality. Dale plati
<T1:E7 LC> = <U71T2UZE,.T> = <T2U:C7 U.CE>,
takZe nezdpornost T, se prenese na 7. Podobné z rovnosti
(Tvz,y) = (Uz,U,) = (Ux, TyUy) = (2, U " TLUy) = (x,Tvy), z,y € DomT}
vidime, Ze symetrie 75 dava symetrii 77. Vyrok o maximélni symetrii pak plyne z predeslych dvah.
Prenos uzdvéru operatoru je zcela analogicky diikazu pfenosu uzavienosti.
Necht' nyni 75 je normélni a £ je jeho rozklad identity. Pak snadno zjistime, Ze E je téZ rozklad identity
apro z,y € Dom7T) plati
(EQ)Ux,Uy(B) = <E2(B)ZL’, y> = <UE1(B)U_1U:E7 Uy> = <E1(B)ZL’, y> = (El);t,y<B>7 B e BS(C)u
takze
<T1$7y> = <T2U[E, Uy> = / ]dd(EQ)Uac,Uy - / Idd(El)ac,y
C C

Tedy E; je rozklad identity 77.

PRIKLAD 14. Necht' H = Lo(u1),
(@) Je-liDomT ={f € HNAC,.(R),; f'€ H} aTf =if', pak T je unitdrné ekvivalentni s operdtorem
M_j v H, ktery je definovan jako My f = —Idf pro f € Dom My ={f € H; —Idf € H}.
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(b) Necht S =T2%tj. DomS ={fe€ H; f,f € ACio.(R)NH, f” € H}aSf = —f".Pak S je unitdrnd
ekvivalentni s operdtorem M. Tedy o(S) = [0, 00) a 0,(S) = 0.

DUKAZ. (a) Krok 1. Necht h € Z(R) a f € DomT. Pak (f * h)' = f’ % h. Vskutku, ozname F'(z) =
J&f b, w € R. Pak

ro = [ ([aorw-na) a= [1o( [ ro-na) -

[ nose =0t = [ b0 =0t = (7 + b)) = (F < 1)O)

R
(Fubiniova véta lze pouZit, nebot’ pro g = | f’| mame diky Holderové nerovnosti odhad

i ([ oty =01y at < lglleae /7 | 11 < ¢

(f #h)'(z) = (F(z) + (f * h)(0)) = F'(z) = (f' = h)(x).

Krok 2. Nejprve si rozmyslime, ze Z(R) je grafové husty podprostor Dom 7" i Dom M_y, tj. pro
kazdé f € Dom T existuji {f,} € Z(R) spliwjici f, — fv H a f, — f' v H. Podobné existuji pro
g € Dom M_; funkce {g,} C 2(R) takové, ze g, — g v H a —Idg,, — —Idg v H.

Uvazujme nejprve f € Dom T'. Necht' h € Z(R) je regularizadni jadro pro Ly (1) a hy,(x) = nh(nzx),
z € R. Dle Véty FA.5.13(b) funkce f,, = fxh, € C°(R) spliwji f, = fvHaf = f «h, — f'v
H. Pro dané ¢ > 0 tak existujeg € C*(R) takova, Ze ||g — f||% + |l¢’ — f'||% < €. Necht' R > 0 spliiuje
fR\(_RR)(|g|2 + |¢'?) duy < £2. Nalezneme funkci n € Z(R) spliigjici n(R) C [0,1],n =1 (—R,R) a
'l < 1.

Tu zkonstruujeme takto. Necht' d: R — [0, 1] je 1-lipschitzovskd funkce s kompaktnim nosic¢em, kterd
spliiuje d = 1 na (—2R,2R). Pak funkce d,, = d * h,, € Z(R) spliiuji pro dostate¢né velkd n € N nas
pozadavek, nebot’ odhad na derivaci ziskdme pomoci Kroku 1 jako |d/,| = |d’ * h,| < |d'| * h,, < 1. (Funkce
d je absolutné spojitd, |d’| < 1 skoro v8ude a supp d je kompaktni.)

Uvazujme funkci u = ng € Z(R). Pak

/Ig —ul*dpy = /Ig(l —n)?dp = / g)? dpy < €2
R R R\(—R,R)

/| WP dpy = /|g—gn ngl2du1<2(/|9 |2du1+/ |g|2du1>§
R R\(~R,R)
<2 (/ 19| dp +/ Iglgdm) < 2¢%
R\(—R,R) R\(—R,R)

Tedy u je funkce spliujici

Tedy

lu = flla + 11 = flla < Nw=glla +llg = Flla + v = g'lla + 119 = flla < e+e+ Ve

Nyni odovodime podobnou aproximaci pro f € Dom M_ . Pak f € H a|ld|?|f|> € H. Necht ¢ > 0 je
dédno. Pak nalezneme R > 1 takové, Ze [p, _p o (| f[* + [1df|*) dpy < £°. Necht' g € 2((—R, R)) spliiuje

JEAf = g7 dpn < 5. Pak
/If—9|2du1=/ |f|2du1+/ [f =gl dm <&+
" R\(~R.R) (~R.R)

/|Id<f—g>|2dm :/ P2 dp +/ RIf - gPduy < + &
R R\(—R,R) (-R,R)

Tim je pozadovand funkce nalezena.
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Krok 3. Necht f € Z(R)aU: Ly(p1) — Lo(p1) je unitarni operdtor dany Plancherelovou vétou FA.5.31.
Pak Uf €. CDomM_pa

UTf=U(if)=iUf =if =ii(ld)f = —IdU f = M_,U f.

Tedy Tf = U_lM,[de.
Necht nyni f € Dom T'. Pak zvolime f,, € Z(R) splivjici f,, — faTf, = TfvH.PakUf, € S C
Dom M_[d a

UTf= lim UTf, = llm M_xU f.

n—0o0

Tedy U f, — Ura M_;U f,, = UTf, coz diky uzavienosti M_ davaUf € M_yaM_pUf =UTf.
Je-li f € Dom M_py, necht’ f, € 2(R) spliiji f, — faM_pf, — M_1qof vH.Pak U ' f,, € S C
DomT a

U'M_juf = lim U'M_yf, = lim TU ' f,.
n—o0 n—oo

Tedy U~ f, — U~'f, coZ z uzavienosti T implikuje U~'f € DomT a TU ' f = U*M_pf. Tim je
dikaz (a) dokoncen.
(b) Primocare se ovéfi, Ze Plancherelova transformace U poslouZi k unitarni ekvivalenci S =T o T a
M2 = M_p 0 M_ 4. Z toho pak plyne informace o o(S) a 0,,(5).
O

PRIKLAD 15. Uvazujme dlohu —f” = g, kde ¢ € H = L,(]0,1]) a f hleddme v prostoru {h €
H N AC([0,1]); B € AC([0,1]),h" € H,h'(0) = K'(1) = 0}. Pak dloha md feSeni pravé tehdy, kdyz
g € {1}, V tom pifpadé pak existuje pravé jedno feSeni f spliiujici f € {1}+.

DUKAZ. Pro g € H oznaéme f dvakrat zmtegrovanou funkei g, . f(z) = [ (f) — ds) dy, z € [0, 1].
Pak f, f' € AC([0,1)), /" = —g € Ha f'(0 fo = 0. Pokudg e {1}4, pakf fo —g=0a
nalezli jsme poZadované feSeni. Obracené, pokud mame feSeni f, pak fo —g = fo f"=f(1)—f(0)=
§.g € {1}

Pokud od funkce f odecteme fol f,je funkce f — fol f feSenim nasi dlohy a pfitom je kolma na 1.
Mé&jme nyni dvé feleni f1, fo nasi dlohy spliijici f1, fo € {1}+. Pak (f1—f2)” = 0,atedy (fi— fo)()

ax + b pro n&jaké a,b € C. Protoze 0 = (f1 — f2)'(0) = a, je fi — fo = b. Jelikoz vSak 0 = fol(fl —fa) =0,
jsou si feSeni fi, fo rovna.
O

PRIKLAD 16. Necht' H = ¢, aDom T = {x € H; {nx,} € lo,> -

(a) Operator 7' je husté definovany a uzavieny.
(b) Urceme o(T), 0,(T) aT™.

z, =0} aTz = {nz,}.

n=1

DUKAZ. (a) Necht' Mj; znaci multiplikator na Dom My = {x € H; {nx,} € H} C H.Pak T = My na
DomT'. Necht x € Dom M. Pak

oo oo 1
D ] = Zlmn!; < {nanHla[{n "} < +oo,
n=1 n=1

takze Dom T je dobfe definovany podprostor H. Je navic husty, nebot’ mame-li x = (z1,...,2,0,0,...) €
5
oo, polozme s = 25;1 TpaYm = (T1,..., 06, ——,...,—,0,0,...). Pak y,,, € DomT a
m m
~—_——
m—Xkrét

[

_’2_
m

Iz = ymllz, = m|

Tedy Dom 7" je husty v cop, atedy iv H.
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Ukazme nyni uzavienost 7. Necht {#*} C DomT a z,y € H spliuji 2* — 2z a Tx* — y. Vzhledem k
uzavienosti My mdme x € Dom My a Myx = y. Zbyva jen ovéfit z € Dom T'. To vSak plyne z odhadu

o oo (o9} 1
— — M < —na®|= < ||nx, — na” -1 — 0.
|; | !;(l‘n )| < ;W% nay| = < |Inwn = nay||l[{n”"Ha

(b) Necht y = (1,0,0,...)aX e C\ {1}. Pak rovnice (A —T")z = y, x € Dom T nemd feSeni, nebot’
jediny vektor pfipadajici do tivahy je z = (=, 0,0,...) a ten nespliiuje podminku Yoo @y = 0. Tedy
C\ {1} Cc o(T), cozdava o(T) = C.

Pro uréeni T* definujeme L: Dom L — Cjako Ly = lim,, o ny,,kde Dom L = {y € H; lim,, ., ny, €|
C}. Pak

A—17

DomT* ={y € Dom L; {ny, — Ly} € H} a T*y = {ny, — Ly}.
Vskutku, je-li z € {y € Dom L; {ny, — Ly} € H}, pak pro € Dom T mame

(Tx, z) Z NTpZy = ixn(nzn — Lz).
n=1

Tedy z € DomT* aT*z = {nz, — Lz}.
Obrécené, je-li z € DomT* ay = T*z € H, pak pro kazdé x € Dom T plati

(Tx, z) annzn = (z,T"z2) Z%ﬂJn

Dosadime za x vektor ¢; — ¢,, a dostaneme

A —nZ =T~ neEN,
neboli

Nz, =21 — Y1+ Yn, n€N.

Pak Lz = lim,, oo nz, =21 —y1 € Ca{nz, — Lz} = {y,} € H. Tedy z € {y € Dom L; {ny, — Ly} €
H}.
O

PRIKLAD 17. Necht' H = Ly([0,00)), DomT; = {f € H; f € ACy([0,40)), f' € H} aDom T, =
{f € DomTy; f(0) =0}.Necht Ty f =if’, k = 1,2 na svych defini¢nich oborech.

(a) Operatory T}, Ts jsou husté definované a uzaviené.

(b) Plati 75 = T3.

(c) Plati 0,(T1) ={A € C; Im A < 0}ao(Ty) = {) € C; Im A < 0}.
(d) Plati 0,(Ty) = Dao(Tz) = {\ € C; Im A > 0}.

DUKAZ. (a) Jelikoz Z((0,400)) € DomT; C Dom T3, jsou oba operdtory husté definované. Necht’
{fn} € DomT; spliuji f,, — f aTf, — ¢ pro néjakou g € H. Bez Gjmy na obecnosti miZzeme
pfedpokladat ze f, — [ skoro vSude. Vybereme z( € [0,400) spliujici f,,(xg) — f(zo) a polozime
G(z) = f(xo) + fx 9,2 € [0,+00). Pak G € AC,([0, +00)) apron,m € Na R > x, plati

a(@) — @) < 1) = Fal@0) — (@) — Fin(xo)] + 1fo(20) — fonlo)] <
< \/ o= Pl [fal@o) — fonlao)] <

R R
< \//0 Vi fl,LIQ\//O 12+ | fu(wo) = fin(20)| <

<VR|f, = full + | fa(z0) = finl@o)l, € [0,R].
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Tedy { f.} konverguje lokdlné stejnomérné na [0, +-00), coZ implikuje spojitost f. Déle plati pro R > x a
x € [0, R] vztah

0) = Gl = 1£(2) = (o) + fole) = Fulan) + fuliw) = fla0) = [ 9]

o

< 1)~ @]+ ulao) — Sl +1 [ (=Dl <

o

< |f(@) = ful@)| + [ falz0) — fl@o)| + VRIif) — glla-

Tedy f = G € ACy,c([0,+00)) a f' = G" = 4,tj. T\ f = g. Proto je T’ uzavieny. Podobné bychom dokazali
uzavienost 75.
(b) Ukdzeme, 7e f € Dom T} spliiuje lim,_, o f(z) = 0. Plati totiz g = ff = |f|*> € L.([0, +00)) a
g = f'f+ff =2Re(f'f € L1(]0, 400)) z Holderovy nerovnosti. Dle Lemmatu FA.5.22 je lim,_, . g(z) =}
0,atedyilim, ,, . f(z) =0.
Necht’ nyni g € DomT; a f € Dom T5. Pak
+00

400 o
(Tof. g) = /0 irfg=lifgi=+ [ fig = (f.Tg).

0
Tedy g € Dom 75 aT5g = Thg.

Pro dikaz obrédcené inkluze uvazujme g € DomTj a oznatme h = Tyg. Necht H(z) = [%,
z € [0,+00). Pak H € AC),c([0, +00)) apro f € Z((0,400)) plati
+o00 +o0 400
| ira= i = == [ m= [
0 0 0
f.
+o00

i f'(H+ig)=0, fe€2(0,+x)).

Jelikoz g, H € Ly°((0,400)), je distribuce Az, € (2((0,400))* dobie definovand a dle predeslé
rovnosti je jeji distributivni derivace rovna 0. To ale znamen4, Ze existuje ¢ € C spliujici H + ig = c. Tedy
g =€ AC([0,+00))ag = —2 € H.Protoje g € Dom T} a T5g = Tg = ig.

(¢) Pro uréeni bodového spektra fesime rovnici A\f — ¢ f’ = 0, kde f € Dom T} a A € C. Jejim feSenim
je funkce f(t) = ceit = ce~™. Pokud ¢ # 0, je f € Dom Ty, pravé kdyZ Re(—i\) = Im A < 0. Tedy
op(Th) ={X € C; Im\ < 0}.

Necht’ nyni A € C spliiujici Im A > 0 je spolu s pravou stranou g € H déno a feSime rovnici A\f —if' = g.
PiSme A\ = a + ib, tj. Im A = b > 0. NaS$i rovnici pfepiSeme do tvaru i\f + f' = ig a Pfendsobime ji
integratnim faktorem e*** a obdrzime (e f(t))" = ig(t)e™, takZe feSent je tvaru

fz) =e ™ (c—i—i/owg(t)em dt) ,  x € [0,400).

Funkce g(t) a e jsou v H, takze g(t)e™ € Li([0,4+00)). JelikoZz lim, o, f(z) = 0, musf byt ¢ =
—i [T g(t)e. Tedy

0
f(z) =ie™ ™ (/Oxg(t)ei)‘t — /0+00 g(t)ei’\t) S /I+OO g(t)e™.

Zbyva ovérit, ze f, f' € H. Jelikoz vSak f' = ig — i\ f, staci dokazat f € H. Mame vSak

“+o0 . .
@) <o ( [t e dt) <

+o0o +o0
S ebe/ ‘g<t)’2€bt/ efbt —
X X

_1 bx oo 2 _—bt
= [ P,
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—+00 400 t
[ k< [ etaor ([ ) a-

1 +00 - 1
i [ P e dr< ol < oo,

Tedy {\ € C; Im X\ > 0} C p(77). V kombinaci se predeslym vysledkem tak dostdvame o(7}) = {\ € C;
Im\ < 0}.

(d) Pro urCeni o,(15) fesime rovnici Af —if" = 0, f € Dom T5. Jedingm kandidatem na feSenti je funkce
f(t) = ce™™, kterd viak vzhledem k pocdte¢ni podmince musf byt nulovd. Tedy o, (T3) = 0.

Pro A € C a g € H nyni feSime rovnici Af — if’ = g. Jako vySe obrzime feSeni ve tvaru

flz) =e ™ (c +2’/Oxg(t)ei’\t dt) , 1 €0,+00).

JelikoZ f(0) = 0, mdme f(x) = e~ [ g(t)e* dt. Pokud A = a+ibaRe(—id) =ImA =b<0, f € H.
Vskutku, mame

takze

2

F@)P ( / xe3<“>e3<“>|g<t>|) <

< ([[ewoa) ([ e ogra)

1 T
<L / e g(1) 2 dt,
_b 0

—+o0 1 —+o0 x
[ iwrars L [ [eeogopar) -
0 - 0 0
1 —+o0o 400
== lotr ( / eb<w—t>dx) at—
- 0 t

1

- W/o Oo|g(t)|2dt < 400.

takZe

Tedy {\ € C; Im A < 0} C p(T3).
Pokud A = a + ib € C spliiuje Im A = b > 0, uvazujme funkci g = x(o,c), kde ¢ € (0, +00) je zvoleno
tak, aby e**¢ — 1 #£ 0. Pak pro x > c je feSeni tvaru
it ¢ —iAx

f(z) = z’e‘m/o e dt = je” AT [GM :|t:0 =2 By (eP—1).
To viak zjevné neni prvek H. Proto {\ € C; Im A > 0} C o(T3). Tedy o(T3) = {\ € C; Im A > 0}.

O

2. Cayleyova transformace

PRIKLAD 18. Necht' T je symetricky uzavieny operator v komplexnim Hilbertové prostoru H.
(1) Pokud iz € C \ R spliiuje i € p(T), je T husté definovany.
(2) Pokud p € C spliiujici Im o > 0 lezi v p(T), je {\ € C; Im A > 0} C p(T).
(3) Pokud i € C spliyjici Im o < 0lezi v p(T), je {\ € C; Im X\ < 0} C p(T).
(4) Pokud T neni maximélné symetricky, je o(71") = C.
DUKAZ. (a) Necht z € (Dom T')*. Pak existuje y € Dom T spliiujici (A — T)y = x. Pak mame

0= (z,y) = (M = T)y,y) = Alyll> = (Ty,y).
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Tedy
0=Tm (AJyll> = (Ty, ) = Im(\|Jy||*),

takZe y, a potazmo x jsou nulové. Proto Dom7T = H.
(b) Necht R(u) = (ul —T)™' € L(H) existuje pro o € C spliiujici Im x> 0. Dle diikazu Lem-
matu FA.12.38(c) mdme || R(u)|| < ﬁ Jelikoz

(L= T)R(u) = (uI — T+ (A — @)1 R(1) = I + (A — ) R(p).
Pokud |\ — u| < 2, je I + (A — p) R(y) invertovatelny operator. Oznacme S = (I + (A — p)R(p))~*. Pak

Imp
méme, ze A — T je surjektivni. Vskutku, je-li y € H ddno, element x = R(u)S ™'y spliiuje (A — Tz =
(M — T)R(n)S™'y = SS~1'y = y. Dle Lemmatu FA.12.38(c) je tak A € p(T).

Obdrzeli jsme tak informaci, Zze p(T') obsauje s kazdym prvkem p s imagindrni ¢asti vétSi neZ nula
otevieny kruh o stfedu p a polométu ﬁ . Odtud ale snadno indukeci dostaneme, Ze celd polopiimka {\ € C;
Re A = Repu,Im A > 0} lezi v p(T'). Opétovnou aplikaci pozorovéni pak odvodime, Ze celd horni polorovina
lezi v p(T).

(c) Je zcela analogické (b).

(d) Predpokladejme, Ze A € p(T). Pokud A € R, je T" samoadjungovany dle Ptikladu [7| (7" je husté
definovan dle (a) a otevienosti p(7')), a tedy maximélné symetricky (Tvrzeni FA.12.35). To je ovSem spor.

Pokud A € p(T') spliiuje Im A > 0, je ¢ € p(T) dle (b). Pak vSak index defektu n_(7") = 0, takZe T je
maximdlné symetricky dle VEéty FA.12.48 a mame opét spor. Podobné odvodime spor pro piipad A € p(T') s
Im A < 0. Tedy p(T) = 0.

O

PRIKLAD 19. Necht' H je prostor viech holomorfnich funkei f(z) = > 7 ¢,2" na otevieném jednot-
kovém kruhu v C, které spliiji || f||% = D —n = 0%|c,|? < +o0.

(a) Se skaldrnim sou¢inem (f, gy = (300, cn2™, Y oe o dnz™m = Y oey cndy je H Hilbertiiv prostor,
ktery je izometricky ¢, pomoci zobrazeni I: {, — H definovaného jako I{c,}(z) = >~ 2",
2z e U(0,1).

(b) Operdtor U f(z) = zf(z) je Cayleyovou transformaci uzavieného symetrického operatoru 7', ktery je
vyjadien vzorcem T'f(z) = i1= f(z). Indexy defektu 7" jsou 0 a 1.

(c) Operdtor U f(z) = zf(2?) je Cayleyovou transformaci uzavieného symetrického operétoru 7', ktery md
indexy defektu 0 a oco.

DUKAZ. (a) Zjevné je (-, -) i skaldrni soucin na H (koeficienty {c,} jsou nulové pravé tehdy, kdyz f = 0).
Déle je I: {5 — H dobfe definované, nebot’ pro {c,} € ¢, ddva odhad

1 1
k J J J 2 J 2
DRI S z|cn||zn|s(z|cn|2> (z q%) k<ild<a<l
n=0 n=0

n=k+1 n=k+1 n=k+1

lokdlng stejnomérnou konvergenci fady » >, ¢,2" na U(0, 1). Tedy I je dobie definované zobrazen, které
je evidentné surjetivni izometrie ¢/, na H. Tedy H je Hilbertliv prostor.

(b) Operitor U je izometrie H do H, ktera spliiuje Ker(/ — U) = {0}. (Vskutku, rovnice f(z) = zf(2)
je splnéna pouze pro f = 0.) Operator U je tak Cayleyovou transformaci uzavieného symetrického operatoru
T, jehoz vyjadreni obdrZime ze vzorce

1+z
1—=2

Tf=il+U)I-U)"f= f(z), feH.

Pocitame-li indexy defektu 7', zajimaji nas Rng(7" + i/) a Rng(7T" — iI). Prvni operdtor je v§ak surjektivni,
nebot’ pro kazdé g € H je f(z) = 12;59(2) feSenim rovnice (7" + il)f = g. Druhy operdtor ma g €
Rng(T — i) pravé tehdy, kdyZz (T — i) g(z) = $2g(z) € H. To viak nastane, pravé kdyZ g(z) = 0,
neboli kdyz g € {1}+. Tim jsme ovéfili tvrzeni pro indexy defektu 7'.




ODDIL 2. CAYLEYOVA TRANSFORMACE 145

(c) Operdtor U f(z) = zf(2?) v soufadnicich zobrazuje (cg, c1, ¢a, 3, ¢4, ... ) na (0,¢o,0,¢1,0,¢a, ... ).

Z toho vidime, Ze I — U je prosty, takZe je Cayleyovou transformaci uzavieného symetrického operatoru 7'.
JelikoZz Dom U = H a codim Rng U = o0, je tvrzeni o indexech defektu 7" ovéteno.

O

PRIKLAD 20. Necht' I = [0,1], H = Ly(I) a a € T. Necht
Dom T, = {f € AC(I); f' € H, f(0) = af(1)},Dom Ty = {f € AC(I); f" € H, f(0) = f(1) = 0}.

pticemz Ty, f = if’, f € Dom T}, k = 2,3 (vizte Piiklad FA.12.41). Pak 75 je samoadjungovany a T3 je
symetricky uzavieny husté definovany. Uréeme Cayleovu transformaci 75 a 75.

DUKAZ. Jelikoz je T, samoadjungovany, je Rng(T, +il) = H. Operator (Ty + 1) ™! uréime pomoci feseni
rovnice i f +if = g, kde g € H je ddno. Pak

fz) =ce™ — z'ex/ glt)etdt, xel,
0

kde konstantu ¢ € C uréime z okrajové podminky f(0) = a.f(1). Vyjde ndm

—iae! fol g(t)etdt
1—ela '

Pak proi x € I mame

C(T)(9)(2) = (To —il)(Ty +il)"'g)(x) = ((To — il ) f)(z) = —2ice ™ — 27" /Oxg(t)et dt + g(x).

Pfi vypoctu Cayleyovy transformace 75 budeme postupovat obdobné. Operator 73 je vSak pouze sy-
metricky, takze musime urcit Rng(73 + ¢I). Jako vySe feSime rovnici i f' +if = g, kde g € H je déno a
f € Dom T3 hledame. Vyjde ndm opét

f(z) =ce™ — ie‘m/o g(t)e' dt,

pfi¢emZ podminka f(0) = 0 implikuje ¢ = 0. Pak podminka f(1) = 0 fika, Ze fol g(t)etdt =0,t. g € {e'}+.
Proto Dom C(T3) = Rng (T3 + i) = {e'}*. Pro tato g pak mdme
C(T3)(9)(x) = (T3 — i) (Tx +iI) 'g)(z) = (Ty — i) f)(x) = —26””/ g(t)edt + g(z), w=el.
0
O

PRIKLAD 21. Necht' H = Ly([0, +0)), DomT = {f € AC([0,4+00)) N H; f' € H, f(0) =0} a
Tf=if,f€DomT (vizte Pfiklad[17). Pak T je symetricky uzavieny husté definovany. Uréeme Cayleovu
transformaci 7.

DUKAz. Dle Piikladu|17|je T uzavieny husté definovany a symetricky. Navicje o(T) = {\ € C; Im A > 0}.
Proto je operator 7' + il = —((—il) — T') invertovatelny. ReSenim rovnice if' + if = g s podminkou
f € Dom T dostaneme

f(z) = —ie™™ /Omg(t)et dt, xe€]0,+00).
Pak
(ET9)w) = (T —iD(T +i1)g)a) = (T = iD)f(0) = =267 [ gl at+g(a), € 400)

O
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3. Samoadjungované operatory

PRIKLAD 22. Necht' T je samoadjungovany operator v komplexnim Hilbertové prostoru H.
(a) Pak nésledujici vyroky jsou ekvivalentni.
(i) T je nezaporny, tj. pro kazdé = € Dom T plati (T'xz,xz) > 0.
(i) Plati o(T") C [0, 00).
(b) Je-li T nezéporny, pak existuje pravé jeden nezdporny samoadjungovany S spliiujici S? = T'.
DUKAZ. (a)(i)=-(ii) Necht’ A > 0. Pak
Miz|? = Az, z) < (T + M)z, z) < |[(T + M)z||||z||, 2 € DomT.
Tedy T+ je prosty. Dale plati Rng(T + M) = (Ker(T+\I))* = {0}*+ = H.Necht {y,} € Rng(T+A\I)
konverguje k y € H. Pak y,, = (T + A)x,, pro néjaké x,, € Dom T Jelikoz \||z,, — x| < ||Yn — Ym||s
konverguje {x,, } knéjakému x € H.Pak oviem (z,,, (T'+A[)x,,) = (z,y),takZex € Dom T a (T'+ X )x =
y. Tedy Rng(T + AI) = H. Proto —\ € p(T'), takze o(T') C [0, 00).
(i1)=-(i) Necht’ £ je ortogonalni rozklad identity na o(7), tj. T' = fo(T) IlddE. Pak pro x € Dom T
mame
(Tx,z) = / IddE, , > 0.
[0,00)

(b) Vezméme ortogondlni rozklad identity £ pfisluiny 7" a uvazujme funkci f(t) = /%, t € [0, 00). Pak
S = [ f dE spliiuje

SZC/deE:/IddE:T,

pficem? Dom S? = Dom SNDom T = Dom T' (Vskutku, pokud [|A[?dE, . < 400, pak také [|A|dE, , <
+00.) Tedy S? = T. Navic méme S = [ IddF, kde F' = f(E).

Necht' R je nezédpornd samoadjungovand operdtor spliiujici R? = T. Necht' F” je jeho ortogondlni
rozklad identity. Polozme E’ = g(F'), kde g(t) = t*,t € [0, 00). Pak

T_RQ_/ng’_/Iddg(F’)_/IddE’.

Vzhledem k jednoznac¢nosti rozkladu E plati £ = E'. Pak oviem F' = g~Y(E') = f(E') = f(E) = F.
Tedy R = S.
O
PRIKLAD 23. Necht' 7" je husté definovany nezaporny syemtricky operator v Hilbertové prostoru H.

(a) Necht’ S' je nezdporné samoadjungované rozsifeni 7" dané Vétou FA.12.71. Uvazujme Dom S 3 spolu
se skaldrnim sou¢inem (-, -) .1 danym jako

<5E73/>S% = (z,y)u + (S%x,S%gDH, T,y € Dom S.

Pak Dom T C Dom S a je to husty podprostor (Dom S3, (-, >s%)
(b) Necht' R je samoadjungovany nezdporny operdtor v H rozsitujici T, ktery spliiuje, Ze Dom T je
Il .3 -husty v Dom R2. Pak R = S.

DUKAZ. (a) Mdme DomT C DomS C Dom Sz. Necht Dom Sz \ Dom T s} £ (. JelikoZ je
(Dom Sz, (- ->S ) Hilbertv prostor, 1ze pak najit jednotkovy vektor x € Dom S 2 splitujici 0 = (x,y)

1 1,
3 S32

y € Dom T'. Pak vSak plati
0= (2,y) 3 = (.y)m + (S22, S2y)y = (x,y)n + (Sz,y), y € Dom 5%,

coZ vzhledem k hustoté Dom S2 implikuje Sz = —x. tedy —1 € o(5), coz je spor s nezdpornosti S.
(b) Pro z,y € Dom T mame

<$’y>5% = <x7y>H + <S%ZL‘, S%y>H = <x7y>H + <S!E,y> = <x7y>H + <T5L’,y> == <x7y>R%‘
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Necht' s € Dom S2. Pak existuje {z, } C Dom T konvergujici k s v normé |- 43~ Pak tedy mdme z, — s a
S2z, — Szsv H. Dle ptedchoziho je oviem posloupnost {z,} cauchyovskd i v normé ||- HR% . Tedy existuje

r € Dom R? takové, Ze x,, — r a R%xn s Rirv H. Tedy » = s a HEllnevim , jak dokoncit diikaz
O

PRIKLAD 24. Necht' T je samoadjungovany operator v komplexnim Hilbertové prostoru H a F je jeho
rozklad jednotky na o(7"). Pro kazdé A € R uvazujme operitor £, = Eo(T)n(=o0,\- Pak se systému

{E)\i A E R}
fika spektralni rozklad 7. Pak plati nésledujici tvrzeni.

(a) Operdtory E/\ maji ndsledujici vlastnosti.
(al) Kazdy operator E je ortogondlni projekce na H.
(a2) Prokazdé u,v € Rplati E,E, = E, E,, = Eninfuu)-
(a3) Plati lim,,,, B,z = Exx,x € H, A € R.
(a4) Plati lim,, . E,v =z alim, ,  E,x =0,z € H.
(b) Plati nasledujici vyroky o ¢islu Ay € R.
(b1) Cislo A\ lezi v o,(T) , prave kdyz existuje x € H splijici limy_,), E\x # E), .
(b2) Pokud &islo Ag lezi v 0,(T'), pak E({\o}) = E\, — E, je ortogondlni projekce na Ker(\o/ — T').
(b3) Cislo A lezi v p(T') pravé tehdy, kdyz funkce A — F, je konstantni na n&jakém okoli ).
DUKAZ. Necht’ FE je rozklad jednotky na o(7") ptislusny 7". Béhem dikazu budeme pro mnozinu A C R
psat pouze F(A) misto E(ANo(T)).
Tvrzeni (al) a (a2) plynou z definice.
(a3) Pokud pt > A ax € H, mame

1Bue — Exa|* = [|E((\, u)=]|* = (E((\, pl)z, 2) = Eral(A ).
Jelikoz posledni ¢len konverguje k 0 pro p jdouci k A zprava, plati

lim F,x = E)x.
B A4

(a4) Jako vySe mdme
lz = Euzll* = (1 = E((—00, u])) 2* = [|1E((1, 00))||* = Ezo ((11,00)) ,

coz je vyraz konvergujici k 0 pro x4 jdouci do nekonecna.

Podobné

1Ez[* = | E((—o0, p))z||* = Exa((—o00, u])

konverguje k 0 pro p jdouci do —oc.

(b) Nejprve si pov§imneme, Ze limy_, ),  E\x existuje vZdy. To plyne z odhadu

1E((=00, o))z — Exz[* = | E((A, 20))zl|* = Eae (A, X))

platného pro kazdé A\ < \y. Z ného totiZ plyne, Ze

lim Eyz = E((—o00, \))x.
/\—>)\0_

Proto téZ mame

Exr = E((—00, o))z = E((—00, X))z + E({Ao})z = lim Eyz+E({M})z, z€H. (1)

(bl) Necht' \y € 0,(T). Jiz vime, Ze Rng E({\o}) = Ker(\oI — T).

Nyni snadno ovéiime (bl) a (b2). Pokud g € 0,(7T"), pak pro = € Ker(AgI —T") nenulové je E({\o})r =
x # 0, coz ale dle (I) znamena, Ze v (b1) neplati na pravé stran€ rovnost.

Na druhou stranu, pokud v (b1) neplati na pravé strané rovnost, tak diky (I)) vime nenulovost F({¢}).
To vSak znamena nenulovost Ker(Agl — 7).
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(b3) Necht’ \q lezi v p(T'). Pak existuje interval [a, b] C R takovy, Zze \g C (a,b) C [a,b] C p(T). Pak
ovSem

E,=E(o(T)N(-00,a)) = Ex = E(c(T) N (=00, A]) = E, = E(o(T) N (—00,b]), € (a,b),

tj. funkce A — F), je konstantni na (a, b).
Predpoklddejme nyni, Ze Fj, = E, pro néjaky interval (a, b) takovy, ze a < \g < b. Pak E((a,b]) = 0.
Polozime f(t) = (Ao — t) "' Xr\(a(t), t € o(T'). Pak

g(t) (Ao — 1) = Xr\(ap] = (Ao — 1)g(t), tea(T).
Pak mame

(/ ng) (/ ()\0 — Id) dE) C / g(/\() — Id) dE = / XR\ (a,b] dE = / XR dE = I,
o(T) o(T) o(T) o(T) o(T)

pricemz

Dom (/ dE) (/ Ao — Id) dE> C Dom (/ ng) N Dom </ g(No — Id) dE)
o(T) a(T) o(T) o(T)

= HNDom(A\J — T) = Dom T

(/ dEg) (NI —=T)CI.
o(T)
Podobné mame

I = (/ XR dE) :/ XR\(a,5) 4B = (Aol = T') (/ ng> )
o(T) a(T) a(T)

Tedy je operator fU(T) g dE inverzi operatoru \oI — T

Tedy

PRIKLAD 25. Necht' [ = [0,1] a H = Lo([).

(a) Necht Dom A ={f € H; f,f € AC(I), f" € H, f(0) = f(1) =0} a Af = — f". Pak A je nezdporny
samoadjungovany operator. Najdéme jeho spektralni rozklad a Az, pricemz Dom Az = {f € H;
feAC), f € H, f(0) = f(1) =0}

(b) Necht Dom B = {f € H; f,f € AC(I),f" € H,f'(0) = f'(1) = 0} a Bf = —f". Pak B je
nezaporny samoadjungovany operator. Najdéme jeho spektralni rozklad a Bz, pficemZz Dom Bz = {f €
H; f e AC(I), f' € H}.

DUKAZ. (a) Jelikoz A = T37T5, kde T3 je operator z Pfikladu FA.12.41, je A samoadjungovany dle
Veéty FA.12.64. Navic je A dle Pfikladu 22| nezaporny, nebot’ pro f € Dom A plati

(Af,f) = /0 = T /0 = /0 ez

Uvazujme tedy A € [0, +00) a feSme tlohu —f” = Af = \f. Pak f € span{cos(v/At),sin(v/At)}, .
f(t) = acos(v/At) + bsin(v/At) pro né&jaké a,b € C. Aviak okrajové podminky na operétor A davaji
0= f(0)=aa0= f(1) = bsinvVA Tedy A\ = k272, k € N a piislusné vlastni jednotkové vektory jsou
ex = V2sin(knt), k € N.

Polozme 1 € Bf(N) jako p(k) = k*r?, k € N a necht’ M, je multiplikdtor na ¢, dany jako M,z =
p(k)z(k) = k*r?x(k) protax € Uy, Ze M,z € (5. UkdZeme, Ze zobrazeni U: H — (5 zobrazujici f € H
na {(f, ex) }32, je unitdrni a plati A = U~'M,U. Pfedevsim si uvédomme, Ze {ek} je ortonormalni bdze
prostoru H.

Vskutku, {e;} je zjevné ortonormdlni systém. Je-li f € H kolmd na {ej; k € N}, uvazujme funkci

_ —f(=x), x€(-1,0)

/ f(x), z € (0,1).

" JelikoZ je systém {3} U {cos(kxt),sin(kwt); k € N} ortonormélni bézi
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Ls((—1,1)), Ize rozvinout f podle této baze. Aviak funkce f je lichd, takZe viechny koeficienty vzhledem k
{%} U{cos(knt),; k € N} jsou nulové. Dle predpokladu jsou viak nulové i koeficienty vzhledem k systému

{sin(kxt); k € N}. Tedy f a potazmo i f jsou nulové. Proto je {e; k € N} baze v H a U je unitdrni
operator.
Necht’ nyni f € Dom A. UkdZeme, ze UAf = M,U f. Mame totiZ pro k € N vztahy

(UAF) (k) = (Af,ex) = V2 /0 P sin(knt) = V3 ([— () sin(krt)]_, + kn /O f cos(/ms)) _
=2 <[f(t) cos(kmt)]i—y + (/mr)2/0 fsin(lmt)) = (km)*(f,ex) = (M,Uf)(k)

Necht nyni z € Dom M,,, tj. px € {5. Polozme f(t) = > ;- xrex(t) = U~ ta. Pak f(0) = f(1) = 0. Déle
je f € Dom A. Vskutku, pro g = Y7, z(7k)?e, = U 'M,x € H totiZ mdme nésledujici informace.
Funkce f, = >_,_, zxex konverguji k f a funkce g, = >_,_, xx(7k)?e;, konverguji k g, Navic Af, =
—f/ = g,. Z uzavfenosti A tak plyne f € Dom A a Af = g. Tedy dostdvime AU 'z = UM, z, coZ v
kombinaci s pfedeslym odstavcem dévé rovnost A = UM, U.

Nyni jiZ vidime, Ze 0(A) = 0,(A) = 0,(M,,) = 0(M,,) = {(km)?; k € N} a operator Az je dan jako

A2f=UMUf, fe&DomA,

Zbyva ovéfit, Ze Dom A2 = U({f € H; f € ACU),f € H,f(0) = f(1) = 0}). Uvazujme
f € Dom A2 = U~' Dom M ;. Pak existuje 2 € Dom M sz spliwjict f = Y77 | xpep. Pak f(0) = f(1) =
0. Oznaéme fi(t) = 2cos(kwt),t € I ak € N. Pak {fi; k € N} tvoii ortonormélni systém v H.
Necht g = > 07wk cos(mkt) = > oo wprmk fi. Pak D) wpmk fi]|> = Do, |zemk|?, n < m, takZe
> ro xk fi konverguje v H, a g je tak dobfe definovdno. Ozna¢me jesté Cdste¢né soudty f,, = > p_, Txex
agn =, txkfr. Pak f) = gn, fn = f a g, — g. Z uzavienosti operdtoru derivace plyne f € AC(I) a
ff=g€H.Tedy f € {h€ H; he€ AC(I),h € H,h(0) = h(1) = 0}.

Necht nyni f € {h € H; h € AC(I),h" € H,h(0) = h(1) = 0}. Chceme ukézat, Ze U f € Dom M .
Madme vSak pro k£ € N rovnosti

Uf(k) = (f ex) /fek ffkto /f QCOSWkt)

Tedy
(TR)Uf(K) = (f', fr), k€N,

coz implikuje

S ImEUF(R)P <Y I fo)? < 4o
k=1 k=1

Tedy Uf € Dom Mz, coZ jsme cht€li dokézat.

(b) Uvazujme operdtor Bf = —f" pro f € {h € H; h,h' € AC(I),h” € H,1'(0) = h'(1) = 0}. Pak
B =T}Ty, kde T je operétor z Pfikladu FA.12.41. Dle Véty FA.12.64 je tak B samoadjungovany. JelikoZ
pro f € Dom B plati

(BY. f) = /O =T+ /0 FF={ff) >0

je B nezdporny.

Naleznéme o (B). Jelikoz o(B) C [0, +00), stati uvazovat A € [0, +00). Necht’ tedy A > 0 je ddno a
fedime rovnici Bf = Af, f € Dom B. Pak — f” = \f, atedy f(t) = acos VAt + bsin v/At. Vzhledem k
podmince f € Dom f musi platit

—avVAsin VAL + bV Acos VAL = f/(1) = 0 = f/(0) = —aVAsin VA0 + bV A cos VAD = bV/),

tak7e b = 0 a VA = km, k € Ny. Tedy {(k7)?; k € Ny} = 0,(T) s normalizovanymi vlastnimi vektory
fo=13a fi = V2cos(rkt), k € N.Jako vySe odvodime, Ze systém { f;; k € Ny} je ortonormini béze H.
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Opét uvazujme unitdrni operdtor U : H — {5(Ny) definovany jako U f = {(f, fx) }72, a multiplikdtor M,
dany prvkem p € Bf(Ny), kde u(k) = k*72, k € N,.
Necht’ nyni f € Dom B. UkdZeme, ze UB f = M,U f. Mame totiZ pro k € N vztahy

(UBS)(k) = (BS. f) = V2 / (— " cos(knt)) =
=2 ([—f’(t) cos(kmt)]i—y + ]CTI'/O I sin(kmﬁ)) =
NG ([f(t) skt + (bn)? [ fcos<m>) — (k2(F S = (MU F)(R)

a pro k = 0 podobné obdrzime

(UB[)(0) = (Bf, fo) = / —f"==5(f'(1) = £(0)) = 0 = (0m)*(f, fo) = (MU [)(0).

Necht nyni 2 € Dom M, tj. ux € l. Polozme f(t) = > po xx fi(t) = U 'z. Pakje f € Dom B. Vskutku,
prog = > o, xx(mk)? fr, = U ' M,z € H totiz mame nésledujici informace. Funkce f,, = >, @k fx
konverguji k f a funkce g, = Y _, x1(mk)? f), konverguji k g, Navic Bf,, = — f/ = g,,. Z uzavfenosti B
tak plyne f € Dom B a Bf = g. Navic ndm vyjde

- Z z(mk)e, = — Z z(mk)ey,
k=0 k=1

takze f'(0) = f’(1) = 0. Tedy U~ 'z € Dom B a dostdvame BU 'z = U~'M,x, coZ v kombinaci s
predeslym odstavcem ddvd rovnost B = U~ 'M,U.
Jako vySe tak mdme o (B) = 0,(B) = 0,(M,,) = o(M,) = {(kr)? k € Ny} a operator Bz je dan jako

Bif=U"'MyUf, f&DomB.

Zbyvé ovéfit, 7e Dom Bz = U({f € H; f € AC(I),f € H}). Uvazujme f € Dom Bz =
U~' Dom M /. Pak existuje € Dom M splitujici f = > 77 x fi. Necht g = 3 ° Japmk sin(mkt) =
S oo, apmker. Pak [|D°00 wpmker||? = Y, 2, n < m,takZe Y -, xpmkey, konverguje v H, a g je
tak dobfe definovdno. OznaCme jesté CdsteCné soulty f, = > ;_, Tkex a G = »_p_, Tk fi,. Pak f) = gn,
fn — f ag, — g. Z uzavienosti operatoru derivace plyne f € AC(I)a f' =g € H.Tedy f € {h € H,
h e AC(I),h € H}.

Necht nyni f € {h € H; h € AC(I),h’ € H}. Chceme ukézat, Ze U f € Dom M ;. Mdme vSak pro
k € N rovnosti

Uf(k) =(f, fx) = /ffk fekt 0— /f 251n7rkt)

Tedy
(rk)Uf(k) = —(f" ex), k€N,

coz dava
Z|7T/€Uf Z (f',ex)]? < +oo.
k=1 k=1

Tedy Uf € Dom M, coz jsme cht€li dokdzat.
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4. Normalni operatory

PRIKLAD 26. Necht' T je husté definovany uzavieny operator v Hilbertove prostoru H spliujici 7*1T C
TT*. Pak T' je normdlni.

DUKAZ. Dle Véty FA.12.64 je T*T samoadjungovany operator v H. Podobné TT* = T**T™* je samoad-
jungovany. Mame-li vSak dva samoadjunogované operatory A C B, pak B = B* C A* = A, tedy jsou si
rovny.

O

PRIKLAD 27. Necht' T je husté definovany operator v komplexnim Hilbertové prostoru H. Pak jsou
nasledujici vyroky ekvivalentni.
(1) T je uzavieny a 1™*T = TT™.
(i) DomT = Dom T* a ||Tz| = ||T*x|| pro € DomT.

DUKAZ. (i)=-(ii)) Mame Dom T*T = Dom T'T*, coz jsou dle Véty FA.12.64 samoadjungované operatory
takové, Ze graf 1™ je husty v grafu 7" a graf 71 je husty v grafu 7”. Pro x € Dom 7T mame

|Tx||* = (Tx, Tx) = (T*"Tx,z) = (TT*x,2) = (T*zx, T*x) = ||T*z|]*.

Necht’ x € Dom T je déno. Pak existuje posloupnost {x,,} C Dom T*T spliujici x,, — z a Tz, — Tz. Pak
rovnost | T*x,, — T*x,,|| = || Tz, — Tz, ukazuje, ze T*x,, — z pro néjaké z € H.Z uzavienosti T* mame
x € DomT* aT*z = z. Proto DomT C DomT™* a ||T*z|| = lim, 0| T* %y || = limy oo || T2 || = || Tx||.

Je-li x € Dom T™*, nalezneme posloupnost {z,,} C Dom TT* spliujici z,, — = a T*x,, — T*x. Jako
vyse pak odvodime existenci z € H spliujiciho T'x,, — 2. Z uzavienosti 7' mame x € Dom T a Tx = z.
Proto Dom 7™ C DomT'.

(ii)=(i) Nejprve ovéiime, ze T' je uzavieny. Necht tedy z,, — x a T'z,, — y pro néjakou {z,} C
DomT'. Pak rovnost |1z, — T*x,|| = ||Tx, — Txyl|, n,m € N ukazuje, Zze {T*z,} je cauchyovska,
a tedy konvergentni. Z uzavienosti 7* vSak mdme x € Dom7* = Dom T a T™z,, — T*x. Pak rovnost
|\ Tz, — Tx| = | T*x, — T*z|| ddvd Tx,, — Tx.Proto y = Tx a T je uzavieny.

Z polarizacni identity mame rovnost

1g 1g
(T, Ty) = 7 > T+ i Ty|? = =) " iF| T2 + i T*y|)* = (T2, T*y), 2,y € DomT.

4
k=0 k=0

Ukdzeme, ze Dom T*T" C Dom T'T*. Necht tedy x € Dom(7*T') je ddno. Pak x € Dom T a Tz € Dom T™.
Zobrazeni y — (T'y, Tx) je tak spojité na Dom 7" = Dom T, takZ i zobrazeni y — (T™y, T*x) je spojité na
Dom T™. Proto T*z € Dom 1™ = DomT'. Tedy x € Dom TT™.
Pro z € DomT*T ay € Dom T pak mame (T*T'z,y) = (Tx,Ty) = (T*x, T*y) = (T'T*x,y), tj.
0=(T"Tx —TT*x,y), y€ DomT.

tedy 1Tz = TT*z aT™T C TT*. Dle Ptikladu 26|je 7" normdlni.
O

PRIKLAD 28. Necht F je ortogondlni rozklad jednotky v komplexnim Hilbertové prostoru H a
f,g: C — C jsou borelovské. Pak plati nasledujici tvrzeni.
(a) Pokud g € Loo(E), pak ([ gdE) (Dom [ fdE) C Dom [ f dE.
(b) Plati [ fdE = [ gdE pravé tehdy, kdyZ f = g E-skoro viude.

DUKAZ. (a) Podle Véty FA.12.54(b) je ®(f)®(g) = ®(fg). Necht x € Dom ®(f). Pak [|f|*dE,, <
+00, takze €2 [|fg|*dE,, < +00. Tedy x € Dom ®(fg) = Dom ®(f)P(g), takze ®(g)x € Dom d(f).
(b) Pokud N = {t € C; f(t) # g(t)} je E-nulov4, pak i v§echny miry £, , méfi tuto mnozinu 0. Tedy

rovnost
/|f|2dEﬂf@ - /lgPdEﬂc,m reH
C C
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dévé rovnost defini¢nich obort operétord [ f dE a [ g dE. Jelikoz

<</de>x,y>=/Cdex,y:/ngEm,y=<</ng>as,y>, .y € Dom( [ f4E),

hustota Dom( [ f dE) implikuje rovnost ([ f dE)z = ([ gdE)z, v € Dom([ fdE).
Necht nyni [ fdE = [gdEaN, ={t € C; £ < |f(t) —g(t)],|f(t)| + |9(t)] < n},kden € N.
Pokud E(N,,) # 0, 1ze vybrat z € Rng E(N,,) N Sy. Z dikazu Véty FA.12.52 a Véty FA.12.54(a) plyne, Ze

xEDom/deﬁDom/ng:Domede:Dom(/de—/ng)CDom(/(f—g)dE).

Pak ovSem mame

0=Ii(f £ar = [gampal = I([ (s~ o) Byl = [ If - aE.. >

) 1 1 1 1
2 = — —
Z |f g‘ d x,x 2 n2Ex,x(Nn) 77,2 <E<Nn)$,$> = ﬁ<x7$> = ﬁ’

n

tedy zfejmy spor. Proto E(N,,) = 0 pro kazdé n € N. AvSak | J>2 | N,, = {t € C; f(t) # g(t)}. takze f = ¢
E-skoro vSude.
O

PRIKLAD 29. Necht T je normdlni operator v komplexnim Hilbertové prostoru H. Pak existuje
nezdporny samoadjungovany P v H a unitarni U € L(H) spliujici 7' = UP = PU. Navic plati
Dom P = DomT'.

DUKAZ. Necht' E je ortogondlni rozklad identity pfislusny 7, tj. T = fU(T) IddE. Polozme f(t) = |t| a

L) t 07
g(t) = {f' , 7 0 Pak fg = gf = Idna o(T), f je redlnd nezdpornd a ¢ ma hodnoty v T. Proto je

P = [ f dE nezéporny samoadjungovany operator a U = [ g dF je unitdrni. JelikoZ

DomUP = DomPﬂDom(/gde) =Dom P = {z € H; /|Id|2dEx7x < 400} =DomT

Dom PU = Dom U N Dom(/ fgdE) = Dom(/ fgdE) = Dom(/ IddE) = DomT,

mame
UP=PU =T1T.
O

PRIKLAD 30. Necht' T je normdlni operator v komplexnim Hilbertové prostoru H. Pak existuje prostor
(€2, 1) s mirou majici stejnou vlastnost jako v Piikladu FA.10.65 a unitarni operator U : H — Lo(u) takovy,
ze T =U*"M,U,kde g: Q2 — C je u-méfitelnd a M, je multiplikator z Piikladu FA.12.69.

DUKAz. Uvazujme omezenou transformaci B = B(T'), coZ je omezeny normdlni operator na H (vizte
Vétu FA.12.67. Ten je unitdrné ekvivalentni s operdtorem M), definovanym na prostoru Lo (u), kde (2, 1)
ma stejnou vlastnost jako v Pfikladu FA.10.65. Necht' U je ona unitdrni ekvivalence mezi B a M),. Jelikoz
|B|| <1,jeessRngh C B(0,1) C C. Navic viak vime, 7e [ — B*B = (I + T*T)"!,atedy I — B*B je
prosty. Proto je i operdtor M, 7, odpovidajici I — B* B prosty, takze (1 — |h|?) > 0 p-skoro v§ude. MiZzeme
tak definovat funkci p-méfitelnou funkci g: 2 — C jako

h()\)
N=—
W= oo

Pak T je pomoci U ekvivalentni s M,. Vskutku, oznaéme S = U~'M,U. Pak S je normdlni operdtor v H a
jeho omezena transformace 5(.S) je rovna

B(S)=U"'B(M,)U =U"'"M,U = B(T),
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takze S = 1" dle Véty FA.12.67(b).

PRIKLAD 31. Necht H = (5(Z), k € Z \ {0} a u: Z — C. Uvazujme operator
Tx =T{x(n)} ez = {un + k)x(n + k) ez, x € DomT ={y € H; {u(n+k)y(n+k)}.ez € H}.
Oznacme déle M, multiplikdtor na H dany funkei pa Uz = U{z(n) }nez = {x(n + k) }nez.

(a) Operdtor T je uzavieny husté definovany, T'= UM, a U je unitarni operator.

(b) Plati T* = MU

(c) T je normdlni, pravé kdyz |u(n + k)| = |u(n)|, n € N.

DUKAZ. (a) Zjevné je U unitdrni operdtor s inverzi U*{z(n) }nez = U™z (n) }nez = {x(n— k) }nez a M,
je uzavieny husté definovany operator. Dle Tvrzeni FA.12.16(b) je T' = U M,, uzavieny a husté definovany,
nebot’ cog C Dom 7.

(b) Rovnost 7" = MzU” plyne z Tvrzeni FA.12.27(c).

(c) Mame T*T' = MzU*UM, = MzM, = M,» a TT* = UM, MzU* = UM,,2U*. Tedy T je
normdlni, praveé kdyz M2 = UM,,2U*. To je vSak spln€no prave tehdy, kdyz M,,:U = UM,,2, neboli
kdyZ |pu(n + k)[* = |u(n)|?, n € N.

O

5. Esencialné samoadjungované operatory

PRIKLAD 32. Necht' T je symetricky operdtor, ktery lze uzavfit. Pak T je téZ symetricky.

DUKAZ. Necht' z,y € DomT. z definice T existuji posloupnosti {x,},{y,} C DomT takové, Ze
(xp, Txy) = (x,Tx) a (Yn, Tyn) — (y, Ty). Pak oviem méame

Tedy T je symetricky.
O
PRIKLAD 33. Necht' T je symetricky operator v komplexnim Hilbertové prostoru H.
(a) Pak 0,(T) C R.
(b) Pokud je T nezdporny na Dom T, je o,(T) C [0, +00).
DUKAZ. (a) Necht x € Dom T \ {0} spliiuje Tx = A\x pro néjaké \ € C. Pak
Mz, x) = O, 2) = (Tx,2) = (x,Tx) = (z, \v) = Mz, 1),
Tedy A = X € R.
(b) Podobné jako vySe mame
Mz, z) = (Ax,x) = (Tx,x) >0,
tedy A > 0.
O

PRIKLAD 34. Necht' T je husté definovany operator v H, ktery lze uzaviit. Pak 7" = T
DUKAZ. Dle Tvrzeni FA.12.62 je graf T* = (V (graf T'))*, kde V je unitdrn{ zobrazeni z Lemmatu FA.12.61.
Pro dikaz pfikladu tak staCi ukdzat, Ze graf T" = (V(graf T))*. Mame viak z piedchoziho graf T =
(V (graf T))*. Stadi tak ov&fit (V (graf T))*- = (V (graf T))*. Je-li v8ak (a,b) € (V(graf T))*a (—T'z,z) €l
V(graf T') pro n&jaké x € Dom T, existuje posloupnost {x,,} v Dom T spliujici (x,,, T'z,) — (x,Tz). Pak
ale

0= lim ((a,b), (=T 2, 2,)) mrxrr = ((a,b), (=T2, 7)) grun.

n—0o0
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Tedy (V (graf T))* D (V(graf T))*. JelikoZ druh4 inkluze je trividlni, je dikaz dokoncen.
O

PRIKLAD 35. Necht' 7T je husté definovany symetricky operator v komplexnim Hilbertové prostoru H.
Pak 7' 1ze uzavrit.

DUKAZ. Pro z,y € DomT mame (T'z,y) = (x,Ty), takZze y € DomT* a T*y = Ty. Tedy T' C T*, coZ
diky uzavienosti T dava, ze T lze uzavrit.
O

PRIKLAD 36. Operator 7' v Hilbertové prostoru se nazyva esencidlné samoadjungovany, pokud je husté
definovany, symetricky a ma jednozna¢né samoadjungované rozsifeni.
Husté definovany operator 7' je esencidlné samoadjungovany, praveé kdyz 1" je samoadjungovany.

DUKAZ. Necht' S je jednoznaéné samoadjungované rozsffeni T'. Pak T lze symetricky uzaviitaT C T C S.
Pak Cayleyovy transformace téchto operatord spliiuji C(T') C C(S) a C(T') nemd jiné unitdrni rozsifeni nez
C(S9). Tedy indexy defektu T' musi byt nulové, v opaéném piipadé by totiZ existovalo nekone¢n& mnoho
unitdrnich rozifeni C(T). Dle Véty FA.12.48 je T samoadjungovany.
Piedpokladejme nyni, ze T je samoadjungovany a S je samoadjungovany operator spliiujici 7' C S. Pak
TcTcCS, z&hozplyne S =5* cT =T.tedy S =T je jediné samoadjungované rozifeni T'.
O

PRIKLAD 37. Necht' T je husté definovany symetricky operator v H. Pak nasledujici vyroky jsou
ekvivalentni.
(1) T je esencidlné samoadjungovany.
(ii) Plati Ker(T* + ¢I) = Ker(T* —iI) = {0}.
(iii) Prostory Rng(7T + /) a Rng(T — ¢I) jsou husté v H.

DUKAZ. (i)=(ii) Operitor T je samoadjungovany dle Pfikladu takze dostavame Ker(T™ + il) =
Ker(T —iI*) = (Rng(T —iI))* = H- = {0}. (Cislo i € p(T) dle Diisledku FA.12.40.) Jelikoz T* = T,
mame i Ker(7™ + ¢I) = {0}. Podobné obrzime vztah pro Ker(7" — iI).

(ii)=>(iii) Mdme vztah Rng(T + i) = (Ker T + iI*)* = (Ker(T* —iI))* = {0}* = H. A podobn&
ovéfime hustotu Rng (7" — il).

(iii)=-(i) Operator T je uzavieny a symetricky. Dle (iii) plati Rng(T +iI) D Rng(T + il) = H, coZ
viak dle Lemmatu FA.12.38(c) implikuje Rng(T + il) = H. Podobné obrzime Rng(T — il) = H, takze T
je samoadjungovany dle Dusledku FA.12.40. Proto je T esencidlné samoadjungovany.

O

PRIKLAD 38. Necht I = [0,1], H = Ly(I), Dom A = {f € C=(I); f®(0) = f®(1),k € No}
a Af = —f". Pak A je esencidlné samoadjungovany operétor, o(A) = o,(A4) = {4k*7% k € Ny},
dim Ker A = 1 a dim Ker(A — (27k)%I) = 2, k € N. Déle A je nezdporny a Fridrichsovo rozsiteni A je A.

DUKAZ. Jelikoz 2((0,1)) C Dom A, je A husté definovany. TéZ pro f, g € Dom A vypocet

(Af,g) = /f”g— — gl /fg—fg /fg”—ng>

implikuje symetri¢nost A a nezdpornost A. Vyzkoumejme nyni strukturu o,,(()A). Dle Piikladu [33|staci
zkoumat A € [0, +00). Resime tedy rovnici Af = —f” = Af pro A > 0. Pokud A = 0, médme jediné feseni
f = 1. Jinka pro nenulové A plati f(t) = a cos v/ At + bsin v/t pro N&jaké a, b € C. Vzhledem k okrajovym
podminkdm musi platit

a= f(0)= f(1) = acos VA + bsin VA,
Vb = f(0) = f'(1) = VA(—asin VA + beos VA).



ODDIL 5. ESENCIALNE SAMOADJUNGOVANE OPERATORY 155

V druhé rovnici zkratime v/\ a pfendsobime ji b, prvni rovnici pfendsobime a a ob& seéteme. Dostaneme
a* + b* = (a® 4 b*) cos V.

Tedy A = (2k7)?, k > 1. Dohromady tak mame o,(A) = {(2k7)?%; k € Ny} s vlastnimi vektory {1} U

{V/2 cos(2kmt), v/2sin(2knt); k € N}. To je ovem ortonormélni baze v H.

Abychom ovéfili esencidlni samoadjungovanost A, staci dle Pfikladu [37|ovéfit, ze Rng(A £ i7) je husty
v H. Dle pfedchoziho ndm staci verifikovat, Ze

Rng(A £ i) D {1} U {V/2cos(2knt), v2sin(2knt); k € N}.
Uvazujme tedy vlastni vektor cos(2kwt). Pak funkce %@ spliiuje Af — if = cos(2knt). Podobné

(2km)
bychom ovéfili inkluzi i pro ostatni vlastni vektory a pro A 4 ¢I. Tedy A je esencidlné samoadjungovany.
O
PRIKLAD 39. Necht H = Ly(jtg), DomA = Z(R?) a Af = —Af = -3 92 f. Pak A je

esencidlné samoadjungovany a nezdporny na Dom A. Navic je A unitarné ekvivalentni s multiplikdtorem
My yjz2 na H a 0(A) = [0, +00), 0, (A) = 0.

DUKAZ. Operator A je zjevné husté definovany. Z rovnosti

d
g = [ =ofau=3 [ 0.s0gdu = (A9, fge 2@
' i=1

vidime jak symetrii A, tak jeho nezdpornost na Dom A.
Necht' P je Plancherelova transformace H na H. Pak rovnost P(0,.f) = ix; Pf, f € 2(R?) ddvd vztah

PAf(x) = P(= Af)(x) = |z]*Pf(x), f € DomA.
Ukézeme, Ze Rng(A —iI) je husty v H. Necht tedy g € (Rng(A — il))* je ddno. Pak
0=((A~iD)f g) = (P(A—il)f, Pg) = ((|lx|* = i)Pf, Pg) =

= [ (el = )P1@)Po) dpate). £ € Dom A

Jelikoz je U(Dom A) husty podprostor H, je funkce (||z||* — i) Pg(x) nulova. To vzhledem k nenulovosti
|z||* — ¢ implikuje Pg = 0, a potazmo i g = 0. Podobné bychom ukdzali, ze Rng(A + 1) je husty v H.
Tedy A je esencidlné samoadjungovany dle Prikladu

Zrovnosti PAf(z) = P(— Af)(x) = ||z||*P f(x) = M)z P f(x) vidime, Ze A je unitdrné ekvivalentni
s operatorem M|, 2 definovanym na U(Dom A). JelikoZ je A esencidlné samoadjungovany, je i M, 2 na
U(Dom A) esencidlné samoadjungovany. Operator M2 definovany na Dom M2 = {f € H; |[z||*f €
H} je samoadjungované rozsiteni M 2 z U(Dom A), a tedy je to jeho uzadvér (vizte Pfiklad . Proto
operitor A s defini¢nim oborem U~ Dom M, |z j& jednoznacné rozsifeni A, kter je unitdrné ekvivalentni

pomoci P s operdtorem M| 2. Z toho dostdvame o(A) = o (Mz2) = [0,+00) a 0,(A) = o (Mjz2) = 0.
O
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