1. INTEGRALY S ODMOCNINAMI

1 1 x—1 1
—=dx, 2. / dx, 3. /—dx, 4, /—dx,
/1+\/x+3 x4+ VxZ+x +1 x(V/x + Vx2) V=xZ2+4x-3

/ X d / 1 /l—x/x-i-ld
X, 7. X,
14+ Yx+1 14+ Vx24+2x4+2

[mdx, /\/: 10. / F /\/x2 2x dx,

12. /x/xz—Zx—ldx,

2
13. / dx, 14. /—dx, 15. /—dx
(4+x2)v 4 — x2 VT4 x4+ x2 24/1 — x2

1 Vx+1—+/x— 1
16. dx, 17. 18. dx
1++V1—-2x—x2 x4+ 1+ Vx—1 1+ /x+Vx+1
—/x%243 2
1. / X X<+ 3x + dx
X+ /x2+3x+2
Névody:
2t 2(12—t+1) 10—1 —2 6t3(t°—1) 122142
.= T4 4t 2. f—(t o 4 3. f6t4(t+1) dr, 4. f—1+t2 de, (t+1) dr, FETom de,
62 (t2+t+1) 3¢ 412 613 2(t2 1)2
e t+1 dr, - SeEd 9 ] @ D@D e, 10. [ &ryem 4 | iy 4
—t2(t+2)2 1612 —(242¢t—1)2 t2+1
12. f m dr nebo f W dl f - t2)3 dr nebo f W dl 14. f 4(I4+1) dl,
—(1—12 —4ft t242¢—1
- (1+t2)3 dr, 6. [ (1+12)(12+2+/21+1) dr nebo [ (1-)(1+£2) dr, 17. f(l t)(1+t)3 dr,

18. lze vyuzit vzorec pro a®> —b%, kdea =1+ /xab = /x + 1, 19. [ (2;(’225(33??) dr

Vysledky:

1. 2¢/x+3—2log(l 4+ v/x +3), x € (-3, +0),
2. Vx?T4+x+1-—x +210g|\/x2 +x+1 —x—2} - llog}2\/xz +x+1-2 ,x € (=00, —1) nebo x € (-1, +00),
3. 3\/5—6\/_+10gx+6v f+21,xe(0 +o00), 4. —2arctg /32X x € (1,3),
5. 2(x+ 1)3 —3(x+ 3+ S(x+ Dé—(x+ 1)+ S(x+ s — 3(x + D3, x € (=1, +00),

-2 2 —x —
6. m_x log(v/x 5—|— 2x +2 x2 1), x €R,
7. S(x+Ds +8x+Ds —3(x 4+ D3 +2Jx+1-3/x+1+6Vx+1—6log(Vx+1+1),x € (—1,0) nebo
x € (0, +00)
8. —log|l— /2t 1log(\/ ff} AR+ 1)—\/§arctg<} VAR 4 f) x € (—oo,—1) nebo x € (—1, 1) nebo
x € (1, 4+00),

AV 1=x—+/14+x

+ 2arctg x € (—1,0) nebo x € (0,1)

log ‘ i =2

241 _ _
10. logm V3 arctg 2L 7 + /3arctg 2 f,kdet ,/1+x,xe( 00, —1) nebo x € (—1,0) nebo x € (0, +00),
11. %(2x—3)\/x2+x+ +élog(2\/x2+x+ —2x—1),xeR

12. Sggx(x(x—l),/xx;z—I—log‘,/xx;z—l‘—log< xx;z—kl)) nebo 1(x — 1)v/x? —2x + Flog|vx2 —2x — x + 1
x—1— f 1

X € (—00,0) nebo x € (2, +00),
_ ALl = _ x=1=y2 1-v2

13. sgn(x — 1 + /2) (2()( D(x—1++2) s T log Y log( 1+[ + 1))

nebo;(x—l)«/x2 2x —1 +log|Vx2 2x—1—x+1},xe(—oo,l—\/i)neboxe(l—i—\/_+oo)

14. arctg(«/_ x+2 — 1) arctg(«/— x+2 + 1) x €(-2,2) 15. —%xvl —x2— arctg

16. log(t + V2 - 1) —log(t + V2 + l) —2arctgt, kde t = ‘/L‘/E_xprox € (-1 —+2,—14++2),

H_x,xe( 1,1)

x+1++/2
nebo —log(1 —¢) —2arctg?, kde t = —172’;7’6271 prox € (=1 —+/2,0) ax € (0,—1 + +/2), Ize slepit v 0
17. Ix2 = dxvx2 =1+ Llog(x + V32— 1), x € (1, +00)
18. Ix+ /x—1yx(x+1) = Llog(Vx + Vx + 1), x € (0, +00)



9.

1.
9.

2. URCITE INTEGRALY

1 P 2 +oo
/ (x +2)° dx, 2. / sin(x 4 2) cos x dx, 3. / ,a>0, 4. / dx,
0 0 1

x+a oo X441

X2 0 ex 7 +oo 1

VYY) X, 7. dx, 8. dx,
/0 (x+2)2(x—+-4)2 /ooex+1 3 Jx—3 /2 21
4 1 X /—x + +o00 1

——dx, 10. 11. dx

0o 2-+sinx x4+ 1+ /x+ 0 1 + eX/2 4 X/3 4 ox/6

Vysledky:

82, 2. Zsin2, 3. l4alogite, 4.0, 5 15 +2log2, 6. log2, 7. 4

gnﬁ, 10. 3v2-2, 1. =37+ $log2.

8.

%log 3,



3. VICEROZMERNE INTEGRALY
x2 + y?dx dy, M je trojihelnik s vrcholy [0, 0], [1, 0], [0, 2];
e Vdxdy, M = {[x,y] e R% 0 <x < y};
x(y + 1)dxdy, M je jednotkovy kruh;
sin(x 4+ 2y)dxdy, M = (=5, %) x (0, 5);
xy dxdy, M je Ctvrtina jednotkového kruhu leZici v prvnim kvadrantu;

xyzZdxdydz, M = (0,2) x (0,2) x (—1,1);

o

TS T T T T e s e

2x2ydxdy, M je étyfihelnik s vrcholy [0, 0], [0, 2], [1, 1], [1, 3];
8. ye *dxdy, M = {[x,y] € R%; x > 0,|x — y| < 1};

9. (x?y 4+ xy?)dx dy, M je trojihelnik s vrcholy [0, 0], [2, 1], [1, 2];

2
10. / VX dx dy, M je plocha ohrani¢end parabolou y? = x.
M 1+ x4



4. VEKTOROVE PROSTORY

1. Ovéite, Ze nasledujici mnoZiny spolu s kanonicky definovanymi operacemi tvori vektorové prostory:
R2, R", C(R), C({0,1)), M3 x2), polynomy.

2. Které z nasledujicich podmnoZin tvoii vektorové podprostory?
a) Wi ={(r.2r,—r); r e R} CR3, b) Wo ={(r +s.25s—r,r+2s); r,s € R} CR3,
c) {(s+1,25—t+2,t+s); s,t € R} CR3, d) {(rs+s,2s,15); rseR} CR*, e) Winw,, ) WiuW,,
g) {polynomy stupné 2} C P, h) P, = {polynomy stupné nejvyse 2} C P, i) {ax®+x+b;a,beR}C P,
D ApepO=11CcP, Kk {pePip0O)=0CP, D {peP: p0)=0}CP,
m) {peP;2p0)-3p(1)=0CP, n) {peP pl)-3p2)=1}CP,
0 {f:R—->R; f(0)+3f"(1) =0} c C(R),
p) {A e M@ xn); A regularni} C M(n X n), qQ) {A € M(n xn); A horni trojdhelnikova} C M(n x n),
1) {AeMmxn);, detd =0} C M(n xn), s) {A € M(n x n); soucet prvkt na diagonéle 4 je 0} C M(n x n).

3. Zjistéte, zda jsou ndsledujici vektory linedrné nezavislé:
a) (1,1,0),(2,1,1),(3,1,2) € R3, b) (1,0,—1,1),(2,1,0,1),(1,0,0,—1),(2,1,1,1) € R4,
¢) x%4x+1,x+1,x=3 € P, d) 3x242x+1,x24+x+3,x2-2x+1 € P, e) x34+x+1,x34+2x, x34+x4+2 € P5,
f) sinx,xsinx, x2sinx € C(R), g) sinx,cosx,sin2x € C(R), h) sin? x, cos2 x, sin x cos x € C(R).

4. UrCete dimenzi a naleznéte n€jakou bazi nasledujicich podprostori:
a) lin{(1,1,1),(1,2,2),(10,11,11)} C R3,
b) lin{(1,1,1,2,2),(-1,-2,-2,-2,2),(19,1,1,1,1),(=1,-3,-3,-2,6)} C R>,
¢) lin{x +7,x2—x—1,x243,x -5} Cc C(R), d) lin{sin x, cos x, sin 2x, cos 2x} C C(R),
e) M(2x3), ) {AeM@Bx3); AT =4}, o {(x.y.2)eR3 x+y-2z=0}, h) {feC3R); f" =0}
i) C? jako vektorovy prostor nad R.

Vysledky:
2. a) ano, b) ano, ¢c) ne, d) ne, e) ano, f) ne, g) ne, h) ano, i) ne,

j) ne, k) ano, I) ano, m) ano, n) ne, 0) ano, p) ne, q) ano, r) ne, S) ano.
3. a) ne, b) ano, ¢) ano, d) ano, e) ano, f) ano, g) ano, h) ano.

4. a) 2,napt. {(1.1,1),(0,1, )} nebo {(1,1,1),(1,1,2)},  b) 3,{(1.1,1,2,2),(=1,—2,-2,-2,2),(19,1,1,1, 1)},
o 3{Lx.x2, d 4 e 6 D 6 g 2{1,-10.1,1,1)}, h 3, {1,x x2}
) 4,{(1,0),(,0),(0, 1), (0,1)}.

5. LINEARNI ZOBRAZENI

Zjistéte, zda L je linedrni zobrazeni. Pokud ano, urcete ker L a Im L.
‘R3 —> R?2, L(u,v,w) = (u + v,v + 2w);
‘R3 = R* L(u,v,w) = (u,u —w,u + v,v);
‘R3 = R3, L(u,v,w) = (u?,u +v,0);

:R3 = R3, L(u,v,w) = (0,0,0);

‘R* > R2, L(u,v,w, z) = (u,u);

:CR) - C(R), L(f)(x) = f(x+ 1) = f(x);
:C(R) — C(R), L(f)(x) = [y f@)dr;

: C(R) = C(R), L(f)(x) = f(x?);

:CHR) — C(R), L(f)(x) = f'(x);

: CYR) = R, L(f) = (f(0), f/(1));

Py = P3, L(p)(x) = p(x) + x?;

1 P2 —> P3, L(p)(x) = (x + D p(x)

=N AN R o O

D= o
R ol SNl

Vysledky:
{Qw, 2w, w); w € R}, R?, 2. {(0,0,0)}, {(a,c,a + b,b); a,b,c € R}, 3. ne, 4. R3,{(0,0,0)},
{(0,v,w,z); v,w,z € R}, {(a,a); a € R}, 6. {f € C(R); f je l-periodickd}, C(R),
{f =0, {geC'(R):; g(0) =0}, 8 {f I 0,+00) =0},{g € C(R); g jesudd},
{f € CY(R); f jekonstantni}, C(R), 10. {f € CY(R); f(0) = f'(1) = 0}, R?, 11. ne, 12. {p =0},
g € P3 q(=1) =0}

o N =

~—

4



6. KVADRATICKE FORMY

Urcete definitnost nasledujicich matic:

1 2 1 -1 -1 -1 2 1 1 6 0 3 g 2 g ;
1.12 2 1], 2.1 -1 -1 0 , 3.11 1 2 4.10 3 3], 5 43 6 3
1 1 1 -1 0 1 2 5 3 3 5 2 2 3 2
2 -3 1 -1 -2 3 4 4 3 -3 -4 4 -3
6 -3 8 3 0 7 1 4 6 5 6 9 -4 -6 5 —6
11 3 5 =2 11 1 —10 0 4 5 6 2 1 4 5 -6 2
-1 0 -2 1 —1 36 2 11 -3 -6 2 -11
V zavislosti na parametru a € R urCete definitnost nasledujicich matic:
337 338 400 398 3 3 1 2
10 338 415 371 399 3 4 2 -1
1400 371 333 343 1 2 3 a
398 399 343 2 -1 a 13

Vysledky: 1. ID, 2.1ID, 3.PSD, 4.PD, 5.PD, 6.ID, 7.ND, 8. PSD, 9.NSD, 10. VZdy ID, 11.PD pro
ae(-3-3410,—-1+210),IDproa € (o0, —% — 24/10) U (=2 + 2410, 400), PSD proa = —% + 2/10

7. VLASTNI CisLA

s Xz

Najdéte vlastni ¢isla a jim prislu$né vlastni vektory pro nasledujici matice:

-2 1 2
3 -1 1 3 1 1 1 2 0 a
D) 2w w(h ) s e(Eao
-5 1 5
5 0 -2 § —1 -3 3 -1 -1 2 0 -1
7.12 3 -2], 8.18 1 —4], 9.16 -2 -2], 10. {5 -1 =21,
4 0 -1 7 -1 =2 3 -1 -1 1 1 -1
-2 0 -2 3 -23 21 3 —17
-2 1 -1 2 —40 35 4 =31
11. -2 0 0 2} 12. 58 =50 -5 47
-5 0 -3 6 -8 6 o -7

Vysledky (vlastni ¢islo, ndsobnost, vlastni vektory):

L.(1,1,{[z, 2¢]; t € C\{0}}), (2, 1,{[t, t]; t € C\{0}}), 2.(4,1,{[t,t]; t € C\{O}}), (—1,1,{[3¢,—2¢]; t € C\{0}}), 3.
(1414, 1,{[t,ti]; t € C\{0}}), 01 —i, 1,{[t,—ti]; t € C\{0}}), 4.(3,2,{[t,t]; t € C\{0}}), 5.proa # O:(a,l1,{[t,—t]; t €
C\{0}), (=a. L{[t.7]: t € C\{0}}), proa = 0: (0.2,{[s.¢]: [s.1] € C*\ {[0,0]}}), 6. (L L{[t,t.7]: t € C\{0O}}),
(2, 1,{[t,2t,t]; t € C\A{0}}), (3, 1,{[t,t,2¢]; t € C\{0}}), 7. (1,1,{[t,¢,2t]; t € C\ {0}}), (3,2,{[t,s,¢t]; [s.t] €
C2\{[0.0]}}), 8.(1,1,{[t.t.2t]; t € C\{0}}), (3.2, {[t.2t.t]; t € C\{0}}), 9.(0.3.{[t.3t —s,s]: [s.t] € T2\ {[0,0]}}),
10. (0,3, {[t.1,2t]; t € C\{O}}), 11.(2,1,{[t.t.t.2t]; t € C\{O}}), (1.3.{[s.2,0,s]; [s.] € C2\{[0,0]}}), 12.(i.2,{[3t—
(7410)s, 41, (=5+i)t —(84+10i)s,8s]; [s, 1] € C2\{[0,0]})), (—i,2,{[3t + (=7 +1i)s, 4t,—(5+i)t + (=8 +10i)s, 8s]; [s,1] €
C2\ {[0.0}}).



8. TAYLORUV POLYNOM

1. Naleznéte Taylorovy polynomy fadu k v bodé a pro nasledujici funkce:
a) arctg,k =3,a=1
b) tg,k=3,a=7%
c) exp,k=5a=2

2. Naleznéte Taylorovy polynomy fadu k v bodé 0 (pokud nenf fe¢eno jinak) pro nésledujici funkce:
a) sin-cos, k =4
b) tg,k=5
c) exz, k=6
d) cos(x3®—1),k =3, vbodé 1
e) x7sin(x?),k =10
f) cos(sinx),k =5
g) sin(sinx),k =6
h) sin(l —cosx),k =4
i) log(cosx), k=6

3. Spoctéte limity:
e*sinx — x(1 + x)

a) lim 3
x—>0 X )
b i COS X — e_xT
xl_I)I}) x4
o1 1
¢) lim — —

x—>0 X sin x

i 2 sin(sin x) — sin(2x) ¥/1 + x2
im

d

) x—0 x5

e) lim (f/x6~|—x5—«6/x6—x5)
xX—>400

X 1
1' (3_ 2 _)}_ 6 1
g) Hlmm(x XT3 e X6+

b lim sin(cos(sinx) — 1) +

x—0 x2sin? x

4. Najdéte n € N tak, aby pfislu$na limita byla kone¢na a rtizna od 0 a spoctéte tuto limitu:

. (T+x)* -1
a) lim ———
x—0 xn |
— (1 x
b) lim ﬂ
x—0 xn
. cosx —cos(tg x)
¢ lim ——~=
x—0 x"
& lim tg(sin x) — sin(tg x)
x—>0 xn
Vysledky:

Loa) tn+iac-D-3a-D2+50x-1> b 1+20-%)+2(x—Z)2+8(x-Z)3
) e2+4+e2(x—-2)+ %ez(x —2)2 + éez(x -2+ %ez(x -4+ Wloez(x -2)
2. 02 x—3x b)) x+3x+EX o 1+x2+ x4+ x¢ D) 1-3(x—1D)*-9(x—1)?
e) x° ) 1—2x24+ 2x* g) x—ix34+Lx° hy 1x2—Lx* ) —1x?—Lx*—Lx¢
3.9 5 b -5 90 i e 3 H I 9 b o
4. 2 lm=2 b £mr=1) o fm=49 d Lu=7
6



9. LOKALNI EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH

Naleznéte lokalni extrémy ndsledujicich funkci:

Loox*+ % —x2—2xy — y?,

2. xy+ 5x—0 + %,

3. (1+eY)cosx —ye?,

4. x3+y3+2z23-3xy —3xz - 3yz,

5. T3 (8x% — 6xy + 3y?),

6. x2+y?+x—2xy,

7. (x —2y)e™”,

8. x2+xy+y%2—4logx —10logy,

9. (x2—xy—2z%)e",

10. x4+ y + 4sinxsiny,

11 (x2 4 y2)e 62+,

12. x3 4 y2 + 12xy,

13, x*+ y*—x%2—y% —2xy
Vysledky:

1. [—1,—1]a[l, 1] ostrd lokélni minima, [0, 0] sedlovy bod, 2. [5,2] ostré lokdlni minimum, 3. [2km, 0] ostré lokdln{
maximum, [(2k + 1)7, —2] sedlovy bod, k € Z, 4. ]0,0,0] sedlovy bod, [2, 2, 2] ostré lokdlni minimum,

5. [0,0] ostré lokdln{ minimum, [—}, —1] sedlovy bod, 6. nemd kritické body, 7. [—1,4]a[l,—21] sedlové body,
8. [1,2] ostré lokaln{ minimum, 9. [0,0,0]a[-2, —%, 0] sedlové body, 10. %n +ir+k% La+lr —k %] ostré

12
lokalni maximum pro k sudé, sedlovy bod pro & liché, [%n +ir + k7, %7[ + I — k7] ostré lokdlni minimum pro k liché,
sedlovy bod pro k sudé, 11. [0, 0] ostré lokalni minimum, [x, y] spliiujici x> + y? = 1 lokdlni maximum

12. [24,—144] ostré lokalni minimum, [0, O] sedlovy bod, 13. [—1,—1]a[l, 1] ostra lokdlni minima, [0, 0] sedlovy bod
7



