Uvod do funkcionalni analyzy, ZS 2021-2022
Zadani pisemné c¢asti zkousky - termin 6.1.

Piiklad 1 (8 bodi). Na prostoru X = Lo([0,1]) @2 L3([0,1]) nad t&lesem komplexnich ¢isel
definujme funkcional ¢ : X — C ptedpisem

1
(f.9) :=/0 (f(t) +g(®)e " dt, fe Lo([0,1]), g € Ls([0,1]).
Ukaite, ze ¢ € X* a urcete normu |[¢||.

Priklad 2 (15 bodt). V tomto pifikladu jsou uvazujte komplexni Banachovy prostory. Necht je
dan operator T : C([0,1]) — ¢¢ piedpisem
Tf=(fG) = FO),2,s fec(o).
(i) Dokazte, ze T je dobie definovany spojity linearni operétor a uréete hodnotu ||T]|. (4 body)
(ii) Vyjadiete dualni operator T* : ¢; — M([0,1]) pomoci reprezentace duala klasickych pro-
storti. (6 bodi)
(iii) Urcete, zda je operator T' kompaktni. (5 bodi)

Piiklad 3 (27 bodt). V tomto piikladu jsou uvazujte redlné Banachovy prostory. Necht je dan
operator T : Lo([0,1]) — L2([0, 1]) pfedpisem

Tf(t):/o min(s, ) f(s)ds,  f € La([0,1]).

(i) Ukazte, ze T je spojity linearni operator, ktery je kompaktni. (10 bodt)

Hint: UvaZugte operdtory A : Ly(]0,1]) — C([0,1]) a B : C([0,1]) — L2([0,1]), kde A je
ddno stejngm piedpisem jako T a B je “identita” (pfesnéji: Af(t) = fol min(¢, s)f(s)ds a
Bf = [f]). Ukazte, 2e A a B jsou linedrni, spojité a s pomoci Arzela-Ascoliho véty ukazte,
ze A je kompakini. Na zdaver pouZijte identitu T = Bo A.

(ii) Ukazte, ze T je samoadjungovany. (2 body)

(iii) Ukazte, ze pro f € C([0,1]) plati Tf(0) =0, (Tf)'(1) =0 a (Tf)"(t) = —f(¢). (3 body)

(iv) Ukaite, ze kdykoliv f € Ls([0,1]), A € R a Tf = Af, pak f € C2([0,1]) (2 body).

(v) Naleznéte o(T') a 0,(T") a ukazte, ze vlastni podprostory pfislusné nenulovym vlastnim ¢is-
lim jsou jednodimenzionalni prostory generované funkcemi sin((5 + kn)t) pro k € NU {0}.
(6 bodt)

Pomiicka: Pokud to budete potrebovat, mizZete bez wvipoctu pouzZivat ndsledujici vzorce
platné pro kazdé o € R\ {0} a kazdé t € [0, 1]:

1
1 t
/0 min(s, t) sin(as) ds = 2 sin(at) — p cos(a),

1
1 t
/ min(s, t) cos(as)ds = —2(cos(at) - 1) + —sin(@).
0 e Q@
(vi) Uréete pfesnou hodnotu ||T]|. (2 body)
(vii) Z Hilbert-Schmidtovy véty naleznéte diagonalizaci operatoru T, tj. posloupnost realnych &isel

(An)22, a posloupnost funkei (f,,)22; spliwjici, ze

17 =30 [ 10RO R 1 L0.)

(2 body)



Nastin reSeni
Piiklad 1: Uvazujme funkcionély ¢1 : Loo — C a g : Lg — C definované predpisem

1 1
— —itd _ _itd.
o1(f) / fHetdt, oa(f) / f(He—tat
Pak pro f € Lo, méme
1
o1(f)] < / £ < I1f ]

atedy ¢1 € (Loo)* a ||p1]| < 1. Navic, pro f(t) = €%, t € [0,1] mame |p1(f)| = fol 1dt =1=|f|lo
a tedy [¢1]| = 1. Dle reprezentace (Ls)* = L3/» méame o3 € (L3)* a [[@z]| = [[e""|[3/2 = 1.

Konecné, mame ¢(f, g) = ¢1(f) + 2(g) a tedy dle reprezentace (Lo ®2 L3)* = (Loo)* ®2 L2
méame ¢ € X~ a ol = [(le1ll, le2l)ll2 = V12 +12 = V2.

Priklad 2: Pro f € C([0,1]) méme f(1) — f(0), proto Tf(n) — 0 a tedy T'f € co. Déle plati

T )] < FG+ 1F0)] < 20| flloo
a tedy T je spojity linearni operator (linearita je zfejma) a |7 < 2. Pro f(t) = 1 — 2t plati

ITfII=1£(1) = F(O)] =2 =2 fllc & tedy [T = 2.
Pro kazdé f € C([0,1]) a = € ¢; plati

Ta(f) = o(Tf) = 3 aeaTfm) = 3 wa(f(L) - £(0)).

Protoze S5, [l2a (6(2) — SO) < 352, 2l < 2l < o0, je o= T35, 2 (3(2) = 5(0))
dobfe definovany prvek prostoru M ([0, 1]) a

S=

u(f) =D wa(8(2) = 6(0))(f) =D _wa(f(3) = £(0), feC(0,1)
n=1 n=1
tedy dle predchoziho vypoétu mame T*z = p = > " | x,(6(1) — 6(0)) pro kazdé z € ¢;.
VySetfeme nyni kompaktnost operatoru T. Pro f,(¢t) = max{0,1 — (n + 1)|1 — nt|} plati ze
{fn # 0} C a7 negl @ lfull = £u(5) = 1, tedy | Tfn = Tl = [(Tfo = Tfin) () = 11— 0] =1
pro n # m. Tedy T'(B¢(jo,1))) obsahuje nekone¢nou 1-separovanou mnozinu a T' proto neni kom-
paktni.

Piiklad 3: Pfedné si uvédomime, Ze pro f € Lo([0,1]) je || fllx < |11z [fllz = [ fll2 < o a
tedy L2([0,1]) C L1([0,1]). Déale Af je spojita funkce pro kazdé f € Lo([0,1]) dle véty o integralu
zavislém na parametru (integrovatelna majoranta min(s,t)f(s) je napiiklad |f(s)| € L1). Navic,
plati

1 1
|Af(B)] < /0 | min(s, ) f(s)|ds S/O [f(s)lds = [[fllx < Ifll2, £ €[0,1], f € L([0,1]),

a tedy A : Lo([0,1]) — C([0,1]) je spojity linearni operator a || Al < 1. Dale pro f € By, (,]) a
t,t" € [0,1] plati

1
[Af(t) — Af(t)] < /0 | min(s, t) — min(s, £')|| f(s)|ds

1 9
<t —t'|/ F)lds < [t = ¢ < [t = ElIAlls < Je— ¢
0

kde vyuzivame faktu Ze | min(s,t) — min(s,¢')| < |t — t/| (coZ je snadné ovérit). Tedy kazda Af je
1-Lipschitzovské a dle Arzela-Ascoliho véty tak dostavame, Ze A je kompaktni operator.



Déle pro f € C([0,1]) plati

1
1Bl = IIflls < /OIIfHZOSIIfHoo,

a tedy B je spojity linearni operator. Protoze ziejmé T = B o A, je T slozenim kompaktniho
operatoru se spojitym operatorem a tedy T je kompaktni operator.
Ovérme nyni, ze T je samoadjungovany operator. Pro f, g € Lo mame

(Tt,9) / / min(s, ) f(s)dsg()dt = / 5s) / mins, D)g(1)dids = {7, Tg)

a tedy T je samoadjungovany (ve vypoctu jsme pouzili Fubiniovu Vetu)
Pokud je f € C([0,1]), pak mame T'f(0 fo min(s, 0) f( fo 0=0 a také

Tf(t) = / sf(s)ds + / £f(s)ds

a tedy podle "Newton Leibnitzovy formule"pro spojité funkce mame

TP() = tf(1) /f )as) (1) = /f )ds — t(1) /f

a specialné tak (T'f)'(1) = 0 a také

(1) /f )s) (1) = — (1), 1< 0,1]

Vyse jsme jiz ovéfili, Ze pro f € Lo([0,1]) je Tf = Af spojita funkce a tedy pokud T'f = Af,
pak f je také spojita funkce a dle predchoziho pak (T'f)"” = —f a tedy T'f € C?([0,1]).

Pokud je tedy splnéno Tf = Af, pak po dvojim zderivovani dostavame Af” = —f. Pokud
je A =0, pak nutné f = 0 a tedy A ¢ 0,(T). Pro A # 0 musime vyfesit diferencialni rovnici
f”+ +f = 0s podminkami f(0) =0 a f’(1) = 0. Pokud je A < 0, pak fundamentélni systém
feSeni je tvofen funkcemi {et/\/m,eft/\/m} a tedy f(t) = Aet/VIA 1 Be=t/VIN| bo dosazent
podminky f(0) = 0 dostavame Ze A = —B a po dosazeni podminky f'(1) = 0 dostavame A = B,
tedy A= B =0 a proto f = 0. Tedy o,(T) C (0,00). Pro A > 0 je fundamentalni systém FeSeni
je tvofen funkcemi {sin(t/v/X), cos(t/vA)} a tedy

f(t) = Asin(t/VX) + Bcos(t/V\)

a po dosazeni podminky f(0) = 0 dostavame, ze B = 0. Tedy f(t) = Asin(t/v/A) a po dosazeni
podminky f’(1) = 0 dostavame, 7e bud f = 0 (takové feenf ale nehledame) nebo cos(1/v/\) = 0,
tedy % = 5 + km pro n&jaké k € NU {0}. Déle je snadné ovéfit, ze pro kazdé k € NU {0} je

T (sin (5 +km))) = crfizga sin (5 + b))

: k € NU{0}} a pfislusné vlastni podprostory jsou jednodimenzionalni

a tedy Up(T) = m

prostory generované funkcemi sin ((g + kﬂ')t). Protoze T je kompaktni operator, mame o(T) =
{0} Uop(T).

Protoze T je kompaktni, samoadjungovany a o(T) C [0,00), mame ||T|| = max{A: A €
op(T)} = 5.

Konec¢né, dle Hilbert-Schmidtovy véty mame

Tf— Z:OA /f ) fa (1) 0t fr,
sin ((g-‘rk‘ﬂ')t)

= jsou pfislusné znormované
Isin ((Z+km)t) |12

kde A\, = m jsou nenulova vlastni ¢isla a f, =

vlastni vektory.



Uvod do funkcionalni analyzy, ZS 2021-2022
Zadani pisemné c¢asti zkousky - termin 17.1.

Pfiklad 4 (13 bodi). V realném Hlbertové prostoru ¢ je dan dvoudimenzionélni podprostor YV
generovany body (277)22, € l3 a (37™)22; € {3. Najdéte ortonormalni bazi Y a s pomoci vzorce
pro ortogonalni projekci najdéte nejblizsi bod v Y k bodu e; = (1,0,0,...) € ls.

Piiklad 5 (23 bodi). V tomto piikladu uvazujte realné Banachovy prostory. Necht je dan operétor
T : L1([0,2]) — L1([0,2]) pfedpisem

1
Tf(t) = A f(s)ds+ f(t), [ € La([0,2)).

(i) Ukazte, ze T je spojity linearni operator. (4 body)
(ii) Urcete hodnotu ||T||. (3 body)
(i) Naleznéte o,(T) a o(T). (6 bodd)
iv) Urcete, zda je T isomorfismus a zda je ompaktni operator. ody
iv) U da je T i fi da je T k k 2 bod
(v)
P¥iklad 6 (14 bodit). Reste nasledujici tlohy.
(i) Uréete Fourierovu transformaci funkce e=%#! pro kazdé a > 0. (5 bodii)
(ii) Naleznéte funkci h € L;(R) spliujici
~ 1
hit) = ———————, teR. 4 bod
(Hint: S pomoci vysledku z (i) vyjadfete funkei na levé strang rovnosti jako linearn{ kombinaci

funkef tvaru e—alzl(t).)

(iii) Uréete, emu je rovno h(t) pro ¢ € R. (2 body)
(Hint: aplikujte Vétu o inverzi)
(iv) Aplikujte pfedchozi body a odvodte pro kazdé x € R hodnotu integralu

e cos(tx)
/0 mdt. (3 body)

(Hint: vyjadrete cosinus ve tvaru exponencialy a zadany integral ve tvaru "const [ e_m’;\z(t)dt =

const - h(z)".)

v) Vyjadfete dualni operator T pomoci reprezentace dualu klasickych prostort. (8 bodii)



Nastin reSeni
Piiklad 4: Nejprve nalezneme ortonormaln{ bazi Y. Zvolme z7 := (27")22;, pak

n=1

Polozme tedy 21 := /3 - (277)%2 ;. Uvazujme déle

T2 = (37 — (37 e = 37, - 3(Do 2T ) (@7

n=1

1/6
= (37 ™). -3 9—n = (37" — 32—n
( )nfl 1— 1/6( )n 1 ( )n 1

Pak {x1, 72} je ortogonélni baze Y a zbyva znormovat prvek z3. Méame

@l =Y 37— g2 29— —726_ b Y4
n=1 n=1

19 6 1/6 +g 1/4 _1_£+i_25—24_i
S 1-1/9 51-1/6 251—-1/4 8 55 25 825 200’
tedy pro xo = W = 10v/27z; dostavame, ze ON béaze Y je {z1,x2}.
Ortogonéalni projekce na Y je pak dana piredpisem

Py (x) = (z,x1)x1 + (x,22) T2, x € Lo,
a tedy nejblizsi bod v Y k bodu ey je bod
(e1, 1)1 + {e1,xa)xe = x1 (1)1 + 22(1)22 = 79:1 + 20()(% — 1%)5:5
= 5+ 5= (- 2+ 5L, = (- o+ o)

n=1

oo

n=1

Priklad 5: Je snadné si rozmyslet, ze T je linearni. Dale pro kazdé f € L1([0,2]) mame

2 1 2 1 2
imol = [ [ro+ [ reasa<inn+ [0 irrasa < i+ [Cishae=sish

tedy T je spojity a ||T|| < 3.
Uvazujme nyni f = xjo,1)- Pak [|[fi =1 a

2 1 2 2
|\Tf||1:/0 \/0 1ds+f(t)‘dt:/0 1+X[071](t)dt:2+/0 Xioy(t) dt = 3,

tedy ||T|| = 3 a normy se nabyva.

Uvédomme si nyni, ze T = I + S, kde S : L1([0,2]) — L1([0,2]) je kone¢né-dimenzionélni
operator dany predpisem S(f fo s)ds (tedy v oboru hodnot S jsou pouze konstantni
funkce, tj. obor hodnot S je Jednodlmenzmnalnl)

Pro uréeni o,(S) fedme rovnici Sf = Af. Pokud je A = 0, pak napfiklad f = x[0,1/2] — X1/2,1 je
nenulovym FeSenim této rovnice a tedy 0 € 0,(S). Pokud A # 0, pak f = Sf/X a tedy f musi byt
konstantni funkce, dejme tomu f(t) = ¢, t € [0,2]. Pak ale A\c = Af(t) a zaroven Sf(t) = c a tedy
nutné nenulové feseni rovnice Sf = Af existuje, pravé kdyz A = 1. Celkem tedy o,(S) = {0,1} a
protoze S je kompaktni (nebot je koneéné-dimenzionalni), dostavame o,(S) = o(S) = {0, 1}.

Pro kazdé A € R mame T'—AI = S—(A—1)I atedy snadno dostavame, ze 0,(T) = o(T') = {1, 2}.

Protoze 0 ¢ o(T), je operator T prosty a na, tedy isomorfismus a proto neni kompaktni.

Pro urceni dualniho operéatoru si uvédomime, ze T* = S* +I* = S*+ I a tedy bude stacit urcit
adjungovany operator S*. S pouzitim reprezentace duala klasickych prostort dostavame, ze pro
kazdé f € Lo ([0,2]) je S*f jedina funkce z L ([0,2]) spliwjici pro kazdé g € L;([0, 2])

1 2 1 2 2
/0 g(1)S* () dt = 5 f(g) = f(Sg) = / £(s) / o(t) dt ds = / o(t)xpo.0 (1) / £(s) dsat,



a protoze zrejme t = Xt fo s)ds je omezena méfitelna funkce, dostavame ze S*f(t) =
0 1] fO dS te [O 2} Tedy

Wﬂwsz+xmmwé.ﬂam7tewﬂy

Priklad 6: Ozna¢me f,(z) = e~ pro z € R a a > 0. Pak pro kazdé t € R s pouzitim sudosti
funkce cosinus dostéavame

fa \/ﬂ/ e~ (cos(tx) — isin(tx)) de = \/7/ ¥ cos(tx) dz,

a pokud dvakrat aplikujeme metodu per partes, dostaneme pro t # 0

o] 2
I:/ e ceos(tr)dr =... = %— a ,
0 2 2
z ¢ehoz spocteme Ze I = 355 a tedy
~ 2a
=—" t£0
RO= ey
a protoze funkce fa je spojita, vzorec platii pro t = 0.
Nyni zkusime najit A, B € R spliiujici
1 A . B
(t24+1)(#2+4) 241 244
Po prevedeni na spoleéného jmenovatele snadno zjistime, Ze rovnost vyse plati pro A = % = —B.

Tedy,
1 11 W
(2 +1)(t2+4)  3(t2+1) 3(t2+4) 2
a tak pro h(x) = @(e*m — Le2l#l), z € R dostavame, ze
~ 1
ht) = —5——5—-, teR
®) (t2 +1)(t2 +4) ©

Protoze h € L1(R) a h e L;(R) (srovnamm u nekonecna s funkei %) a protoze funkce h je

(370 - 1), ter

zfejmé spojitd, dle Véty o inverzi dostavame ze h( ) = h(—t) = h(t) pro kazdé t € R.
Konec¢né, s pouzitim predchozich bodi a sudosti funkce cosinus dostavame

o0 cos(tx) 1 [ e~ it 1 /Oo it
—dt = = —dt = = "Th(t)dt
/0 CESCED 2/, crnerot=a) ¢

:@mb@MF%Wﬁﬂwmﬂ



Uvod do funkcionalni analyzy, ZS 2021-2022
Zadani pisemné c¢asti zkousky - termin 24.1.

Piiklad 7 (11 bodi). V tomto piikladu uvazujte realné Banachovy prostory. Necht je dan operétor
T : cog — L3([0,1]) predpisem
9] T
Tx(t) = Z 2 exp(—nt), x € co.
n=1

(i) Ukazte, ze T je dobfe definovany spojity linearni operator. (5 bodu)

(ii) Vyjadiete dualni operator T™* pomoci reprezentace duala klasickych prostori. (6 bodi)
Piiklad 8 (21 bodi). V tomto piikladu uvazujte realné Banachovy prostory. Necht je dan operétor
T : Cy(R) — Cy(R) pfedpisem

St
Tf(t) = teR.
£ = 200,
Ukazte, ze T je spojity linearni operator. (2 body)

(i
(ii) Urcete ||T]|. (2 body)

(iii) Naleznéte o,(T). (5 bodu)
i

(

—_

(iv) Naleznéte o(T'). (10 bodit)
v) UrCete, zda je T isomorfismus a zda je T kompaktni operator. (2 body)

Priklad 9 (18 bodt). V tomto piikladu uvazujeme konvoluci vzhledem k mife z definice Fourie-

rovy transformace, tj. u = ﬁ)n Necht jsou dany funkce f,, = X[—pn,n, n € N.

(i) Spoéctéte hodnotu (fy, * f1)(0), (fn * f1)(x) pro |z| > n + 1 a dokazte, Ze || frn * fillcc < \/%
pro kazdé n € N. (3 body)
(ii) Dokazte, Ze
Fre ey = 2RISR gy g,
(4 body)
(Hint: pouzijte vztah mezi konvoluci a Fourierovou transformaci)
(iii) Polozme g, = ml pro kazdé n € N. Ukazte, Ze g, € L1(R), n € N. (2 body)
(iv) Dokazte, Ze ||gn|ln, — oo. (5 bodu)
(Hint: Ukazte, Ze dokonce fol |gn (t)|dt — oo. K tomu tucelu nejprve dokazte nerovnost sint >
tsinl, ¢t € [0,1] a tuto nerovnost pak pouZijte spoleéné se znamym faktem, ze floo @dx =
00.
(v) S p)omoci véty o inverzi ukazte, ze ||gnllco < \/% pro kazdé n € N. (2 body)
(vi) Dokazte, ze Fourierova transformace jakozto zobrazeni z L;(R) do Cy(R) neni surjektivni. (2
body)
(Hint: pouZijte vySe zjisténé vlastnosti funkei g, a jeden z diisledki Véty o otevieném zob-
razeni.)



Nastin reSeni
Piiklad 7: Pro kazdé x € ¢p a t € [0,1] plati
[e9)

|T(t) Z -Z#<oo,

n=1 n=1

tedy T'f(t) je dobie definované realné ¢islo a navic

b 1 < G e 3 1 b e 3
7l = [ e ar < el () [ rar= el (3 %)
n=1

tedy [|[Tz|s < [|z]loc - Doy 7z Nyni je snadné si uvédomit, ze T je spojity linedrni operétor a
FES>ies

S pouzitim reprezentace dualt klasickych prostorii dostavame, Ze pro kazdé f € Lgz/»([0,1]) je
T* f posloupnost z 1 = (¢g)* a protoze mnoZina {e,: n € N} je linearné husta v ¢g, je T* f jedina
posloupnost z ¢; spliwijici pro kazdé n € N

T f(n)=T"f(en) = f(Te,) = / F)(Tep)(t)dt = / f(t) eXP ) e

Celkem tedy dostavame, 7e T* f = (fl M )" L

Priklad 8: Pro kazdé f € Cy(R) je zfejmé T'f SpOJlta funkce a lim; 4 Tf(t) = 0, tedy
Tf € Cp(R). Je snadné si uvédomit, Ze operator T' je linearni a Ze plati

1T flloo < 1 flloc - Iz lloe = I flloc

tedy T je spojity linearni operator a || T|| < 1. Na druhou stranu, pro libovolnou f € Cy(R)
splijici || flloo = 1 = f(0) (napiiklad f(t) = piy) mame [|Tf|lo > |Tf(0)] = 1, tedy || T| = 1.

Pro uréeni 0,(T) C [—1, 1] fe8me pro A € [—1, 1] rovnici

f(t)

1 T
) M) =T = 10,

Pokud existuje ¢y > 0 spliwjici f(to) # 0, pak ze spojitosti f najdeme otevieny interval I C (0, c0)
na kterem je funkce f nenulova a po vydéleni rovnice vySe ¢islem f(¢) na intervalu I dostavame
A= 3 +t2, t € 1. To ale neni mozné, nebot A je konstanta na intervalu I. Tedy kazdé feSeni f
rovnice (1) splituje Ze f|,0c) = 0 a tedy Af(t) = 0, t € R. Pokud je A # 0, pak f = 0 a tedy
A ¢ 0,(T). Pokud je A = 0, pak napiiklad f(¢) = max{0,1— [t + 1|} je nenulovym feSenim a tedy

o (T) = {0}.
Pro ur¢eni o(7') si nejprve uvédomme, ze o(T") C B(0,|T|)) = [-1,1]. Zafixujme g € Cp(R) a

fesme pro A € [—1, 1] rovnici

©) o) =50 - A7) = D s,

-1
Pro t > 0 tak dostavame g(t) = f(t)(ﬁ —A) a tedy f( ) = (t)(ﬁ - )\) pro t € [0,00) N
{t: ﬁ # A}, Uvédomme si, ze Rng(ﬁ) = (0,1] a t2+1
A € (0,1), pak existuje tg > 0 spliiujici ﬁ = ) a protoze funkce g je omezena, dostavame pak

OIC SRS

a proto f neni omezena funkce, specialné f ¢ Cy(R) a tedy neexistuje v Cy(R) FeSeni rovnice (2) a
proto o(T) D (0, 1). Protoze o(T) je uzaviena mnozina, dostavame [0, 1] C o(7"). Na druhou stranu,

= 1 pravé kdyz t = 0, a tedy pokud

tlg?o| ()|7tlg?

-1
i eevix s C1s e . . - 1
zvolme A € [—1,0). Dle vyse zjisténého kazdé feseni rovnice (2) spliwuje f(t) = g(t)(m - )\)

pro t € [0,00). Pro ¢t < 0 zase s pouzitim pfedchoziho dostavame

e gt 1 -1 gt
o) =1 N0 =T (g -Y) M= hare MO




a tedy jedinym FeSenim rovnice (2) je funkce

-1
fH) = o(t) (ks =) r=0

%(1—3((12#) - g(t)) t<0.
Protoze \ ¢ Rng(tQ1 7), je f spojita funkce na R\ {0} a snadno spocteme, Ze lim; o+ f(t) =

£(0) = g(0)(1 — N7, limy_,o- f(t) = @(ﬁ — 1) a tak snadno nahlédneme ze lim, ,o+ f(t) =

£(0) = limy_,o- f(2), tedy f je spojita funkce na R. Navic, snadno spoc¢teme Ze
— () — -1 _
Jm f(2) = (0= A)"" lim g(t) =0

Jim (1) =% (0 Jim g(t) — tim_g(1)) =0,

a tedy f € Co(R) je feéemm rovnice (2) a A ¢ o(T). Celkem tedy o(T) = [0, 1].

Protoze 0 € 0,(T), operator T neni prosty a tedy neni isomorfismus. Protoze spektrum opera-
toru T' nenf spocetné, operator T' neni kompaktni.

Priklad 9: Pro kazdé x € R mame

1 " 1 1
T L T NI L

Tedy, (fn * f1)(0) = \/%, (fn* f1)(x) =0 pro |z| > n+ 1 a konetné
2

1
——sup Az — Lz +1]) = —, n € N.
\/277' mE% ([ D \/27‘(’

Dale plati ml = ﬁ fl Spoctéme tedy nejprve E (ve vypoctu niZze pouzivame sudost funkce
cosinus a lichost funkce sinus):
— 1 L 2 " 2 Ty n 2sin(nt)
() = — e 1 dy = —/ cos(tz)dx = [sm(m)} = ,
fn(t) V2T J_p V2 Jo (t) V2T ¢ 0 t\/ 27

Dostavame tak ze pro = # 0 plati ml(x) = fo(2) fi(z) = an(m) 2sin(x) _ 2 sin(na)sin(x)

2 V27 ™ x2

[ filloo <

t 0.

Protoze Fourierova transformace je zobrazeni do Cy(R), je funkce |g,| = | mﬂ spojita a tedy
je integrovatelna, pravé kdyZ je integrovatelna "u +oo". Protoze |g,(z)| < -2z € Li(R\ [-1,1]),
ze srovnéavaciho kritéria vidime, Ze |g,| je integrovatelnd "u +oo"a tedy g, € L1(R).

Odhadnéme nyni ||g,||r,. Pfedné metodami z prvniho semestru matematické analyzy ovéfime,
Ze sint > tsinl pro ¢t € [0,1] (plyne napiiklad z toho, Ze funkce sint je konkavni na [0, 1]). Pak
odhadneme

T Jo T T Jo t ™ 0 t
 2sinl /” [sin(t)] 1, nopo 2sin 1 /°° [sin()] 4, _
™ 1 ™ 0 t

tedy [|gnlls — oo. )

Protoze ml = gn € L1, z vty o inverzi dostavame g () = fr * f1(2) = (fa * f1)(—2) s.v. &
ze spojitosti funkce g, tak dostavame, Ze ||gn|loo < ||fn * f1|| @ s pouZitim jiz dokdzaného bodu (i)
tak plati ||gn oo < \/% pro kazdé n € N.

Vime, Ze Fourierova transformace je prosté lineaarni zobrazeni L; do Cy(R). Kdyby bylo surjek-
tivni, pak by se jednalo o isomorfismus (dle jednoho z dusledki Véty o otevieném zobrazeni). Ale
to by byl spor nebot vyse bylo ukazéno, 7Ze ||gnl|lco < \/% kdezto ||gnll1 — oo, tedy nemtze
existovat konstanta ¢ spliwujici ||gn|l1 < ¢||lgnlloo, n € N.



10

Uvod do funkcionalni analyzy, ZS 2021-2022
Zadani pisemné c¢asti zkousky - termin 31.1.

Pfiklad 10 (14 bodt). V tomto piikladu uvazujte redlné Banachovy prostory. Necht je dan
operator T : C([0,1]) — L2([0,1],sint dA) pfedpisem
Tf(t) = Vif(t), feC(o,1].

(pfipomeiime, Ze mirou sint dA rozumime borelovskou miru p, pro kterou plati fol f)du(t) =
fol f(t)sint dt pro kazdou f € C([0,1]))

(i) Ukazte, ze T je spojity linearni operator. (4 body)

(ii) Vyjadiete dualni operator T* pomoci reprezentace duali klasickych prostord. (5 bodu)
(iii) Uvazujme podprostor

Z={fec(o.1]): fl, 1, =0} < C([0.1].
Je T'|z isomorfismus? (5 bodii)

Priklad 11 (27 boda). V tomto piikladu uvazujte komplexni Banachovy prostory. Necht je dan
operator T : {1 — {1 pfedpisem

(2 1 3 2 n+1 n
T(x) = ({72, =571, 574, =573, ..., "= Tan, — i Ton—1, - - D, x € ly.

(i) Ukazte, ze T je spojity linearni operator. (3 body)
(ii) Uréete ||T]|. (2 body)
(iii) Naleznéte o, (T") a pro kazdé A € 0,(T) naleznéte alespon jeden nenulovy vlastni vektor. (10
bodit)
(iv) Naleznéte o(T). (10 bodu)
(v) Urcete, zda je T isomorfismus a zda je T kompaktni operator. (2 body)
Piiklad 12 (9 bodii). Necht je dana funkce f(z) = (|2| — 3)x[—3,3(z), * € R.

~

(i) Naleznéte Fourierovu transformaci f(t), t € R. (5 bodu)
(ii) Aplikujte pFedchozi bod a s pomoci Plancherelovy véty odvodte hodnotu integralu

RE

o

(4 body)
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Piiklad 10: Pro kazdou f € C([0, 1]) plati

1 1
1713, = [ tr@sintdr < 2 [ esintar < st £,
0 0

tedy Tf € L2([0,1],sintd)\) a T je dobfe definovany spojity linearni operator spliwjici ||T|| <
v/sin 1.

S pouzitim reprezentace duéli klasickych prostori dostéavame, ze pro kazdé f € Lo ([0, 1], sint dX)
jeT*f e M([0,1]) jedind znaménkova mira splitujici pro kazdé g € C([0,1])

/0 o) d(T* F)(t) = T f(g) = g(T'F) = / VEf(t)g(t) sint dt,

a tedy vidime, ze T f = /tf(t)sint d\.
Pro n € N, n > 2 uvazujme funkce f,(z) := max{l — n|z — 1],0} € Sz, z € [0,1]. Pak
{fn#0}C(1—-1/n,1+1/n) a tedy

sin 1

1 1
ITfall3, :/ ) tfa(t)?sintdt < / ,sinldt = -0,
11— 11—

a proto T'|z neni isomorfismus.
Priklad 11: Pro kazdé x € ¢ plati

o0 o0
|Tx|, = Z |2 20| + [ won 1| < 2° Z |Ton| + |T2n-1] < 2|23,

n=1 n=1

tedy Tz € £; a snadno pak nahlédneme, Ze T je spojity linearni operator a |T|| < 2. Pro es € Sy,
dale plati [T'(e2)[l1 = [|12e1 1 = 2, tedy [T = 2.

Pro uréeni 0,(T") C Bc(0,2) feSme pro A € B(0,2) rovnici Az = Tx. Porovnanim jednotlivych
soufadnic vidime, ze x € ¥; je TfeSenim této rovnice, pravé kdyz pro kazdé n € N je splnéna
nasledujici soustava rovnic

_ n+l1 _ n
ATop—1 = T L2n & Aro, = T ntidon-1-

Pokud je A = 0, pak dostavidme 9, = x2,-1 = 0 a tedy nenulové TeSeni neexistuje, a proto
0 ¢ o,(T). Pro A # 0 musime pro kazdé n € N Fesit soustavu rovnic danou matici

(& 7 10)-(0 fd)

| A 0 0 1+A?|0

a tedy pokud m4a soustava rovnic nenulové FeSeni, musi byt A\ + 1 = 0 (tj. A = +i). Tedy
op(T) C {£i}. Pro A = +i lehko spo¢teme, Ze nenulovym feSenim rovnice Az = Tx je napiiklad

vektor x = (Fi2,1,0,0,0,...) (nebo jakykoliv jiny vektor, pro ktery plati Azg,_1 = ”T“xgn,

n € N).
Pro uréeni o(T') zvolme A € B(0,2)\ {%i}, y € {1 a FfeSme rovnici Az — Tx = y pro x € ¢;. Pak
x € {1 je feSenim této rovnice, pravé kdyz pro kazdé n € N je splnéna soustava rovnic

n+1 _ n —
ATop—1 — BT = Yon—1 & AT + 5 T20—1 = Yo
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Pokud je A = 0, pak rovnici fesi = (2yo, f%yl, e "Tflygn, —iTY2n-1, - ) =Ty € {1, a tedy
0 ¢ o(T). Pro A # 0 musime pro kazdé n € N Fesit soustavu rovnic danou matici

;L\ —2E L yan1 (AN —12 T Y2n—1
T A Y2n AT A —AY2n
- A -1 ) T Y2n—1
0 _(1 + A ) nLHy2n—1 - Ay2n

I D S e | I R VT

0 —(1+X) | 5v2n-1 — Ayan
- (1+A?) 0 Myan—1 + "y,

0 (1+2%) — i Yen—1+ AYan

a tedy TeSeni rovnice je ddno vektorem z, pro néjz plati (pouzivame, ze A ¢ {0, +i})

Tan-1 = Tl e e T =~ GEnimme et T el
coZ je vsutku prvek £;, nebot

A A
|T2n—1|+ [T2n] < ‘1_‘~_7>|\2||y2n—1‘ + H%m|y2n| + |1+71)\2‘|y2n—1| + ﬁ\mﬂ

IA

2 (22| + 2yan]) = ity (92| + 920,

a tedy ||z]]1 < ﬁ”y”l Celkem tak dostavame, ze o(T) = 0,(T) = {%i}.

Protoze 0 ¢ o(T), operator T je isomorfismus a tedy neni kompaktni.

Priklad 12: Pro t € R plati (pouzivame, Ze funkce f(x) je sud4, a tedy f(x)sinz je lich4 a
f(x) cosz je suda)

oo 3
f(t) = %/Rf(:r)e*m” dz = \/%/0 f(z)costrdr = \/%/0 (x — 3) costrdx

a s pouzitim metody per partes pro t # 0 pak dostavame

~ 2 3 3 2 rcostx]3 2 cos(3t)—1
t) = ——(21|(x — 3)sint —l/'tdz — =—
(@) 27r<t {(m ) sin :C:| A sintx x) ; 27r[ ; L:o o 2

a pro t = 0 mame

~

R 3
f(O):%/O (x—3)dx:\/%(%—9 :—\/%.

Protoze f € Ly N Ly, aplikaci Plancherelovy véty méme || f||2 = ||f]|2 a tedy

cos(3t) —1\2 = 27 N2 g, T P _ ’
[ (=) w =2 [ Gy’ a=F1mE =5 [ (el -3Pdo=n [ @-3pas
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Uvod do funkcionalni analyzy, ZS 2021-2022
Zadani pisemné c¢asti zkousky - termin 7.2.

Piiklad 13 (10 bodii). Na prostoru X = ¢y B C([0,1]) nad télesem realnych ¢isel definujme
funkcional ¢ : X — R predpisem

oo 1
oz, f) ::Z%+/() tf(t*)dt + f(0), x € co, f € C([0,1]).

n=1

Ukazte, Ze ¢ € X* a uréete normu |[/¢||.

Pfiklad 14 (25 bodt). V tomto piikladu uvazujte redlné Banachovy prostory. Necht je dan
Hilberttiv prostor H = Lo([0,1],¢ dt) (pfipomefime, Ze mirou ¢ d¢ rozumime borelovskou miru
i, pro kterou plati fol Ft)du(t) = fol f(t)t dt pro kazdou f € C([0,1])). At jsou dany funkce
f1, fo € H pfedpisem

filt) =V2, fr(t)y=6t—4, te0,1].
Necht operator T : H — H je dan predpisem

Tf(t) = f(&)+{f, fu+{fi f2t, f € L2([0,1)).

(i) Ukazte, ze {f1, fo} je ortonormalni systém v H. (3 body)
(ii) Ukazte, ze T je spojity linearni operator. (3 body)
(iii) Naleznéte o,(T) a o(T'). (10 bodu)

(iv) Urcete, zda je T isomorfismus a zda je T kompaktni operator. (2 body)

(v) Vyjadiete hilbertovsky adjungovany operator T*. (7 bodu)
Piiklad 15 (15 bodi). Necht je dana funkce f(x) = e ~3I7l 2 € R.

(i) Naleznéte Fourierovu transformaci ]?(t), t € R. (7 bodu)

(Hint: mélo by vam vyjit "const. m”)

(ii) Ukaite, 7e f € Li(R) a urdete, Gemu je rovno f(t) pro t € R. (2 body)

(iii) Aplikujte pfedchozi body a odvod'te pro kazdé x € R hodnotu integralu
< sin(tx)
————dt.
/_ o 2 —2t+10

(6 bodt)

(Hint: uvédomte si, Ze sin(tz) lze napsat s pomoci imaginarni ¢asti e

integral ve tvaru "const Im ( Ik e‘“‘”f(t)dt) = const - Im (f(x)) ")

—itx

a vyjadrete zadany
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Pfiklad 13: Uvazujme funkcionaly ¢1 : ¢og — R a o9 : C([0,1]) — R definované piedpisem

00 1
_ Ln _ 2
Pile) =350 )= [ ) s,
Pak pro f € C([0,1]) mame
1 1
3
erO < [ AN+ O < Wl [ttt 17 = 5151

a tedy ¢1 € (C([0,1]))* a |[p2]| < 2. Navic, pro f(t) =1, t € [0,1] mame |p2(f)| = f01 tdt +1 =
% = %Hf”oo a tedy [|¢2| = % Dle reprezentace (¢g)* = ¢1 mame ¢1 € (co)* a |1 = |(37™)|1 =
220:1 37" = %

Kone¢né, mame ¢(f, g) = ¢1(f) + ¢2(g) a tedy dle reprezentace (co oo C([0,1]))* = (co)* D1
(C([0,1]))* mame ¢ € X* a ol = [[(lesll. llp2lDlh = 5+ 5 = 2.
Priklad 14: Protoze

(f1. f2) :/01 \/i(ﬁt—4)tdt:\/§[6%_4g]1 o

je {f1, f2} ortogonalni systém a protoZe

1 1 1
2 - = ot dt = 2 = = 6t—4)%tdt =4 | 93 —12t2+4tdt =1
A2 = (o 1) A“ L fal® = (fon ) /0” )2t dt / B 1262 1 ardt = 1,

0
je tento systém dokonce ortonormalni.
Ozna¢me S : L([0,1],tdt) — Lo([0,1],¢dt) operator dany piedpisem Sf(t) = (f, f1) + ([, f2)t,
pak pro f € Ly s pouzitim Cauchy-Schwartzovy nerovnosti mame

ISFO < 1f 20 follz + [ 2l fall2t = [ fll2(L+2),  te[0,1],
a tedy

1 1
15712 < 1£12 / (1+0)2tdt < 4] |2 / at = 4| 1|12

Snadno tak nahlédneme, Ze S je spojity linearni operétor, ||S|| < 2 a protoze T = I+ 5, je T také
spojity linearni operator (a |T|| < 3).

Uvédomme si nyni, ze T'= 1+ 5, kde S je kone¢né-dimenzionélni operator definovany vyse (v
oboru hodnot S jsou funkce tvaru a + bt, ¢ € [0,1], tj. obor hodnot S je dvoudimenzionalni a je
generovan funkcemi fi a f2 nebot Span{l,t} = Span{fi, f2}).

Pro uréeni o, (S) feSme rovnici Sf = Af. Pokud je A = 0, pak libovolna nenulova funkce f €
{f1, f2}* spliiuje 7e Sf = 0 a tedy 0 € 0,(S) (takova f zfejmé existuje, nebot v opaéném p¥ipadé
by {f1, f2} byla ortonormalni baze H a cely prostor H by byl koneéné-dimenzionalni, coz zfejmé
neni nebot napiiklad t> € H \ span{fi, fo}). Pokud X\ # 0, pak f = Sf/\ € Rng S = Span{f1, f2}
a tedy f musi byt tvaru f = af; + bfs pro néjaké konstanty a,b € R. Pak ale pro s.v. t € [0, 1]
plati

Sf(t) = (afy +bfa, f1) + {afi + bfa, f2)t = a + bt,

a zaroven
Af(t) = Mafi(t) + bfa(t)) = M(V2a + b(6t — 4)) = \(V2a — 4b + 6bt),
tedy A # 0 je vlastnim ¢islem, pravé kdyz existuje nenulové feSeni soustavy rovnic

a=X\V2a—4b), b=06Ab.

To existuje pouze pokud A = ¢ (pak soustavu fesf napiiklad (a,b) = (ﬁ, 1)), nebo pokud

b=0al\= % (pak soustavu Fesi napiiklad (a,b) = (1,0)). Celkem tedy dostavame, Ze 0,(S) =

{0, é, %} Protoze operator S je kone¢né-dimenzionalni, je také kompaktni a tedy o,(S) = o(S) =
0.1,
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Pro kazdé A € R mame T'— A = S — (A — 1)I a tedy snadno dostavame, ze o,(T) = o(T) =
{1,I,1+ 2}.

Protoze 0 ¢ o(T), je operator T prosty a na, tedy isomorfismus a proto neni kompaktni.

Pro urceni hilbertovsky adjungovaného operatoru si uvédomime, ze T* = S* + [* = S* + 1
a tedy bude stacit ur¢it adjungovany operator S*. Pro kazdé g € Ly je S*g jedina funkce z Lo
spliwijici pro kazdé f € Lo rovnici (Sf,g) = (f, S*g), kde

<f75*g>:/0 tf(t)S*g(t) dt.

1 1 1
(Sf.g) = / tg()((fo fu) + (f. fa)t) dt = / t(t) / () (fi(s) + tfals))s dsdt
FUBINT / s£(s) / tg(t) fa(5) + (1) fo(s) dt ds

- /01 sf(s) (<1,g>f1(8) 4 <tvg>f2(s)) ds

a tedy vidime, ze S*g(s) = (1,9) f1(s) +(t, g) f2(s), s € [0,1] (jedna se opravdu o funkei z Ly nebot
to je linearni kombinace funkei f1 a f5).

Tedy, pro g € Ly mame T*g(s) = g(s) + (1, 9) f1(s) + (£, 9) f2(s), s € [0,1].
Priklad 15: Prot € R s pouZitim lichosti funkce sinus a sudosti funkce cosinus dostavame

/\

pir=3lz| g—it g, _ e Blzlg—ilt—1z 3, — / ((t—1)x)d
o= [ = = [T e eos((t - ) da

a pokud dvakrat aplikujeme metodu per partes, dostaneme pro t # 1

I= /00 e 3 cos((t — )x)de = ... = 5 9 I
o I Ve (S VE
z ¢ehoz spocteme ze I = (t T @ tedy
~ 6 6
f(t) = t#1

O+ (t—12)v2r (12— 2t + 10)v2r

a protoze funkce f Jje spojita, vzorec platiiprot = 1.
Protoze funkce f je spojité, je integrovatelna, pravé kdyz je mtegrovatelna u +oo". Protoze
1F(t)] < ) € L1(R \ [~10,10]), ze srovnavaciho kritéria vidime, Ze f() je integrovatelns "u

+oo"a tedy f € L1(R). ProtoZe funkce f je spojité, dle vty o inverzi tak méame, Ze f(t) = f(-t)
prot e R.

Kone¢né, s pouZitim pfedchozich bodu a toho Ze sin(tz) = — Im( ~i) dostavame pro z € R
*  sin(tz) V2w it it
_ itx _ I itx
/_ o100 / 1) Jdt = m / f®) dt
P 2
= 771 m(V2rf(2)) =~ In(f(~a)) = — % Im(e ™" 307))

— T o3lzl g
3¢ sin(x).



