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1 Teoreticky aparat

1.1 Peer instruction

Nésledujici popis metody Peer Instruction je upravenou a rozsifenou verzi popisu z ¢lanku (Zadrazil,
2018):

(1) Kratka lekce

Y

(2) Polozeni KoncepTestu

Y

(3) Individualni premysleni

Y

(4) Zaci hlasuiji
pro své odpovédi

Y

(5) Analyza rozlozeni
Zakovskych odpovédi

\
> 70 % spravné 35— 70 % sprawné | | <35%sprane |

r - = L - - -
l_(7) Diskuze ve dv01|0|chJ<—|(10) Poskytnuti napoved)|<-->| (11) Opétovné vysvetlenl

(8) Skupinove diskuze |

(9) Zaci reviduji
a opakuji hlasovani

(6) Vysvétleni spravného reseni

Obrazek 1: Schéma jednoho vyucovaciho bloku PI

wPeer Instruction (dale jen PI), jak ji ve své knize (Mazur, 1997) popsal Eric Mazur, je metoda ak-
KoncepTestem (déle jen KT'). Hodina vyucovana podle PI je obvykle ¢lenéna do nékolika blokt. Sche-
matickou strukturu jednoho takového bloku si miizeme prohlédnout na obrazku . (Oproti ptivodnimu
schéma metody je zde navic uveden dodate¢ny krok (7) — diskuze ve dvojicich. Jinymi slovy, jde jiz
o schéma modifikované metody PI) Kazdy blok je zahajen kratkou prezentaci zvoleného konceptu
(1). Pti svém vykladu se instruktor snazi vyvarovat pfimému poskytnuti vzorce nebo jiné, na paméti
zalozené, berlicky. Po prezentaci nasleduje zadani KT (2) cileného na prohloubeni porozuméni predsta-
vovanému konceptu (pro matematickou analyzu jsou konkrétni piiklady uvedeny na obrézcich 2al a .
Studentiim je poskytnut kratky ¢as na samostatné promysleni odpovédi (3). Nasledné jsou vyzvéani
k hlasovani prostfednictvim hlasovacich karet, clickert® nebo chytrych zafizeni ve prospéch zamyslené
odpovédi (4). Na zékladé rozlozeni relativnich ¢etnosti studentskych odpovédi (5) bud instruktor stru-
¢né vysvétli spravnou odpovéd (6), prejde ke skupinovym diskuzim (8), kterym muze piedchazet dobro-
volny krok pred-diskutovéani tlohy ve dvojicich (7), nebo se pokusi prezentovany problém jesté jednou
vysvétlit (10/11). Ve fazi skupinovych diskuzi se studenti snazi presvédéit své kolegy o spravnosti své
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volby, pficemz jsou instruktorem vybizeni ke zdivodiiovani — nikoli k pouhému oznameni zvolené odpo-
védi. Vyzkumy ukazuji, Ze je student mnohdy schopen danému konceptu snéze porozumét na zakladeé
vykladu svého spoluzdka, nezli na zékladé vykladu samotného instruktora (Vickrey et. al., 2015). Stu-
denti, ktefi cerstvé diskutovanému konceptu porozumeéli, si totiz zivé pamatuji, jaké to bylo pojmu
nerozumét a jaké kroky museli ucinit, aby se porozumeéni dobrali. Naproti tomu instruktor sam casto
trpi takzvanou ,kletbou védomosti“ (Mazur, 1997), nebot danému konceptu dobfe rozumi a davno si jiz
neuvédomuje nesnaze na cesté k porozuméni. Skupinové diskuze jsou ukonceny revidujicim hlasovanim
studentli a struénym vysvétlenim spravné odpovédi. Prakticky vzdy dojde k znatelnému navyseni hlast
ve prospéch spravné odpovédi (Mazur, 1997), (Vickrey et. al., 2015).

Popsany blok zabere piiblizné 10-15 minut. Za jednu vysokoskolskou pfednasku (90 minut) jsme timto
zpusobem tedy schopni probrat nejvyse 6 az 9 konceptii. Je proto zfejmé, ze abychom dosahli stejného
objemu uciva jako u klasické vyuky, musime ¢ast prace nalozit na bedra studentim. Toho muizeme
docilit napriklad tak, ze pred lekci studentiim zadame pripravné materidly k samostudiu, po jejichz
nastudovani budou disponovat potfebnymi znalostmi pro zvladnuti lekce. Ve své knize (Mazur, 1997)
Eric Mazur pro tyto téely doporucuje po bok PI zaradit i strategii Just-in-time Teaching]“

Podle Erica Mazura (Mazur, 1997) je KoncepTest:

1. otazka zalozena na porozuméni jedinému konceptu ¢i principu;
2. zodpovéditelny na zakladé porozumeéni — nikoli pouze paméti;
3. otazka disponujici nabidkou pfiméreného mnozstvi odpovédi;
4. formulovan jednoznacné;
5

. otazka o pfimérené obtiznosti.

Na rozdil od fyziky, pro jejiz potieby byla ptivodné metoda PI designovana, je fada predkladanych kon-
ceptll v matematice pro studenty zcela nova, a tedy vétsinou neexistuje nic jako prekoncepce, o kterou
by se mohly nase KT opirat. Je proto vhodné v ramci jednoho konceptu zadat vice (2-3) KT s rostouci
obtiznosti. Dale je nutné mit na paméti, Ze studenti nejsou zvykli v matematice argumentovat, a mo-
hou tak mit potize vést plodné skupinové diskuze. Z tohoto divodu bylo klasické schéma PI rozsifeno
o dodateény krok (7) diskuze ve dvojicich. Rovnéz je vhodné naucit studenty problémy vizualizovat,
nebo jim, alespon ze zacatku, k tloham potfebné vizualizace poskytovat. Konecné, jak jinak mohou
studenti rozvinout potiebné socidlni dovednosti pro vedeni plodnych skupinovych diskuzi nez-li pravi-
delnym tréninkem?

Mazur, Eric. (1997). Peer instruction: a user’s manual. Upper Saddle River, N.J.: Prentice Hall. ISBN
978-0135654415.

Novak, G. M., Patterson, E. T., Gavrin, A. D., & Christian, W. (1999). Just in time teaching.

L Just-in-time Teaching je strategie vyuky zaloZend na zpétnovazebni smy¢ce mezi piipravnym online prostiedim
a naslednym dénim ve tfidé. Strucné feceno, instruktor zada studentlim skrze internet pripravné materidly provazené
tkoly a otazkami, které studenti museji vypracovat a odevzdat jesté pred zacatkem nasledujici lekce. Na zakladé zpétné
vazby poskytnuté odpovédmi studentt poté instruktor vhodné upravi obsah nésledujici lekce. Stejné tak obsah pfipravnych
materidli je do zna¢né miry uzptsoben pribéhu piedeslé lekce (Novak, 1999).
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Figure 2. Composition of functions was used

to develop the idea behind the chain rule.

Which of the following is an integral of the
above function.

(a) KoncepTest testujici porozuméni PV (b) KoncepTest testujici schopnost aphkovat PV

Obrazek 2: Ukazkové KoncepTesty z ¢lanku (Pilzer, 2001)

Pilzer, S. (2001). Peer instruction in physics and mathematics. Problems, resources, and issues in mathe-
matics undergraduate studies, 11(2), 185-192.

Vickerey, T. et. al. (2015). Research-Based Implementation of Peer Instruction: A Literature Review.
Cell Biology Education. 14(1), es3-es3. DOI: 10.1187/cbe.14-11-0198. ISSN 1931-7913. Dostupné také
z: http://www lifescied.org/cgi/doi/10.1187 /cbe.14-11-0198
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1.2 Concept Cartoon (Konceptualni obrazek)

Technika Concept Cartoon byla vytvofena ve Velké Britanii v roce 1991 pro ucely vyuky ptirodovéd-
nych predmétti na zakladni skole, avsak je ji mozno vyuzit i na Skole stiedni a vysoké, ¢i v naukach
humanitniho charakteru. Concept Cartoons jsou pfevazné vyuzivany pro inicializaci a podporu diskuse
ve tfidé a jako pomiicka pro aktivizaci zaki, pro stimulaci mysleni a objevovani. Na obrazku |3| mtzeme
nahlédnout ukazkovy konceptualni obrazek. Prace s nimi obvykle spoc¢iva na dvou fazich, a sice samo-
statné a skupinové. Béhem samostatné faze se studenti seznami s predstavenym problémem, nazory
jednotlivych diskutérit a pokusi se vzhledem k doprovodnym otazkdm zaujmout vlastni stanovisko. Ty-
pické doprovodné otazky napfiklad zni: Kdo z diskutéri ma pravdu / kdo ji nemé a pro¢? Se kterym
s diskutérii se nejvice ztotoznujes? Jak by se daly jednotlivé nazory poupravit, aby méli dani diskutéri
pravdu? atd. Ve skupinové fazi pak studenti diskutuji se svymi spoluzaky ve snaze dobrat se konsenzu
co se odpovédi na otazky ze samostatné faze tyce. V pripadé Concept Cartoon je pocet spravnych
odpovédi zcela na uvazeni autora tlohy. Pokud chceme pro tucely této techniky nasadit hlasovani, je
vyhodné jednotlivé diskutéry pojmenovat podle abecedy. Psychologie véci 1ika, Ze se studenti (obzvlasté
ti ,matematicky méné zdatni“ 1épe vyrovnaji s netspéchem nez-li v ptipadé obyc¢ejné ABCD otazky,
nebot v pripadé nespravné odpovédi jde preci o nazor konkrétniho diskutéra na obrazku a ne o nazor
chybné odpovidajiciho studenta. Konecéné, své KoncepTesty mtizeme uzptisobit v duchu Concept Car-
toon, kdy jednotlivé moznosti budeme prezentovat jako nazory diskutérti na obrazku, pricemz v souladu
s vlastnostmi KoncepTestu bude pouze jeden z téchto nazort spravny.

Jak se to ma s monotonii funkce

1
Jry=—

@

Posloupnost i funkce
jsou klesajici.
Posloupnost jsme
preci ziskali restrikci
defini€niho oboru
funkce, ktera je
klesajici.

a posloupnosti

oo

Klesajici je
pouze
posloupnost.

Klesajici je pouze funkce

Obrézek 3: Ukazkovy Concept Cartoon
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1.3 Skupinové testy v duchu Team-Based-Learning

Obecné feceno, metoda Team-Based-Learning oznacuje spiSe myslenkovy proud zahrnujici celou fadu
technik, metod a aktivit (obdobné jako je tomu u Formativniho hodnoceni). V rdmci tohoto textu si
predstavime pouze skupinové testy.

Skupinové testy se obvykle skladaji ze dvou fazi. V ramci individualni faze nejprve studenti vypracuji
cely test samostatné, a poté jej odevzdaji uciteli. Ve skupinové fazi pak studenti zformuji skupiny, ve
kterych spolecné opét vypracuji cely test, nebo jeho ¢ast. Ve skupinové fazi navic mohou studenti svou
odpovéd opravit v nasledujicim smyslu:

1. Je-li jejich odpovéd na danou otdzku spravna, ziskavaji 100 % bodového hodnoceni;

2. Je-li jejich odpovéd na danou otazku Spatnd, klesa mozné bodové hodnoceni na 50 % po prvni,
25 % po druhé a 0 % po tieti oprave.

Jinymi slovy, studenti se okamzité dozvi, jaka je spravna odpovéd na danou otazku (nejpozdéji po t¥etim
netspésném pokusu ze ¢tyf moznych) a v idedlnim piipadé jim navic jejich spravné odpovidajici spolu-
zaci vysvétli podstatu spravného feseni. Jak ale realizovat onu moznost okamzitého zjisténi nespravné
odpovédi a s tim spojenou moznost opravy pfi vlastnim psani testu? Nabizeji se tyto moznosti:

1. Ve skupinové fazi dostane kazda ze skupin jeden stiraci los. Pro kazdou otézku pak podle poctu
setfenych odpovédi na prvni pohled pozname, na kolikaty pokus dana skupina otazku zodpovédéla
spravne.

2. Namisto losu pouzijeme elektronické hlasovani a postupujeme jako v predchozim bodé.

3. K instruktorovi s fesenim pfijde jeden ¢len skupiny a ten mu proskrtne pro danou tulohou kazdy

pouzity pokus.

Celkové hodnoceni testu je syceno jak ze samostatné tak i ze skupinové prace — typicky v poméru 1:1,
nebo 2:1 ve smyslu samostatna : skupinova.

1 TEORETICKY APARAT 7
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2 Vyuka predmétu Matematicka analyza I. v zimnim semestru
2020 /21

Vyuka predmétu Matematickd analyza I. (pro studenty ucitelstvi a finan¢ni matematiky na MFF UK)
probihala v zimnim semestru roku 2020/21 z dtivodu koronavirové pandemie distan¢éné skrze platformu
Zoom. Hodinovy rozsah predmétu ¢ital dvé prednasky po 90 minutach a jedno cviceni o délce 90 minut.
Pfednéska probihala v duchu klasického schéma PI (obrazek |1| bez kroku diskuze ve dvojicich). PouZité
KoncepTesty, véetné vzorovych feseni, jsou k nahlédnuti v sekci Shirka KoncepTestti pro Matematickou
analyzu.

1 Jim (1) 2 ‘ Tim (1)

LU 19/22 students answered LGV TL IS 17/22 students answered
B = 37% A= 94%
‘B‘ =-1 0% \i =1 0%
BE 0% o]0 0%
o -~ 1% ey -~ 6%
o e s

(a) Hlasovani zavrsujici samostatné premysleni (b) Hlasovéani zavrsujici skupinovou diskuzi

Obrazek 4: Ukazkova diskuzni otdzka ze cviceni 1.

1 Pro lim ("—‘, et ",,%‘) 2zvolte z nasledujicich pravé jedno pravdivé tvrzeni. 2 Pro lim (% + 5t "TZ‘) zvolte z nasledujicich prévé jedno pravdivé tvrzeni.
20/22 students answered 20/22 students answered
N o

(F+2+-+2)

] e
N

D
[e

lim (4 + % + ..+ 251 neexistuje

noo.

EEEEEERE
i=d = = Wi

(a) Hlasovani zavrSujici samostatné premysleni (b) Hlasovéni zavrsujici skupinovou diskuzi
Obrazek 5: Ukéazkova diskuzni otazka ze cviceni II.

Pro uéely hlasovani na cviceni i pfednasce byla pouzita aplikace Socrative. Ukazky hlasovani (z pohledu
instruktora) pfed / po skupinovych diskuzich jsou k nahlédnuti na obrazcich 4| a .

Cviceni byla realizovana s ohledem na charakter pfednéasky. Zpravidla na tivod byla studentiim zadana
jedna az dvé diskuzni otazky, které si nejprve promysleli samostatné, a poté je diskutovali ve 3-4 clen-
nych skupinkéch (Zoom funkce Breakout Rooms), pficemz obé tyto faze byly zavrSeny hlasovanim ve
prospéch zvolenych odpovédi. Dale nasledovala sekvence sestavena z aktivit: vzorové feSeni prikladu
instruktorem; prace ve skupinkach. Pti praci ve skupinkach si mohli studenti zvolit, zda budou mlcky
pracovat ve stejné mistnosti, ale kazdy sdm za sebe, ¢i zda vyuziji moznost diskutovat své mezivysledky,

2 VYUKA PREDMETU MATEMATICKA ANALYZA 1. V ZIMNIM SEMESTRU 2020/21 8
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*kkkk 85% .

***** p— .

wkdkk 92% .

***** S Tato uloha ma Uspésnost
ikk 62% . pouze 11 %, a budeme ji
***** 85% . tedy muset vzoroveé

***** = . vyresit!

Class Total ’_

Tyto Ctyfi Ulohy na sebe navazuji. Je tedy dobre vidét,
ze diky okamZité zpétné vazbé poskytnuté prvni Glohou
v sérii (35 % Uspésnost) déti [épe zvladly vyresit
navazujici tfi ulohy.

Obrazek 6: Priibézné monitorovani aktivity studenti

vysledky, myslenky a napady se svymi kolegy. Pro tyto cely mohli vyuzit i Zoom funkci Whiteboard +
sdileni obrazovky (ptiklad na obrazku . Béhem skupinovych diskuzi instruktor navstévoval jednotlivé
diskuzni skupiny a podle potfeby jim radil. Behem celé aktivity navic instruktor disponoval prehledem
aktualnich vysledkt studentt v aplikaci Socrative (obrazek E[) a védél tedy, ve které skupiné (Zoom
mistnosti) bude nejvice zapotiebi.

LS A e —
o AR G

0< :(%:g} %¢~ £

\ \>/>/L

Obrazek 7: Priklad uziti Whiteboard + sdileni obrazovky pii skupinové diskuzi studenti

»Skupinové“ ladéni prednések a zejména pak cviceni se promitlo i do dvojice zapoctovych test (vzo-
rové zadani v nékolika variantach jsou k nahlédnuti v zvéreéné sekei tohoto textu). Ukolem studenti
bylo nejprve vypracovat dany test cely samostatné a posléze jeho (pfiblizné) polovinu jesté jednou vy-
pracovat v 3—4 ¢lennych skupinach. Oproti klasickym Team-Based-Learning testtim se studenti nemohli
opravovat, a museli se tak na spole¢nych odpovédich shodnout na poprvé.

2 VYUKA PREDMETU MATEMATICKA ANALYZA 1. V ZIMNIM SEMESTRU 2020/21 9
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3 Sbirka KoncepTestii pro Matematickou analyzu

3.1 Zobrazeni

Otéazka 01:

e Necht f(x) =e® Vz € R, pak f~'(x) = Inz. Rovnaji se zobrazeni fo f~'a f~!o f?

3.2 Posloupnosti

Otazka 02:

n—1

e Je geometricka posloupnost a,, = a1 - ¢"~ monoténni?

e Je geometricka posloupnost omezena?

Otéazka 03:
e Které z nasledujicich vyroki jsou ekvivalentni z vyrokem: Posloupnost {a,} je omezena?

a) Posloupnost {a,} je omezena shora i zdola.
b) 3K € RVn e N: a,| < K.

¢) Mnozina {a, : n € N} je omezenA.

Otazka 04:
Necht existuje ng € N a K € R takové, ze Vn > ng : |a,| < K.

e Je posloupnost {a, }5°; omezena?

Otéazka 05:

Rozhodnéte o platnosti tvrzeni: lim,, ,o, a, = A pravé tehdy, kdyz existuje K > 0 takové, ze plati
Ve > 03ng € NVn > ng : |a, — A| < Ke.

Odpovéd: Tvrzeni je pravdivé.

Dikaz:
(=) Jeli lim,, 00 an, = A, tak Ve > 03dng € NVn > nyg : |a, — A| < ¢, tedy stadi volit K = 1.

(<) Necht existuje K > 0 takové, ze plati V& > 03ng € NVn > ng : |a, —A| < Ké. A méjme € > 0. Pak

pro € = & existuje ny € N takové, ze Vn > ng : |a, — A| < Ké = K - & = ¢. Tedy lim,,,o a, = A.

3 SBIRKA KONCEPTESTU PRO MATEMATICKOU ANALYZU 10
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Otéazka 06:
Ktery z nasledujicich vyroku je ekvivalentni s vyrokem: ”posloupnost {a,} je divergentni”? Spravé mize
byt vice odpovédi.

i) VK € R dn € N takové, ze |a,| > K.

111

)

ii) VAe RVe >0Vno e N3n>ng:la, — Al >e.
) VAER Je >0Vng € NIn>ng:la, — A >e¢.
)

iv) VA€ R3Ie>0VneN:|a, — A > ¢.

Odpovéd: Ekvivalentni je pouze vyrok iii). Vyrok i) je negaci omezenosti posloupnosti {a, }. Tedy posl.
{a,} neni omezend, kdyz spliiuje podminku i). To sice jiz implikuje, Ze posloupnost {a,} neni konver-
gentni, ale neni to ekvivalentni vyrok. Podminka ii) také zarucuje, ze posloupnost {a, } bude divergovat,
ale neni ekvivalentni s tvrzenim, Ze je posloupnost divergentni (existuji divergentni posloupnosti, které
tuto podminku nespliiuji). Posledni podminku nesplituje Zadna posloupnost. Staci zvolit A = a; (nebo
zvolit za A libovolny jiny ¢len posloupnosti {a,}). Piiklady divergentnich posloupnosti, které nespliuji
podminky i) a ii) jsou zndzornény na nésledujicim obrazku.

4 4
K

3 3
1 _,4_-5—_6 _________________

2 ° ) ) A2 ) . °

1 [ ] [ ] [ ] [ ] 1 [ ] [ ] [ ] [ ]
N

=1 2 1 2 3 4 5 & 7 =1 [} 1 2 3 4 5 6 7
Otézka 07:

Necht lim, . a, = A < lim, b, = B (A, B € R*). Kterd z nasledujicich tvrzeni lze z tohoto
predpokladu vyvodit?

i) IneN:a, <b,

)
i) Ing € NVn > ng: |a,| < |by]
)

iii) dng e NVn >ng:a, <b,

iv) Ing e NVn >ng:a, <b,

Odpovéd: Z predpokladu lze odvodit tvrzeni i), iii) a iv). Staci ukézat, Ze plati tvrzeni iii), jelikoZ
to pfimo implikuje platnost tvrzeni i) a iv). Dukaz platnosti tvrzeni iii) je témét stejny, jako dikaz
predchézejici véty, ale rozepiseme ho trochu podrobnéji. Jelikoz lim,, .o a, < lim,_. b,, tak existuje
q € R takové, ze lim,,_, a,, < ¢ < lim,,_,o b,. To Ize ukadzat napiiklad rozborem moznosti. Pro A, B € R
miizeme volit ¢ = B;A, pro A = —oco a B € R lze pouzit tieba volbu ¢ = B — 1. Rozbor dalsich
variant nechdme na c¢tenari. Existenci n; € N takového, ze Vn > n; : a, < ¢ dostaneme vhodnou

volnou € pro A € R (napi. e = ¢ — A) & volnou K pro A = —oo (napt. K = ¢). Obdobné existuje
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ny € NVn > ny : ¢ < b,. Pak pro vSechna n > nyg = max{n;,na} : a, < ¢ < b,, ¢éimz je dikaz hotov.
Neplatnost druhého tvrzeni lze ukézat na protipiikladu, napf. u konstantnich posloupnosti {a, = —2}
a {b, = 1}.

Otazka 08:
Necht lim, ,oa, = A < lim, 00 b, = B (A, B € R*). Kterd z nésledujicich tvrzeni lze z tohoto
predpokladu vyvodit?

i) dJneN:a, < b,

ii) Ing € NVn > ng : |a,| < ||

)
)

iii) Ing € NVn > ng: a, < b,
)

iv) dng e NVn >ng:a, <b,

Odpovéd: Piiklad posloupnosti, kde Vn € N : a, =  Ab, —% ukazuje, ze z predpokladu lim,,_, a, =
)-i

n pr—
A < lim,,_, b, = B nelze vyvodit ani jedno z tvrzeni i)-iv).

Otéazka 09:

Necht A € R. Ktery z nasledujicich vyroku je ekvivalentni vyroku lim,,_, a, = A?
i) lim, o (a, — A) =0.
i) lim, o |a, — A| = 0.

Odpovéd : Oba vyroky jsou ekvivalentni s vyrokem lim,,_, . a, = A. Sta¢i pracovat s tim, Ze lim,,_,o a,, =
A& Ve>03ng e NVn >ng:|a, — Al < e a pak si uvédomit, ze (Ja, — Al <e) < (|(a, — A) — 0| <
g) & |la, — Al — 0] < e.

Otéazka 10:
Uvazujme posloupnost {a,} a necht A € R. Jsou nasledujici vyroky ekvivalentni?

i) lim, o a, = A.
i) lim, . |a,| = |A|.

Odpovéd: Necht lim,, o, a, = A. Pak Ve > 0 Ing e NVn >ng : |a, — A| <e = Ve >03Ing € NVn >

no : |lan] — |A]] < g, tedy lim, o |a,| = |A|. Zde vychdzime s nerovnosti ||a| — |b|| < |a — b|. Mé&jme
{a, = (—1)"}, pak lim,,_,, a,, neexistuje, ale lim,, ,~ |a,| = 1. Na tomto protiptikladu vidime, ze vyrok
lim,, o |a,| = |A| neimplikuje vyrok lim,, . a, = A, tedy vyroky nejsou ekvivalentni.

Otéazka 11:

Necht je {k,} rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel. Plati tvrzeni Vn € N : k, > n? Odpovéd: Ano.
Pron =1 je k; > 1 (jelikoz je k; € N). Necht pro néjaké n € N plati k, > n. Jelikoz k,, k.11 € N a
kpi1 > ky, tak k, 1 > k, +1. Tedy z nerovnosti k,, > n dostaneme k,, .1 > k,+1 > n+1. Tim je dikaz
indukci hotov.
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Otazka 12:
Uvazujme posloupnost {a, }. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

a) Nechf existuje vybrana konvergentni podposloupnost {ay, } posloupnosti {a,}. Pak je i posloup-
nost {a,} konvergentni.

b) Mé&jme m € N a necht je posloupnost {a,,,}>>, konvergentni. Pak je i posloupnost {a,} konver-
gentni.

c) Necht konverguje kazda vybrand podposloupnost {ay, } posloupnosti {a,}. Pak je i posloupnost
{a,} konvergentni.

d) Necht existuje limita lim, ., as, = A € R* a plati rovnost lim,, . as, = A = lim,, . a2,41. Pak
lim,,_, a, = A.

Odpoveéd:

a) Toto tvrzeni neplati, staci zvolit posloupnost a, = (—=1)" a k, = 2n, pak lim, , as, = 1, ale
limita lim,, ... a, neexistuje.

b) Tvrzeni plati. Posloupnost {a,,,}5>,; konverguje, tedy 34 € R Ve > 0 Ing € N Vn > ng :
|@min — Al < e. Tedy Vn > (ng+m) : |a, — A| < e.

c) Tvrzeni plati. Staci si uvédomit, ze {a,} je také vybrana posloupnost z {a,}.
d) Tvrzeni plati. Pro A € R dostaneme, ze Vedny € N Vn > ng : (Jag, — A| < € A |agni1 — A] < €),
tedy Vn > 2no + 1 : ||a, — A| < €). Podobné pro A = +oc.
Otéazka 13:
Necht {a,} je posloupnost pfirozenych ¢isel. Plati nasledujici tvrzeni?
a) Necht {a,} je néjaka podposloupnost posloupnosti {a,}, pak H({a,}) = H({ax,})-

b) H({a,}) = H({az,}) (MnoZina hromadnych hodnot posloupnosti {a,} se rovnd mnoziné hromad-
nych hodnot posloupnosti {as,}, tj. posloupnosti sudych ¢lentt z posloupnosti {a,}).

c) Méjme m € N, pak H({a,}) = H{amin}221)-
Odpovéd:
a) Toto tvrzeni neplati, staci zvolit posloupnost a,, = (—1)" a k, = 2n, pak H({a,}) = {1, —1}, ale
H({ay,}) = {1}.
b) Toto tvrzeni neplati, viz bod a).

c) Tvrzeni plati. JelikoZ {a,,1,} je podposloupnost posloupnosti {a,}, pak kazd4d podposloupnost
posloupnosti {a,,1,} je také podposloupnost posloupnosti {a,}. Tedy H({am1n}2;) C H({a,}).
Necht A € H({a,}), pak existuje podposloupnost {a,} posloupnosti {a,}, kterd ma limitu
A = lim,_, ay,. Jelikoz Vn € N : k4, > m +n, tak {ay,,,,} je podposloupnost posloupnosti
{@min}re, ajelikoz lim, o a,,,, = A pak A € H({amin}oe,), tedy H({an}) C H({min}oes)-
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3.3 Funkce

Otazka 14:
Plati nasledujici tvrzeni?

a) Necht A,a € R, pak lim,,, f(z) = A < (limyet f(z) = AN lim, . f(z) = A)
b) Necht lim,,, f(z) = A, pak je-li x; bliZze k a nez xs, je f(x1) k A blize nez f(x2).
¢) Necht Vz, = 107" plati f(z,) = 0, pak lim, ,o, f(x) = 0.
)

d Necht’ limx%a f(l') =0a hmz%a 9(35) = 0. Pak hmx%a %

i) existuje,

ii) neexistuje,
iii) nemame dost informaci.

Otéazky b), c¢) a d) byly pfevzaty ze stranky: http://pi.math.cornell.edu/~GoodQuestions/materials.html
Odpoveéd:

a) Ano.
b) Ne. Pro f(z) =sinz -z je lim,_ f(x) = 0 (véta o dvou policajtech), ale f(7) =0a f(5) = 5.
c¢) Ne. Necht f(z) = sin(Z), pak pro vSechna x, plati f(z,) = 0, ale limita lim, o, f(z) neexistuje.

d) iii) Pro f(z) = g(z) = (z — a) je limy_y, L% =1, ale pro f(z) = (z — a) a g(z) = (z — a)? limita

g(z)
lim,_,, % neexistuje.

Otéazka 15:
Plati nasledujici tvrzeni?
a) Nechf lim,_,, f(z) = A a lim,_,o x, = a, pak lim,_,, f(z,) = A.
b) Necht lim, ., f(z) = A alim, .oz, =aaVn € N:z, < x,.1, pak lim,_,, f(z,) = A.
c) Necht je funkce f spojitd v bodé a a lim,, . =, = a, pak lim,,_, f(z,) = A.
d) Je-li go f spojita v bodé a, pak je funkce f spojitd v bodé a a funkce g spojitd v bodé A = f(a).
e) Je-li go f spojitd v bodé a a funkce f je spojitd v bodé a, pak je funkce g spojitd v bodé A = f(a).
Odpoveéd :

a) Neplati. Uvazujem funkeci f takovou, ze f(a) = B # A a posloupnost z,, = a, pak lim,,_, f(z,) =
B.

b) Ano. Je-li z,, < x,41 a zéroven x,, — a, tak x,, < a. Tedy pro kazdé 0 > 0 existuje ny € N takové,
zeVn >ng: x, € (a—46,a). Jelikoz Ve > 030 >0Vz € (a—d,a)N(a,a+9):|f(x) — A <e, tak
Ve >03dng e NVn >ng:|f(z,) — Al <e.
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¢) Ano. K dikazu tohoto tvrzeni staci aplikovat disledek 7?7 a Heineho vétu.

d) Neplati. Je-li naptiklad lim,_,, f(z) = A, f(a) = B # A, g je spojitd v bodé A a g(B) = g(A),
pak je g o f spojita v bodé a.

e) Neplati. Je-li naptiklad f konstantni funkce (f(z) = A) a g je definovana v bodé A, pak lim,_,, go
f(z) = g(A). Ale g nemusi byt vibec definovand na prstencovém okoli bodu A, pokud na ném
je definovana, tak nemusi mit v bodé A limitu a v pfipadé, ze ma funkce g v bodé A limitu, tak
pofad nemusi platit rovnost g(A) = lim,_, 4 g(y).

Otéazka 16:
Je nasledujici tvrzeni pravdivé? Polynom f(z) = 2! —92%+1 ma v intervalu [0, 2] alespori jeden koten.
Otéazka je prevzata ze stranky: http://pi.math.cornell.edu/~GoodQuestions/materials.html

Odpovéd: Tvrzeni je pravdivé. Staci si uvédomit, ze polynom je spojité funkce, f(0) =1 a f(1) = —7.
Tedy dle predchozi véty musi existovat x € (0, 1) takové, ze f(z) = 0.

Otazka 17:
a) Necht existuje vlastni derivace f’(a), pak lim,_,, f(z)

i) existuje, ale nemame dost informaci na uréeni hodnoty této limity,
ii) je rovna f(a),
iii) je rovna f'(a),
iv) nemusi existovat.

b) Pokud matka fekne ”Kdyz sni$ vecefi, tak dostanes zdkusek”, vime, co to znamena: "KdyZ nesnis
veceri, tak zakusek nedostanes”. Pokud ucitel analyzy fekne ”Ma-li funkce f v bodé x vlastni
derivaci, pak je v tomto bodé spojita”, vime, co to znamena:

i) pokud f neni spojitd v x, tak v tomto bodé nema vlastni derivaci.
ii) pokud f nemé derivaci v bodé z, tak v tomto bodé neni spojita.
iii) znalost, Ze funkce f neni spojitd v bodé z ndm nedava informaci o tom, zda ma v tomto

bodé funkce f vlastni derivaci.

c) Vlak jede z Prahy do Ostravy. Necht f(¢) znaé¢i ujetou vzdalenost vlaku v ¢ase ¢ (v km). Privod¢ci
jde ve vlaku ve sméru jizdy rychlosti 4km/h. Jeho rychlost vzhledem ke kolejim je v ¢ase t rovna:

Otézky byly pfevzaty ze stranky: http://pi.math.cornell.edu/~GoodQuestions/materials.html
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Odpoveéd:
a) ii) Toto tvrzeni bude zformulovano v nésledujici vété.
b) i)

¢) iii)

Otazka 18:
: S(22+h)—cos 2 ,
a) limy,_,o w se Tovna
1) —sinz,
i) —sin 2z,

)
)
iii) 0,
iv) neexistuje, jelikoz jde o vyraz 2

0

b) Necht f a g maji obé derivaci a h = f o g, pak h/(2) se rovna

c) Plati rovnost (In(2))’ = 37
Otézky byly prevzaty ze stranky: http://pi.math.cornell.edu/~GoodQuestions/materials.html
Odpoveéd:

a) ii)

b) iii)

c) Ne, jelikoz In(2) je konstanta a derivace konstanty je nula.

Otéazka 19: Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?
a) Necht je funkce f rostouci v bodé a, pak f'(a) > 0.

b) Necht m4 funkce f v bodé a lokélni extrém, pak je f'(a) = 0.

)

)
c¢) Necht f'(a) =0, pak mé funkce f v bodé a lokalni extrém.
d) Necht je funkce f neklesajici v bodé a a f'(a) existuje, pak f’'(a) > 0.
)

e) Necht f’(a) > 0, pak je funkce f neklesajici v bodé a.
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Odpoveéd:
a) Neplati. Funkce f(z) = z* je rostouci v bodé a = 0, ale f'(0) = 0(f'(z) = 32?).

b) Neplati. Funkce f(z) = || ma v bodé a = 0 lokdlni minimum, ale derivace této funkce v bodé a
neexistuje.

c) Neplati. Stejny protipiiklad jako v bodé a).

d) Plati. Dikaz sporem. Necht je f’(a) < 0, pak dle predchozi véty je fuknce f v bodé a klesajici,
tim jsme dosli ke sporu.

e) Neplati. Funkce f(x) = —2® je klesajici v bod& a = 0, ale f'(0) = 0.

Otézka 20:

a) Uvazujme funkci f(z) = |z| na intervalu [—3,2]. Existuje bod zy € (—3,2) spliujici f'(zy) =
1@=1(=1)0
(-1
b) BéZec béha tam a zpét podél rovné cesty. Sviij béh skondil ve stejném misté, kde jej zacal. Musel
zde existovat aspon jeden ¢as, kdy se musel zastavit (jeho rychlost byla nulové)?

c) Dva bézci, ktefi spoleéné odstartovali (probéhli spole¢né startem) v zavodé také probéhli spole¢né
cilem. Které z nasledujicich tvrzeni je pravdivé?

i) V n¢jakém case v zavodé néktery z nich vedl.

ii) Rychlost bézcti na konci zavodu musela byt stejna.

iii) V néjakém case v zavodé museli mit oba bézci stejnou rychlost.

1v

)
)
) Musi existovat rychlost, kterou oba bézci béhem zavodu v néjakém case pobézi, ale kazdy

touto rychlosti mtize bezet v jiném case.

Otéazky byly prevzaty ze stranky: http://pi.math.cornell.edu/~GoodQuestions/materials.html

Odpoved:
a) Neplati. Funkce f(z) = |z| nema vSude na intervalu (—3, 2) derivaci, tedy nelze aplikovat Lagran-
i
geovu vétu o stfedni hodnoté. % =2 ale f'(z) =1 proxz >0a f(z) = -1 pro z <0,
2

derivace funkce f v bodé 0 neexistuje.
b) Plati. Sta¢i vhodné aplikovar Rolleovu vétu o stfedni hodnoté.

c) i) Tvrzeni neplati. Oba béZci mohou cely zavod béZzet spolecné.
ii) Tvrzeni neplati.

iii) Plati. Stac¢i aplikovat Cauchyho vétu o stiedni hodnoté. Napt. Bude-li f(t) resp. g(t) vzda-
lenost, kterou uz béhem zavodu ubéhl prvni resp. druhy bézec, a = 0 a b bude cas, kdy oba
bézci probéhli spolecné cilem.
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iv) Tvrzeni je piimym dusledkem tvrzeni iii).

Otazka 21: Plati nasledujici tvrzeni? Funkce f je rostouci na J° < f je rostouci v kazdém bodé .J°.
Odpoveéd: Ano

Dtikaz:
Pro pripomenuti:

e Funkce f je rostouci na J° < Yy, 2 € J°: (y1 < y2) = (f(11) < f(y2)).

e Funkce f je rostouci v bodé a, jestlize existuje okoli U*(a) takové, ze Vo € U*(a) : f(z) < f(a) a

(=)

(<)

Ve e Ui(a) : f(z) > f(a).
Stadi zvolit U*(a) takové, aby U*(a) C J°.

Necht existuji y;,y2 € J° takové, ze y1 < yo a f(y1) > f(y2). Oznaéme mnozinu M = {z €
[y1,92) + f(x) > f(y2)}, pak M # 0 (y» € M) a M je omezena (tedy existuje suprémum).
Oznacme a = sup M. Je-li a € M, pak Vo € Ul (a) : f(x) < f(y2) < f(a), tedy funkce f neni
rostouci v bodé a. Pokud a ¢ M, pak pro kazdé U* (a) existuje z € U*(a) takové, ze x € M, tedy
f(z) > f(y2) > f(a), proto neni funkce f rostouci v bodé a.

Podobné dojdeme ke sporu i pro pfipad y; < y2 a f(y1) = f(y2). Je-li funkce f(z) konstantni
na [y, yo], pak neni rostouci v zddném bodé intervalu (y,ys). Pokud funkce f neni konstantni,
pak existuje o € (41, y2) takovy, e f(z0) £ f(3) = f(3). Pro f(z0) > () = f(y) oznatime
U1 = Zo a Yo = Yo, pro f(zo) < f(y1) = f(y2) oznadime y; = y; a yo = . Dale postupujeme s
body w1,y jako v predeslé casti.

Otéazka 22: Plati nasledujici tvrzeni?

a)

Funkce f je konvexni na intervalu J pravé tehdy, kdyz Va,y € JVA € (0,1): f(Ax+ (1 —N)y) <
Af(x) + (1 =N f(y).

b) Funkce f je ryze konvexni na otevieném intervalu J pravé tehdy, kdyz Va,x € J,x # a : f(a) +
f'(a)(z —a) < f(x).
Odpoved:

a)

() f@) < [ f@)
z—T — y—x
Y= Uvédomme si, Ze
J&1@) ¢ f)1@) 1

z— — y—x

Ano. f je konvexni na intervalu J, jestlize Vx,y,z € J,x < z < y, plati !

Vyjadfeme z a A nasledujicim zptisobem: z = Az + (1 — \y), tedy A =

kazdému z € (z,y) odpovida pravé jedno A € (0,1) a naopak. Nerovnost

prepsat do tvaru f(z) < W% + f(x). Dostaneme tedy

() = f@)e—2) (s e
1) < TOEIENEZT g0y — gy (1- 222 4100222
= f(e) P ) T = M) + (1= N ).
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b) Ne. Nerovnost Va,z € Jyx # a: f(a) + f'(a)(x —a) < f(z) vyzaduje existenci derivace na .J, ale
konvexni funkce nemusi mit derivaci na celém J.
Otazka 23:
a) Jaky je maximalni pocet rtiznych asymptot, které mtze mit funkce f: R — R (Dy = R)?
b) Jaky je maximalni pocet rtznych asymptot, které mize mit spojita funkce f : R — R (Dy = R)?
d) Jaky je maximalni pocet riznych asymptot, které mize mit polynom druhého stupné?

)
)
c) Jaky je maximélni pocet riznych asymptot, které mize mit linearni funkce f?
)
e)

Jaky je maximalni pocet rtiznych asymptot, které mize mit polynom n-tého stupné pro n > 27
Odpoveéd:

a) Nekonecné mnoho. Staci si tieba vzit fuknci f(x) = tanz a dodefinovat ji v bodech x = 7 + kn
nulou. Pak bude Dy =R a ve vSech bodech x = § + k7 ma funkce f vertikdlni asymptotu.

b) Dvé. Spojita funkce na R nemize mit zadné vertikdlni asymptoty (pro kazdé b € R plati:
lim,_, f(x) = f(b) # +oo. Dvé riizné asymptoty v nekonecnech mit mize. Napf. f(x) = |x| ma
asymptoty y =z ay = —x.

c¢) Jedna. Linearni funkce je sama svoji asymptotou.

d) Nula. Funce f(z) = a+bz+cx? (kde ¢ # 0) je spojita na R, tedy nemtize mit vertikdlni asymptoty.
limg o0 (@ + bz 4 ca? — (kz +q)) = limy 0o 22 (c+ =5 + 251) = Fo00 (vyraz ¢+ =E + 2L ma limitu
c).

e) Nula. Stejny postup jako v bodé d).

3.4 Nekonecné Ciselné rady

Otazka 24:
a) Jsou-li konvergentni rady Zzozl a, a 22021 by, je konvergentni i fada ay + b1 + as + by + az + ...7

c¢) Je-li konvergentni fada a; + by + ag + by + as + ..., jsou konvergentni i fady > 0" an, a Y o b,?

)
b) Jsou-li divergentni fady Y~ a, a > - by, je divergentni i fada a; + by + as + by + az + .7
)
d) Je-li divergentni fada a; + by + ag + bg + az + ..., jsou divergentni i fady Y >~ a, a > b,?
Odpoveéd:

a) Ano. Oznaéme A = > a, a B =) > b,, pak pro kazdé ¢ > 0 existuje ny € N takové, ze
Vn>ne: (|2 qae—Al <SAIY 5 bk — Bl <5). Tedy Vn > ng : lay +by +az + ... +an + by, —
(A+B)| <[>  ax— Al +]>_, b, — B| < e (podobné pro soucet lichého poctu ¢lent).
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b) Ne. Napiiklad fady > " ~a > >, 7 jsou divergentni, ale fada 1 — 1 + 2 — % + % — ... konverguje
k nule.

c) Ne. Viz piiklad v ¢asti b).

d) Ne. Jedna z fad >~ a, a Y, b, mize byt konvergentni.

Otézka 25:

a) Rozhodnéte o platnosti tvrzeni: Necht > a, konverguje a a,, > 0. Pak existuje ny € N takové, ze
Vn > ng:a, > Gy

b) Rozhodnéte o platnosti tvrzeni: Necht a,, > 0 a lim,, o n (1 — a"“) > 1, pak fada ) a,, konver-
guje.
c) Rozhodnéte o platnosti tvrzeni: Necht a,, > 0 a lim,,_,,,n <1 — az—f) < 1, pak fada > a,, diver-
guje.
d) Necht a,, >0, b, > 0 a lim,_, ‘bl—" = 0. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?
i) Necht > a, konverguje, pak konverguje i > b,,.
ii) Necht Y a, diverguje, pak diverguje i >_ b,,.
iii) Necht > b, konverguje, pak konverguje i Y a,.
iv) Necht > b, diverguje, pak diverguje i Y _ a,,.
e) Necht a, >0, b, > 0 a lim,,_, 32 = oo. Kterd z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

i) Necht ) a, konverguje, pak konverguje i > b,,.

)
ii) Necht ) a, diverguje, pak diverguje i >_ b,,.
iii) Necht > b, konverguje, pak konverguje i ) a,.
iv) Necht > b, diverguje, pak diverguje i Y a,.

f) Rozhodnéte o platnosti tvrzeni: Necht ¥n € N : a,, > a,1. Pak fada >~ | a, konverguje pravé
tehdy, kdyz konverguje fada Y, 2"asn.

g) Rozhodnéte o platnosti tvrzeni: Necht > a,, konverguje a a,, > 0. Pak konvergujeitada ) (—1)"a,.

Odpoveéd:

1

a) Tvrzeni neplati. Napiiklad pro posloupnost as, = @ny?

a Gony1 = +1)3 fada ) a, konverguje

(an S #)7 ale A2n—1 < A2p.
b) Tvrzeni plati. Jde o pfimy dtsledek Raabeova kritéria

c) Tvrzeni plati. Jde o pfimy disledek Raabeova kritéria
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d) Plati tvrzeni ii) a iii). Jelikoz lim, 32 = 0, pak existuje ng takové, ze Vn > ng : a, < b,. Déle
staci aplikovat srovnavaci kritérium.

e) Plati tvrzeni i) a iv). Jelikoz lim,,_, ‘Z—: = 00, pak existuje ngy takové, ze Vn > ng : a,, > b,. Déle

staci aplikovat srovnavaci kritérium.
f) Tvrzeni plati. Tomuto kritériu se ¥ikd kondenzaéni kritérium.

g) Tvrzeni plati.

Priklad vyuZiti téchto otdzek pri predndsce: Na prednasce dne 20. 11. 2020 byla v aplikaci Socrative
poloZena studentum série tri otazek, jejichz ndplni byly véty o stfedni hodnoté (otdzka 20). Kazdy student
odpovidal individudlné a mél priblizné 5 minut na odpovéd. Podily spravnich odpovédi na otdzky a), b)
a c) byly postupné 48 %, 77 % a 24 %. Poté byli studenti rozdéleni do skupin po trech aZ ctyrech
studentech, meli dalsich 5 minut na spolecné prodiskutovani odpovédi ve skupiné a nasledné hlasovali
znova v aplikaci Socrative. Procento spravnych odpovédi na otazky a), b) a c) po diskusich ve skupindch
bylo postupné 78 %, 94 % a 78 %.
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4 Pouzité testy
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Jméno a piijment:

Zapoctovy test I. MAANCVUTO1

Pred sebou méte zadani 1. zdpoctové pisemné prace z predmétu Matematickd analyza 1. Test je rozlozen do dvou fazi:
Instrukce pro obé faze:
1. Po celou dobu zapoétového testu budte pfipojeni v pifslusném Zoom meetingu.
2. Kazdy vas vysledek musi byt podlozen kompletnim postupem, nebo slovnim popisem v piipadé vynechani,
¢i zjednoduseni nékterého mezikroku.
3. Co neni dovoleno, je vyslovné zakdzano (a je tedy otdzkou vaseho svédomi)!

Instrukce pro individudlni fazi:
1. Pracujte samostatné!

2. Vasim tkolem je vypracovat vSechny obsazené piiklady (pfiklad 1d je bonusovy — tj. neni zapocitdn do bodového maxima).
3. V pripadé potieby se ptejte zdsadné pomoci soukromé zpravy.
4. Nejpozdéji do 14:55 zaslete ¢itelné foto / scan své préce na email cvic¢iciho: tomas.zadrazil@gmail.com
Instrukce pro skupinovou fazi:
1. Nejpozdéji do 15:00 budete pfitfazeni do jedné z ndhodné vygenerovanych skupin.
2. Vasim tkolem je v rdmci prirazené skupiny vypracovat tlohy 2—4 (tj. ze druhé strany).
3. Nejpozdéji do 15:30 odevzd4 jeden ¢len skupiny ¢itelné foto / scan FeSeni na kterém se skupina shodla.

4. Vystup skupinové prace poslete opét na email cviciciho: _

Dalsi instrukce mohou byt upiesnény v pritbéhu testu — bud'te proto na pifjmu. Pfeji hodné stésti!

» Ldska je pro mysl élovéka slozitéjsi nez matematika, mnohdy s nereditelnymi priklady.“ — Albert Einstein
Otazka: 1 2 3 4 >
Mozno ziskat: 7 4 2 3 16
Ziskano:

1. Urcete:
(a) (2b) lim

noyoo Wn3+3nZ—n

) 2b) lm (525)"

n tooo

(¢) 3b) lim {a"+b"+c"; a,b, c€RT
n—00

(d) (2 bb) lim ()1~ (n+5)1°

nosoo  (n+2)10—nl0



2. Urcete:

. nn®
(a) (2b) lim 23

b) 2b) lim ey

3. Na prtilozeném obrazku 1 je vynesen graf funkce f. Urcete:

(a) (2b) f(0) = (¢) (2 b) lim f(x) =
(b) (%o b) lim f(z) = (d) (o b) lim f(z) =

w

-

\

\_:4
I

Obréazek 1: Obrazek k tloze 2.

-

4. (3 b) Rozhodnéte, kterd z ndsledujicich tvrzeni musi / uréité nemohou / mohou byt pravdiva, plati-li, ze lim |a,| =
n—oo

3. Svou odpoveéd alespon struéné zdivodnéte.

(a) lim a, = 3; (e) lim a, =o0;
n— o0 n—r00
li =0; . s . -
(b) it 4 0; (f) lim a, neexistuje, protoze posloupnost osciluje;
(¢) an =3,VYn e N; e
(d) an = 43, Vn e N; (g) lim S cR.
Pravdiva museji byt tvrzeni... , protoze. ..
Pravdiva uréité nemohou byt tvrzeni. .. , protoze. ..

Pravdiva mohou byt tvrzeni. .. , protoze. ..



Jméno a piijment:

Zapoctovy test I. OPRAVA 01

Pred sebou méte zadani 1. zdpoctové pisemné prace z predmétu Matematickd analyza 1. Test je rozlozen do dvou fazi:
Instrukce pro obé faze:
1. Po celou dobu zapoétového testu budte pfipojeni v pifslusném Zoom meetingu.
2. Kazdy vas vysledek musi byt podlozen kompletnim postupem, nebo slovnim popisem v pfipadé vynechani,
¢i zjednoduseni nékterého mezikroku.
3. Co neni dovoleno, je vyslovné zakdzano (a je tedy otdzkou vaseho svédomi)!

Instrukce pro individudlni fazi:
1. Pracujte samostatné!

2. Vasim tkolem je vypracovat vSechny obsazené piiklady (pfiklad 1d je bonusovy — tj. neni zapocitdan do bodového maxima).

3. V pripadé potieby se ptejte zdsadné pomoci soukromé zpravy.

4. Nejpozdéji do 18:25 zaslete ¢itelné foto / scan své prace na email cvi¢iciho: tomas.zadrazil@gmail.com / stanekj@karlin.mff.cuni.cz
Instrukce pro skupinovou fazi:

1. Nejpozdéji do 18:30 budete pfifazeni do jedné z ndhodné vygenerovanych skupin.

2. Vasim tkolem je v rdmci prirazené skupiny vypracovat tlohy 2-5 (tj. ze druhé strany).

3. Nejpozdéji do 19:00 odevzds jeden ¢len skupiny ¢itelné foto / scan FeSeni na kterém se skupina shodla. Email / zaslany soubor musi

obsahovat jmenny seznam vsech &lenu skupiny!

4. Vystup skupinové prace poslete opét na email cviciciho: _

Dalsi instrukce mohou byt upiesnény v pritbéhu testu — bud'te proto na pifjmu. Pfeji hodné stésti!

» Ldska je pro mysl éloveka sloZitéjsi nez matematika, mnohdy s nereditelnymi priklady. “ — Albert Einstein
Otéazka: 1 2 3 4 5 >
Mozno ziskat: 7 4 2 2 1 16
Ziskano:

1. Urcete:

i L4
(a) (2 b) nh—>Héo (n 3 n3+3 \4/n11+1+n)

(b) (2b) lim ((V3+n3—n)(34+6+9+...43n))

n—oo

(¢) (3D) hm( In >2n_3; aeR

n—oo \ 2n—3a

(d) (2bb) lim (n45)%—(n+3)°

oo (n+3)20—n20



2. Urcete:
. . cos n-sin(mn~?)
(@) (2b) Jim (=252

®) @2v) Jim (son (0 ()°"))

3. Na piilozeném obrazku (nize) je vynesen graf funkce f. Urcete:

(a) (% b) f(-2) = (b) (hb) lim f(@)=  (c) (%b) lim f(z) = (@ () lim f(a)=
T

4. (2 b) Uvazme duo posloupnosti:
(an)pry = {1; 10; 2; 20; 3; 30,...;k; 10k; ...} ; k> 1

(0n)2, = {12, 1; 3, 1;4,.. ;1 k; ..} k> 1

Které z nasledujicich tvrzenf je pravdivé a pro¢? (Bez zdivodnén{ nebude odpovéd bréna v potaz!)

(a) lim a, =occa lim b, = oo; (¢) lim a, =o0a lim b, # co;
n—oo n—o0 n—oo n—oo

(b) lim a, # oo a lim b, = oc; (d) lim a, # oo a lim b, # .
n— o0 n— o0 n—0o0 n— o0

5. (1 b) Vime-li, ze lim2 f(z) = 2, pak (svou odpovéd alespon struéné vysvétlete) . ..
Tr—r

(a) ...2¢ Dy; (b) ... f(2) #2; (c) ... f(2) =2 (d) jind moznost.



Jméno a piijment:

Zapoctovy test I. OPRAVA 02

Pred sebou méte zadani 1. zdpoctové pisemné prace z predmétu Matematickd analyza 1. Test je rozlozen do dvou fazi:
Instrukce pro obé faze:
1. Po celou dobu zapoétového testu budte pfipojeni v pifslusném Zoom meetingu.
2. Kazdy vas vysledek musi byt podlozen kompletnim postupem, nebo slovnim popisem v pfipadé vynechani,
¢i zjednoduseni nékterého mezikroku.
3. Co neni dovoleno, je vyslovné zakdzano (a je tedy otdzkou vaseho svédomi)!

Instrukce pro individudlni fazi:
1. Pracujte samostatné!

2. Vasim tkolem je vypracovat vSechny obsazené piiklady (pfiklad 1d je bonusovy — tj. neni zapocitdan do bodového maxima).

3. V pripadé potieby se ptejte zdsadné pomoci soukromé zpravy.

4. Nejpozdéji do 18:25 zaslete ¢itelné foto / scan své prace na email cvi¢iciho: tomas.zadrazil@gmail.com / stanekj@karlin.mff.cuni.cz
Instrukce pro skupinovou fazi:

1. Nejpozdéji do 18:30 budete pfifazeni do jedné z ndhodné vygenerovanych skupin.

2. Vasim tkolem je v rdmci prirazené skupiny vypracovat tlohy 2—4 (tj. ze druhé strany).

3. Nejpozdéji do 19:00 odevzds jeden ¢len skupiny ¢itelné foto / scan FeSeni na kterém se skupina shodla. Email / zaslany soubor musi

obsahovat jmenny seznam vsech &lenu skupiny!

4. Vystup skupinové prace poslete opét na email cviciciho: _

Dalsi instrukce mohou byt upiesnény v pritbéhu testu — bud'te proto na pifjmu. Pfeji hodné stésti!

» Ldska je pro mysl éloveka sloZitéjsi nez matematika, mnohdy s nereditelnymi priklady. “ — Albert Einstein
Otéazka: 1 2 3 4 >
Mozno ziskat: 7 4 2 3 16
Ziskano:
1. Urcete:
. Vn3 )
(2) (2D) lim ( InZ—n—vn

(b) (2b) lim (%)n

n—00

(¢) (3Db) lim (M>, acR

a
n— 00 n

(d) (2 bb) lim (TL2(1 — 4_"2)>

n—oo



2. Urcete:
. . cos n-sin(mn~?)
(@) (2b) Jim (=252

®) @2v) Jim (son (0 ()°"))

3. Na piilozeném obrazku (nize) je vynesen graf funkce f. Urcete:

(a) (% b) f(-2) = (b) (hb) lim f(@)=  (c) (%b) lim f(z) = (@ () lim f(a)=
T

4. (2 b) Uvazme duo posloupnosti:
(an)pry = {1; 10; 2; 20; 3; 30,...;k; 10k; ...} ; k> 1

(0n)2, = {12, 1; 3, 1;4,.. ;1 k; ..} k> 1

Které z nasledujicich tvrzenf je pravdivé a pro¢? (Bez zdivodnén{ nebude odpovéd bréna v potaz!)

(a) lim a, =occa lim b, = oo; (¢) lim a, =o0a lim b, # co;
n—oo n—o0 n—oo n—oo

(b) lim a, # oo a lim b, = oc; (d) lim a, # oo a lim b, # .
n— o0 n— o0 n—0o0 n— o0

5. (1 b) Vime-li, ze lim2 f(z) = 2, pak (svou odpovéd alespon struéné vysvétlete) . ..
Tr—r

(a) ...2¢ Dy; (b) ... f(2) #2; (c) ... f(2) =2 (d) jind moznost.



Jméno a piijment:

Zapoctovy test 1I. VARIANTA A

Pred sebou méte zadani 2. zdpoctové pisemné prace z predmétu Matematickd analyza 1. Test je rozlozen do dvou fazi:
Instrukce pro obé faze:
1. Po celou dobu zapoétového testu budte pfipojeni v pifslusném Zoom meetingu.
2. Kazdy vas vysledek musi byt podlozen kompletnim postupem, nebo slovnim popisem v piipadé vynechani,
¢i zjednoduseni nékterého mezikroku.
3. Co neni dovoleno, je vyslovné zakdzano (a je tedy otdzkou vaseho svédomi)!
4. K tdspesSnému napsdni testu je potieba ziskat minimdlné 15 bodu, z toho alespon 8 bodu ze samostatné ¢dsti z tloh 1-5.
Instrukce pro individudlni fazi:
1. Pracujte samostatné!
2. Vasim tkolem je vypracovat vSechny obsazené piiklady (piiklad 6 je bonusovy — tj. neni zapocitdn do bodového maxima, ani do
potiFebného minima 8 bodu z individudln{ ¢asti).
3. V piipadé potieby se ptejte zdsadné pomoci soukromé zpravy.
4. Nejpozdéji do 13:25 zaslete ¢itelné foto / scan své prace na email cvi¢iciho: tomas.zadrazil@gmail.com, stanekj@karlin.mff.cuni.cz
Instrukce pro skupinovou féazi:
1. Nejpozdéji do 13:30 budete pfifazeni do jedné z ndhodné vygenerovanych skupin.
2. Vasim tkolem je v rdmci prirazené skupiny vypracovat tlohy 3-5 (6) (tj. ze druhé strany).
3. Nejpozdéji do 14:00 odevzd4 jeden ¢len skupiny ¢itelné foto / scan FeSeni na kterém se skupina shodla.

4. Vystup skupinové price poslete na oba maily: TSSOSO

Dalsi instrukce mohou byt upiesnény v pritbéhu testu — bud'te proto na pifjmu. Pfeji hodné stésti!

» Matematika je jediny skuteéné zaruceny zpusob, jak se zbldznit.“ — Albert Einstein
Otéazka: 1 2 3 4 5 6 >
Mozno ziskat: 6 2 4 2 2 2 18
Ziskano:

1. Urcete:
1
(a) (2b) lim ((2£)7)

2 —In(a?+2))- )
(b) (4b) lim (In(2?+a)—In(a’+))-(tg(2) —tg(a))

I Vet —vam) @ —e @) ¢ R

2. (2 b) Vysetrete konvergenci fady:

> 1

2 .
= \mn —+ n sin 1



3. (4 b) Urcete, zda nésledujici fada konverguje absolutné, relativng, ¢i diverguje:

oo

S -1 (nnTl - 1)

n=1

4. (2 b) Zvolte viechna pravdivd zakonéeni pro tvrzeni: Derivace funkce f(z) = |z|-x v bodé zo = 0 ... (a svou odpovéd
struéné zduvodnéte).

(a) je rovna 0. (c) neexistuje, protoze f je definovédna po ¢astech.

(b) neexistuje, protoze |z| neni diferencovatelna v bodé 0. (d) neexistuje, protoze zli%l fla) # mlirg_ f(@).

Zduvodnéni odpovédi...

oo _1 n
5. (2 b) Necht Z ( (1) ) == Které z tvrzen (1), (2) je pravdivé? (Svou odpovéd alespoii struéné zdivodnéte. )

= 2n+1 4
SV A PR Y AG K Y
(1) Hodnota 1;1 <2n 1 ) nend presné 7. (2) 2_:1 <2(n _2 1) je vetsi nez .
Pravdivé je ...
a) ...pouze tvrzeni (1). b) ...pouze tvrzen{ (2). ¢) ...tvrzenf (1)1 (2). d) ...ani jedno z tvrzeni.

Zduvodnéni odpoveédi:

6. (2 b) Urcete idedlni rozmeéry plechovky na pivo = vélcové nddoby, kterd pti objemu 0,5 1 bude mit minimélni povrch (a
tedy i spotiebu plechu).



Jméno a piijment:

Zapoctovy test 1I.

VARIANTA A

Pred sebou méte zadani 2. zdpoctové pisemné prace z predmétu Matematickd analyza 1. Test je rozlozen do dvou fazi:

Instrukce pro obé faze:

1. Po celou dobu zapoétového testu budte pfipojeni v pifslusném Zoom meetingu.

2. Kazdy vas vysledek musi byt podlozen kompletnim postupem, nebo slovnim popisem v piipadé vynechani,

¢i zjednoduseni nékterého mezikroku.

3. Co neni dovoleno, je vyslovné zakdzano (a je tedy otdzkou vaseho svédomi)!

Instrukce pro individudlni fazi:
1. Pracujte samostatné!

2. Vasim tkolem je vypracovat vSechny obsazené piiklady (pfiklad 1d je bonusovy — tj. neni zapocitdn do bodového maxima).

3. V pripadé potieby se ptejte zdsadné pomoci soukromé zpravy.

4. Nejpozdéji do XX:XX zaslete ¢itelné foto / scan své prace na email cviéiciho: tomas.zadrazil@gmail.com

Instrukce pro skupinovou fazi:

1. Nejpozdéji do XX:XX budete pfitazeni do jedné z ndhodné vygenerovanych skupin.
2. Vasim tkolem je v rdmci prirazené skupiny vypracovat tlohy 2-5 (tj. ze druhé strany).

3. Nejpozdéji do XX:XX odevzd4 jeden ¢len skupiny ¢itelné foto / scan FeSeni na kterém se skupina shodla.

4. Vystup skupinové prace poslete opét na email cviciciho: _

Dalsi instrukce mohou byt upiesnény v pritbéhu testu — bud'te proto na pifjmu. Pfeji hodné stésti!

» Matematika je jediny skuteéné zaruceny zpusob, jak se zbldznit.“ — Albert Einstein

Otéazka: 1

2

Mozno ziskat: 6

16

Ziskéano:

1. Urcete:

a2

(a) (2b) lim (@)

(b) (2b) lim (&= ema) g e R

Tr—a

(¢) (2b) lim (M) a€R

r—a sin(a—x)

(@) @bb) lim ((22)77); aer

r—a na




2. Vysetiete konvergenci fad:

(a) (2b)2(12); meN

mn? + nsin "

3. (2 b) Zvolte viechna pravdivd zakonéeni pro tvrzeni: Derivace funkce f(z) = |z|-z v bodé zo =0 ... (a svou odpovéd
stru¢né zduvodnéte).

a) je rovna 0. ¢) neexistuje, protoze f je definovana po ¢éstech.
J Jje, P J p

(b) neexistuje, protoze |z| neni diferencovatelna v bodé 0. (d) neexistuje, protoze zl_if& flx) # zl_if& f(x).

Zduvodnéni odpovédi...

4. (2 b) Uréete idedlni rozmeéry plechovky na pivo = véalcové nddoby, kterd pii objemu 0,5 1 bude mit minimdlni povrch (a
tedy i spotiebu plechu).

5. (2 b) Necht (—2) = % Které z tvrzeni (1), (2) je pravdivé? (Svou odpovéd alespoii struéné zdivodnéte.)
n

n=1

) 1000

1., . . = Y., .

(1) Hodnota E 1 (ﬁ) je presné 7. (2) E <E> je vétsi nez T
e

Pravdivé je ...

a) ...pouze tvrzeni (1). b) ...pouze tvrzen{ (2). ¢) ...tvrzeni (1)1 (2). d) ...ani jedno z tvrzeni.

Zduvodnéni odpovédi:



Jméno a piijment:

Zapoctovy test I1I. VARIANTA B

Pred sebou méte zadani 2. zdpoctové pisemné prace z predmétu Matematickd analyza 1. Test je rozlozen do dvou fazi:
Instrukce pro obé faze:
1. Po celou dobu zapoétového testu budte pfipojeni v pifslusném Zoom meetingu.
2. Kazdy vas vysledek musi byt podlozen kompletnim postupem, nebo slovnim popisem v pfipadé vynechani,
¢i zjednoduseni nékterého mezikroku.
3. Co neni dovoleno, je vyslovné zakdzano (a je tedy otdzkou vaseho svédomi)!

Instrukce pro individudlni fazi:
1. Pracujte samostatné!

2. Vasim tkolem je vypracovat vSechny obsazené piiklady (pfiklad 1d je bonusovy — tj. neni zapocitdn do bodového maxima).
3. V pripadé potieby se ptejte zdsadné pomoci soukromé zpravy.
4. Nejpozdéji do XX:XX zaslete ¢itelné foto / scan své prace na email cviéiciho: tomas.zadrazil@gmail.com
Instrukce pro skupinovou fazi:
1. Nejpozdéji do XX:XX budete pfitazeni do jedné z ndhodné vygenerovanych skupin.
2. Vasim tkolem je v rdmci prirazené skupiny vypracovat tlohy 2-5 (tj. ze druhé strany).
3. Nejpozdéji do XX:XX odevzd4 jeden ¢len skupiny ¢itelné foto / scan FeSeni na kterém se skupina shodla.

4. Vystup skupinové prace poslete opét na email cviciciho: _

Dalsi instrukce mohou byt upiesnény v pritbéhu testu — bud’'te proto na pifjmu. Pfeji hodné stésti!

» Matematika je jediny skuteéné zaruceny zpusob, jak se zbldznit.“ — Albert Einstein
Otazka: 1 2 3 4 5 >
Mozno ziskat: 6 4 2 2 2 16
Ziskano:
1. Urcete:
. . \/9+2175>
o o0y (5

(b) @) lim (£E4L); n>meN

(C) (2 b) lim (sin(a+2z)72sin(a+z)+sina> : ac R

250 (a?2+1)x?

(@ (2vb) T () )

z—0



2. Vysetiete konvergenci fad:

o0 m2n
@ 3 (M) e
n=1

3. (2 b) Za predpokladu, ze f’ existuje pro vSechna x € (a; b), zvolte viechna pravdivd tvrzeni v nize uvedeném seznamu.(a

svou odpovéd struéné zdtivodnéte).
(a) f je spojitd na (a; b). (¢) f je definovand Va € (a; b).
(b) f je spojitd v bodé a. (d) f’ je diferencovatelnd na (a; b).

Zduvodnéni odpovédi...

4. (2 b) Ze ctvrtky formatu A4 (210 x 297 mm) vystfihnéte v rozich Ctyfi stejné ctverecky tak, aby slozenim vzniklého

obrazce vznikla krabicka maximéalniho objemu.

) Necht Z = —. Které z tvrzen{ (1), (2) je pravdivé? (Svou odpovéd alespoii struéné zdivodnéte.)
ot 2n + 1) 4

< /(1) o 1000/ (_qyn
(1) Hodnota Z om 41 ) Den presné 7. (2) Z <2 n 1> je vétsi nez 7.
n=1 n

Pravdivé je ...

a) ...pouze tvrzeni (1). b) ...pouze tvrzeni (2). c) ...tvrzenf (1)1 (2). d) ...ani jedno z tvrzeni.

Zduvodnéni odpoveédi:
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