Cviceni 10 NMTM403

1. Uvazujme nahodnou veli¢inu X s hustotou fx(z) = Ae ™%, 2 > 0 (exponencidlni rozdélent).

a) UrCete stfedni hodnotu EX.

b) Urcete rozptyl varX.

¢) Urcete pravdépodobnost, ze X > ¢, ¢ >0.

d) Jaka je pravdépodobnost, ze X > t + s za podminky X >t (¢ > 0,s > 0)7 Jinak feceno, je-li napiiklad X doba

¢ekani na prijezd autobusu, tak jaka je pravdépodobnost, Ze budeme cekat jesté s minut, za podminky, Ze jsme
jiz ¢ekali t minut?

2. Na auté jsou provadény dvé nezavislé opravy a obé opravy budou hotovy do jedné hodiny. Pfedpokladejme, ze obé
opravy jsou v takové fazi, Ze rozdéleni ¢asu do ukonceni konkrétni opravy je rovnomeérné.

a) Jaka je stfedni hodnota a rozptyl ¢ekani na ukonceni prvni opravy?

=3

Jaké je rozdéleni doby do ukonceni obou oprav?

)
)

¢) Urcete pravdépodobnost, Ze obé& opravy budou ukonéeny do 45 minut.
)

Q.

Uvazujme situaci, kdy opravy nebudou provadény soucasné, ale postupné. Jaké rozdéleni bude mit ¢as ukonceni
obou oprav?

e) Uvazujme nyni n nezavislych oprav, jejichz doba mé rovnomérné rozdéleni R(0,60). Necht T} je ¢as, kdy bude
dokoncena prvni z oprav, a T ¢as, kdy bude dokoncena posledni z oprav. Jaké je rozdéleni n.v. T1 a 157

3. Uvazujme, ze ma ndhodn4 veli¢ina spojité rozdéleni, které je bez paméti, tj. P(X < t+ s|X > s) = P(X < t). Déle
predpokladame, Ze pro hustotu tohoto rozdéleni f(t) plati:

f)=0 <o,
f@&) >0 x>0

a hustota f je spojita na [0, 00). Jaky tvar tato hustota mé a o jaké rozdéleni se jednd?
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RESENi
1. a)
> -z p.p. —Ax]® > -z 6_)@ - 1
EX = T Ae dx:[—a:-e ] + e Mdr =0+ |— ——
0 0 0 Ao A
b)
2 > 2 —\z p.p. 2 —Ax]® >~ —\z 2 > —\z 2
EX~“ = - de dr "= [—x e ] + 2xe dr =0+ — T - e dr = —
0 0 0 AJo A2
_EX? _ (EX)? — 1 1
varX = EX* — (EX) SV VIRBY]
c)
P[X > ] —1—FX(t):/ e Mdr = [—67)‘“"]:0—67”
t
d)

PIX >t+sX>t] P[X>t+s] et
PIX >t+s|X >t = PIX > 1] = TRXsd v =e = P[X > 3.

Tento vysledek lze interpretovat tak, Ze exponencidlni rozdéleni nemé pamét.
2. Ozna¢me X; ¢as v minutach, ktery musi majitel jesté cekat na dokonceni i-té opravy, i = 1,2. Za zadani plyne, ze
X; ~ R(0,60), tj. hustota rozdéleni této ndhodné veli¢iny je:
fa)= o 7€ (0,60)
z)= -, xz ) )
60
=0, z¢(0,60).

EX = /QX(w)dP(w) - /Racf(m)dx - /060 e =30,

60
1
VarX; = E(X —EX)? =EX? — (EX)? = / x2@dar - 307
0

SU3 60
=2 | —900= 1200 — 900 = 300.
{180} . 900 00 — 900 = 300

Stiedni doba ¢ekani na ukonceni prvni opravy je tedy 30 minut, rozptyl je 300.

b) Oznacéme X dobu do ukonceni obou oprav, pak X = max{X;, X2}. Ur¢ime distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny
X.

Fx(z)=P(X <z)=P(X1<z,Xo<z)=PX; <z)P(Xz<x)

1 2 T \?2 22
— /—dt :(7) — .
o 60 60 3600

7Z distribu¢ni funkce F'x uréime hustotu fx n.v. X.

0 o x2 T
Fx(@) = 5% (@) = 53660 = o0 ® ©

Rozdéleni ukonceni obou oprav je ur¢eno uvedenou distribuéni funkci nebo ekvivalentné vypocitanou hustotou.

(0,60.)

c)

v o[22 ]"_2025 9
B o 3600 16

45
P(X < 45) = / o
o 1800 3600
1

d) Oznacme Y ¢as ukonceni obou oprav, pak ¥ = X; + X,. Sdruzend hustota fx, x,(z,y) = fx,(%)fx,(¥) = 5505
pro (z,y) € [0,60]? (JelikoZ jsou n.v. X; a X» nezéavislé). Pro jednoduchost rozdélime vypocet na dvé situace.
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701 X+ Xo =t > 60
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Obrazek 1:
Zeleny ¢tverec [0,60]% zobrazuje mnozinu vsech realizaci nahodnych veli¢in X, Xo (tj. prostor ), éervené vysrafovana oblast
je oblast, kde Y < ¢ pro t < 60 (Gast 1.), modfe vySrafovand oblast je oblast, kde Y < t pro ¢t > 60 (st 2.).
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1. t <60, pak

t

t t—x 1 1
Fy(t)=PY <t)=P(X5+X t) = ——dydr = —— t—x)d
V=P <) =P+ X<t = [ [ sendyin = oo [0 oy
2

1 {@xﬁ}: t

= = t
3600 -2 7200’ € (0,60),

tedy fy (t) = 3555, t € (0,60).
2. t > 60, pak

3600

_ L (t — 60)> L ig+120t 3600 | = e L
3600 \ 2 3600 \ 2 7200 0 30
tedy fy (t) = 3¢5 + 35, ¢ € (60,120).
e) T = min{Xy,..., X, } a Th = max{Xy,.., X, }. Pak

60 ,min{60,t—z}
Fy(t):P(Y<t):P(X1+X2<t):/) /0 dydzx

n

Fr,(z)=P(Ty <z)=P(X; <z,.,X, <z)= [[P(Xi <z)= (/Ox 610dt>n
- (&)

fr,

0 (r)": na" !

~ 9z \60 60m

Fr (z)=P(Ty < z) = Pmin{Xy,...,X,,} <z) =1— P(min{ Xy, ..., X,,} > 2)

n n 60
1
:lfP(Xlzx,...,Xnzx):lfHP(Xin):l—H/ —dt
i=1 i=1v%

60
- 60 —z\"
60
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Dostaneme tedy diferencidlni rovnici f/(s) =

Jelikoz [ f

s _ 0 = 60 —z\™\  n(60—2)"!
Y 60 T T
P(X <t+s]X>s)=P(X <t)
P(X <t+s5X>s)
P(X > s) =P <)
P(s<X <t+s)
P(X > s) =P <y

[ f@yde
e = /0 f(@)de
fertf

. (a:)d:v Y
Jo f@)ds J

fertf e 00
t—>0+ f flz 7t1—1>%1+/s f(w)dz

s
0

S

f(0)
—f(0)f(s), tedy f(s)

)* - xr)axr
()/ fla)d
£(s)
35f(0) 85/ Ut
PO _ s

= Ce (05, Oznacme X\ = f(0), pak f(s)
s)ds = 1, dostaneme C' = ), tedy hustota ma tvar f(s) = Ae™*

= Qe

8, coz je hustota exponencialniho rozdéleni.

Pokud tedy chceme spojité rozdéleni na [0, 00) se spojitou hustotou, které nemd pamét, tak mame jedinou moznost a

to exponencialni rozdéleni.




