NMUMP403 (PRAVDEPODOBNOST A MATEMATICKA STATISTIKA I) ZIMNI SEMESTR

VLASTNOSTI PRAVDEPODOBNOSTI, GEOMETRICKA
PRAVDEPODOBNOST

1. Prételé Igor a Dano si domluvi schuzku mezi 9.00 a 10.00. Jejich piichody na dané misto jsou
nahodné v rdmci smluveného casového intervalu. Kazdy bude ¢ekat 10 minut a pak odchazi.
Jaka je pravdépodobnost, ze se jim podari setkat se?

2. Na tsecce délky [ jsou nahodné umistény body, které tuto tsecku rozdéli na tii ¢asti. S jakou
pravdépodobnosti je mozné z takto vzniklych ti{ dsecek sestrojit trojihelnik?

3. Uvazujme kruznici a zvolme ndahodné tétivu této kruznice. Jaka je pravdépodobnost, ze
délka této tétivy bude vétsi nez délka strany rovnostranného trojuhelnika vepsaného do této
kruznice?
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RESEN{

1. Kazdou moznou dvojici ¢asi pifchodi lze popsat pomoci bodu [z,y] € [10,11]* (prvni
soutadnice popisuje ¢as prichodu Igora a druhd cas prichodu Dana). Dano s Igorem se potkaji,
je-li |z —y| < ¢ (viz obrézek 1, oblast vyznacend cervend). Tedy [Q] = 12 = 1 ... velikost

ctverce [10,11)%, [A| =21 — (%)2 =Ha
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Obrazek 1:
Ctverec vyznacCuje mnozinu vSech jevu, které mohou nastat, ¢ervené vyznacena oblast oznacuje
mnozinu takovych dvojic ¢asu prichodi Dana s Igorem, ze se oba na smluveném misté potkaji.

2. Usetku AD rozdélme dvéma body B a C na tii ¢asti a oznac¢me x délku tsecky AB a y

délku tusecky AC. Pak aby bylo mozné z takto vzniklych tsecek sestrojit trpjihelnik, tak
musi byt min{z,y} < é, ly — x| < % a | — max{z,y} < % Tedy prostor vSech moznych

jevl je popsan ¢tvercem [0,1]* a oblast priznivych jevii nerovnostmi nahofe (na obrdzku 2

zndzornéna cervené). Proto |Q| = [2, |A| = (%)2, a tedy

P(A) = i
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Obrézek 2:
Ctverec vyznac¢uje mnozinu vSech jevi, které mohou nastat, ¢ervené vyznacena oblast oznacuje
mnozinu takovych dvojic ¢asu prichodu Dana s Igorem, ze se oba na smluveném misté potkaji.

3. Uvazujme kruznici o poloméru R > 0.

[. Vyuzijeme toho, ze kazda tétiva je jednoznaéné urcéena dvojici bodu na kruznici. Zvolime-
oblast vyznacend cervené). Tedy 2 je reprezentovano celou kruznici a oblast piiznivych
jevu jednou tfetinou kruznice. Pak |Q = 2R, |[A| = 28 a

P(A) = %
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Obréazek 3:

Prvni ndhodné zvoleny konec tétivy oznacime A, pak oblast priznivych jevu ja oznacena Cerveneé.
Bod B je druhy ndhodné zvoleny konec tétivy (ta je vyznacena ¢erchovanou ¢arou). Rovnostranny
trojihelnik vepsany kruznici je vyznacen carkované.

II. Kazd& tétiva je také jednoznaéné urCena svym stiedem (az na situaci, kdy stied tétivy
lezi ve strédu kruznice. Tento jev m& ale nulovou prvdépodobnost a lze ho tedy pii
vypocétu zanedbat). Jelikoz kruznice vepsand k uvazovanému trojihelniku mé polomér
%, tak oblast ptiznivych jevu je popsdna body uvniti této mensi kruznice (viz obrazek
4). Proto |Q| = 7R?, |A| = T 4

III. Kazda tétiva je rovnéz urcena vzdalenosti od stfedu a thlem, ktery svird s osou x (na
obrazku uvazujeme pro jednoduchost kruznici se stfedem v poc¢atku soustavy souradnic).
Jelikoz o délce tétivy rozhoduje pouze jeji vzdalenost od stiedu a na thlu otoceni tato
délka nezavisi, lze Q popsat pomoci bodu v intervalu [0, R|, oblast pziznivych jevi in-
tervalem [0, £], a tedy

P(A) = %
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Obrazek 4:
Bod S vyznacuje stied tétivy (tétiva je vyznacena ¢erchovanou carou). Oblast piiznivych jevu je
vyznacena cervene.

I kdyz se na prvni pohled zda, ze jsou tato feSeni ve vzajemném rozporu, problém je v
nejednoznacnosti zadani této tlohy. Kazdéd z uvedenych variant prezentuje jednu z moznosti
nahodnych voleb tétivy, ale tyto moznosti nejsou stejné a to vede k riznosti vysledku. Uloha
je tedy nepfesné zadana. Proto nelze ani jednu z prezentovanych variant feseni oznacit za
lepsi ¢i spravnéjsi, pokud predem nekonkretizujeme zadani tlohy.
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Obrazek 5:
Znaceni je podobné jako u predchozich obrazku. Pii konkrétni volbé ihlu « je mnozina stredu tétiv
urcena tseckou délky R. Polovina tsecky (vyznacena ¢ervené) urcuje tétivy delsi nez délka strany
trojihelnika vyznaceného ¢arkovanou carou.



