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@ Podminky zapoc¢tu: Napsani dvou testi b&éhem semestru.
o Materidly na strance: https://www?2.karlin.mff.cuni.cz/~stanekj/
o Uzite¢né odkazy:
https://www.wolframalpha.com
http://reseneulohy.cz/cs/matematika/matematicka-analyza

https://kam.mff.cuni.cz/ sbirka
https://www.geogebra.org/
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Znakeni:
o N ... p¥irozend &isla (1,2,3,...).
7 ... celd &isla (-3,-2,-1,0,1,2,...).
o Q ... raciondlnf &isla (%, kde p€Z aqeN)
o R ... redlnd &isla
o C ... komplexni &isla
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Definition

Vyrok je formule, kterd ma n&jakou pravdivostni hodnotu (m3 smysl rozhodnout,
zda je toto tvrzeni pravdivé nebo nepravdivé).

Pokud vyrok plati, ¥ilkdme, Ze ma pravdivostni hodnotu 1, v opa&ném p¥ipadé
Fikdme, Ze ma pravdivostni hodnotu 0.

Example

Vyrokem jsou napriklad véty:

@ "Sou&et dvou sudych &isel je sudé &islo.”
@ "Vsetin je nejvétsi mésto svéta”.

Naopak nasledujici véty vyroky nejsou.
o "At' Zije prvni maj!”

@ "Ucte se na zkousky.”
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Definition
Necht' V a W jsou vyroky, pak zavedeme pojmy
@ — ... negace (ne)
o A ... konjunkce (a)
@ V ... disjunkce (nebo)
o = ... implikace
@ & ... ekvivalence

nasledujici tabulkou:

VIiW |-V |VVW| VAW = &
1] 1 0 1 1 1 1
110 0 1 0 0 0
0|1 1 1 0 1 0
00 1 0 0 1 1
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Déle zaved'me kvantifikatory
o I ... existenZni kvantifikdtor (existuje)

o V ... obecny kvantifikitor (pro viechna)

Example

Negace implikovanad na vyrok s kvantifikatorem:

=(Vx: V(x)) & Ix: =V(x)
~@y: Wly)) & Yy : ~W(y)

Napf¥iklad:

“(VxeRIyeR:x=y+1) &

xeR:~(FyeR:x=y+1) &

IxeRVYER: ~(x=y+1) &
IxeRVyeR:x#y+1
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Uvedeme neptesnou "naivni” definici mnoZiny (George Cantor 1845-1918).

Definition
MnoZina je soubor objektl, které jsou presn& uréené a rlizné a kde vzdy nastava
pouze jedna z nasledujicich moZnosti:

@ ae M ... apatfi do mnoziny M.

© a¢ M .. anepatfi do mnoZiny M.

Tyto objekty nazveme prvky mnoZiny

Poznamka

MnoZina je svymi prvky jednoznaéné uréena.
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Definition
Necht' A a B jsou mnoZziny.
e AC B ... Aje podmnoZina mnoziny B, tj. Vx: x € A= x € B.

o AU B ... sjednoceni mnoZin A a B, tj. mnoZina v8ech prvki x, které jsou
alespofi v jedné z mnozin A,B. AUB={x:x€ AV x¢e B}

o AN B ... prlinik mnoZin A a B, tj. mnoZina viech prvki x, které jsou jak v A
takv B. ANB={x:xe€ AAx € B}

o A\ B ... rozdil A a B, tj. mnoZzina v3ech prvki x, které lezi v A a zaroveii
neleziv B. AA\B={x:x€ AAx ¢ B}
o () ... prdzdnd mnoZina, tj. mnoZina kterd neobsahuje Z4dny prvek.
Necht' A; jsou mnoZiny, pak
o U Ai=AiUAU...={x:3ieN:xe A}
o NZ;A=AinANn..={x:VieN:xeA}




T NMTM101 - matematicka analyza I. | October 7, 2020 |
5

Theorem (de Morganova pravidla)
Necht’ M, A; jsou mnoZiny a A; C M, pak
o M\ (ALUA) =(M\ A)N(M\ Az)
o M\ (A1NA) =(M\A)U(M\ Ar)
a
o M\ (UZ, A) = N2 (M A)
o M\ (NZ,A) = UZi(M\ A)
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Definition
Kartézsky souéin A a B znaceny A x B je mnoZina v8ech uspofadanych dvojic
(a, b) takovych, 2e ac Aabe B, tj. Ax B={(a,b):a€ ANb e B}.

Example
Necht' A= {{1},{2}} a B = {{1}, {3}}, pak
Ax B=1{(1,1),(1,3),(2,1),(2,3)}

2 [ ] o
A= {{1},{2}} AxB={(1,1),(1,3),(2,1),(23)}
10 [ ] [ ]
L L 2
-3 -2 -1 '] 1 2 3 4 5 6 7 8 9
L B={{1}{3}}
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Definition
Necht K C R, m € R.
o Rekn&me, e m je horni odhad (horni zdvora) mno¥iny K, pravé tehdy, kdy¥
Vxe K:x<m.
o Rekn&me, Ze m je maximalni prvek mno¥iny K (max K), pravé tehdy, kdy?
meKaVxe K:x<m.
o Rekn&me, %e K je shora omezend, pravé tehdy, kdy? existuje horni odhad K.
o Rekn&me, e m je supremum mnoZiny K (sup K), pravé tehdy, kdy?
P VYxeK:x<m,
> Vm' <m3IxeK:x>m.

2 maximdlni prvek horni odhad
1 \ / \‘\\
K C K L
oo *-oo \¢ \¢
¢ % * T % 1 * 5 gy 7 Vs
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Definition

Necht K C R, m e R.

o Rekn&me, e m je doIni odhad (dolIni zévora) mnoziny K, prav& tehdy, kdy?
Vxe K:x>m.

o Rekn&me, Ze m je minimélni prvek mnoziny K (min K), prav& tehdy, kdy?
meKaVxeK:x>m.

Rekn&me, e K je zdola omezen, pravé tehdy, kdy? existuje dolni odhad K.

©

o Rekn&me, e m je infimum mnoZiny K (inf K), pravé tehdy, kdyz
> VYx e K:x>m,
> Vm' >m3IxeK:x<m.
o Rekn&me, %e K je omezend, pravé tehdy, kdy? existuje horni i dolni odhad K
< dmeR,Vx e K: |x| < m.
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Example
K ={1,2,3}, pak 1 =minK =inf K a 3=max K =sup K.

Example
K = {1 ne N}. Pak minK = inf K =0, supK = 1 a maximum K neexistuje.

Skutetng&, 0 € K (pron=1) a ”;nl >0VneN, proto 0 = min K = inf K.
1 je horni zavora, nebot' 1 > ";nl Vn € N. Necht' m < 1, pak pro n splfiujici
1 <1— mdostaneme, e =1 =1—-1>1—(1—m)=m. ProtosupK =1a

max K neexistuje.
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Example
() # K C Z, K je shora omezend, potom sup K € Z.

Proof.

Ukazeme, Ze sup K = max K. (Sporem) Necht' sup K ¢ K. Oznatme

m' =sup(K) —1= Ja € K,a> m'. Ziroveh ale plati, Ze a < sup K (nebot’
supK ¢ K). Pak ale 3b € K takové, ze b > a. Tedy supK —1<a< b<supK

a zaroveii a — b € Z = SPOR. DJ
2 4
L a sup K
K \ \ /
. L L @
-2 -1 @ 1 2 3 8
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Example

() # A C R je shora omezend mnoZina, necht' navic sup A ¢ A, pak m3 A
nekone&né mnoho prvki.

Proof.
XxXp =supA—1 =3dx €A:xg < x1
x1 < supA =>dneEA:x1 <X
Xp < sup A =>3dAGgEA < X3

X1 <X <x3<---<supA
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Otédzka
@ Necht' K C R je shora neomezend mnoZina. Lze né&jak p¥irozené definovat
sup K7

o Necht' K = (. Lze n&jak p¥irozen& definovat sup K?

Rozsitena definice suprema a infima:

Definition

Necht' K C R je shora neomezend mnoZina, tak jeji supremum definujeme jako
sup K = o0.

Je-li K C R zdola neomezenad mnoZina, tak jeji infimum definujeme jako

inf K = —o0.

Dile zavedeme sup ) = —oo a inf ) = occ.
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Zobrazeni

Definition
Necht' M, N jsou neprdzdné mnoZziny, pak f C M x N nazyvdme zobrazeni z
mnoziny M do mnoZiny N, jestlize

Vx € MYy, o € N: ([x,y1] EFA[x,)2] EF) = y1 = yo.

Pro ptehlednost pouZivdme pro zobrazeni zna&eni f(x) = y.
Defini&nim oborem zobrazeni f nazyvdme mnoZinu

Dr={xe M;Jy e N:f(x)=y}.

Necht' X C Dy, pak f(X) :={y € N,3x € X : f(x) = y} nazyvdme obraz
mnoziny X p¥i zobrazeni f.

Necht' Y C N, pak f~1(Y) :={x € Df,3y € Y : f(x) = y} nazyvdme vzor
mnoziny Y pfi zobrazeni f.

f(Dr) nazyvdme obor hodnot zobrazeni f a zna&ime H;.
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Poznamka
Necht' M a N jsou mnoZziny, pak symbolem f : M — N znalime fakt, Ze
o f je zobrazeni z mnoZiny M do mnoziny N,

@ M je defini¢ni obor zobrazeni f,

@ Obor hodnot f je podmnoZinou mnoZiny N.

Poznamka - Specialni pFipady:
o Je-li f: R — R, pak f nazyvdme redlnou funkci redlné proménné.

o Je-li f: N —= R, pak f nazyvdme posloupnosti redlnych &isel.




Defi
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nition

Necht' f : M — N.

(]

®© 6 6 o o

f je prosté zobrazeni, jestlize x1,xo € Df,x1 # xo = f(x1) # f(x2).

f je zobrazeni na, jestlie Vy € N 3x € Dr : y = f(x).

f je bijekce, jestlize je prosté a na.

f je identita (zna&ime /), jestlize Vx € Dy, f(x) = x.

f je konstantni zobrazeni, jestlize Ic € N takové, Ze Vx € D, f(x) = c.
Necht' f je prosté zobrazeni, pak f~1 : Hf — Dr takové, Ze

(x,y) € f=(y,x) € f 1 (y =f(x) = x=f"1(y)), je inverzni zobrazeni k
zobrazeni f.

Rekn&me, Ze zobrazeni f a g se rovnaji, jestlize Df = D, a

f(x) = g(x),Vx € Ds.

Necht' Df C Dg a f(x) = g(x) Vx € Dy, pak f je ziZzenim zobrazeni g a g je
rozsitenim zobrazeni f. Je-li D¢ = B, zna&ime f = g|p.

v
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Example

Necht' f(x) = x? Vx € Dy, pak pro Df = R™ je f prosté zobrazeni, pro Df =R f
neni prosté (f(—1) = f(1)).

Necht' Df = R, pak pro N = R™ je f zobrazeni na, pro N = R neni na (nap¥.

y =-3).

Definition

Necht f: M — N, g : N — P. Pak zobrazeni g o f : M — P takové, Ze
(gof)(x)=g(f(x)), x € M, se nazyv4 sloZené zobrazeni, kde f nazyvame
vnitfnim zobrazenim a g nazyvdme vnéjsim zobrazenim.

Example

Necht' f(x) = sinx a g(x) = x?, pak f o g(x) =sinx® a g o f(x) = sin® x.
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Otdzka:

o Necht' f(x) = e*,Vx € R, pak f~1(x) = In x. Rovnaji se zobrazeni f o f~1 a
f~lof?
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Posloupnosti
Definition

Zobrazeni z N do R nazyvame posloupnosti (redlnych &isel). Zna&ime {a1, ap, ...},
{an}52; nebo {a,}.

Definition
Posloupnost {a,} je

o konstantni, jestlize Ja€ RVne N: a, = a.
rostouci, jestlize Vn € N : a, < apy1.
klesajici, jestlize Vn € N : a, > apq1.
nerostouci, jestlize Vn € N: a, > a,41.
neklesajici, jestlize Vn € N : a, < apy1.
monotdnni, jestlize plati jedna z p¥edchozich variant.
shora omezend, jestlize 3K e RVne N : a, < K.
zdola omezen3, jestlize IK e RVne N: a, > K.
omezend, jestlize 3K e R Vn € N : |a,| < K.

®© 6 6 6 6 o o o




NMTM101 - matematicka analyza I. | October 7, 2020 |

Example

Posloupnost a, = 3 + 2n (aritmeticka posloupnost) je rostouci, zdola omezena.

Example
Posloupnost a, = ”;1 je rostouci a omezend. Skutecng,
n?—1<n?
(n—1)(n+1)<n?
n—1 < n
ap = —— =2
n = n+1 n+1,
navic 0 < =1 < 1.

n
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Otazka:

o Je geometricka posloupnost a, = a; - ¢"!

monotdnni?

o Je geometrickad posloupnost omezena?

Otazka:

o Které z nasledujicich vyroki jsou ekvivalentni z vyrokem: "Posloupnost {a,}
je omezend™?
a) Posloupnost {a,} je omezend shora i zdola.
b) IK ERVnEN: |a,| < K.
c) MnoZina {a, : n € N} je omezena.

Otdzka:
Necht' existuje ng € N a K € R takové, Zze Vn > ng : |a,| < K.

o Je posloupnost {a,}>2; omezend?




