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Definition

Řekněme, že posloupnost {an} má vlastńı limitu A ∈ R, jestliže ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N
takové, že ∀n > n0 : |an − A| < ε. Znač́ıme limn→∞ an = A nebo an → A.
Řekněme, že posloupnost {an} je konvergentńı, má-li vlastńı limitu, tj. existuje-li
A ∈ R takové, že limn→∞ an = A.
Jestliže posloupnost nemá vlastńı limitu, ř́ıkáme, že diverguje (je divergentńı).
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Example

lim
n→∞

n − 1

n
= 1.

Proof.

Chceme ukázat: ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N takové, že ∀n > n0 : | n−1
n − 1| < ε.

Mějme ε > 0 a hledejme n0. Chceme, aby | n−1
n − 1| = | 1n | = 1

n < ε ⇒ n > 1
ε , tedy

n0 = d 1
εe.

Example

Posloupnost 1, 1
2 , 1, 1

4 , 1, 1
8 , ... nemá limitu.

Proof.

SPOREM: Necht’ existuje limita této posloupnosti. Označme ji A. Zvolme ε = 1
4 ,

pak |a2n−1 − a| = |1− A| < 1
4 ⇒ A ∈ ( 3

4 ,
5
4 ). Zároveň plat́ı, že |a2n − A| < 1

4 a
∀n ∈ N : a2n ≤ 1

2 , tedy A ≤ 3
4 ⇒ SPOR.
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Otázka:
Rozhodněte o platnosti tvrzeńı: limn→∞ an = A právě tehdy, když existuje K > 0
takové, že plat́ı ∀ε > 0∃n0 ∈ N∀n > n0 : |an − A| < Kε.

Odpověd’:

Tvrzeńı je pravdivé.

Proof.

(⇒) Je-li limn→∞ an = A, tak ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0 : |an − A| < ε, tedy stač́ı
volit K = 1.

(⇐) Necht’ existuje K > 0 takové, že plat́ı
∀ε̃ > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0 : |an − A| < K ε̃. Mějme ε > 0. Pak pro ε̃ = ε

K
existuje n0 ∈ N takové, že ∀n > n0 : |an − A| < K ε̃ = K · ε

K = ε. Tedy
limn→∞ an = A.
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Otázka:

Který z následuj́ıćıch výrok̊u je ekvivalentńı s výrokem: ”posloupnost {an} je
divergentńı”? Správě může být v́ıce odpověd́ı.

∀K ∈ R ∃n ∈ N takové, že |an| > K .

∀A ∈ R ∀ε > 0 ∀n0 ∈ N ∃n > n0 : |an − A| > ε.

∀A ∈ R ∃ε > 0 ∀n0 ∈ N ∃n > n0 : |an − A| > ε.

∀A ∈ R ∃ε > 0 ∀n ∈ N : |an − A| > ε.
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Otázka:
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Definition

Řekneme, že posloupnost reálných č́ısel {an} má nevlastńı limitu +∞ (resp.
−∞), jestliže ∀K ∈ R ∃n0 ∈ N takové, že ∀n > n0 : an > K (resp. an < K ).
Ṕı̌seme limn→∞ an =∞ (resp. limn→∞ an = −∞).
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Example

limn→∞ n =∞. Stač́ı zvolit n0 = dKe.

Definition

Označme R∗ množinu R ∪ {−∞,+∞}.

Theorem (Existence suprema)

Každá neprázdná shora omezená podmnožina R má supremum.
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Theorem (Jednoznačnost limity)

Každá posloupnost má nejvýše jednu limitu.

Proof.

Necht’ an → A, an → B a A 6= B (obě limity vlastńı). BÚNO B > A, volme
ε = B−A

3 , pak ∃n0 ∈ N takové, že ∀n > n0 |an−A| < B−A
3 a |an−B| < B−A

3 ,

tedy an ∈ (A− B−A
3 ,A + B−A

3 ) ∩ (B − B−A
3 ,B + B−A

3 ) = ∅ ⇒ SPOR.

Necht’ an → A je vlastńı a zároveň an →∞. Pak pro
ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0 : |an − A| < ε a zároveň pro každé
K ∈ R ∃ñ0 ∈ N ∀n > ñ0 : an > K . Zvolme K > a + ε, pak pro
n > max{n0, ñ0} plat́ı an < a + ε a zároveň an > a + ε ⇒ SPOR. Obdobně
pro an → a a an → −∞.

Necht’ an →∞ a an → −∞. Zvolme libovolné K ∈ R, pak an > K pro
n > n0 a zároveň an < K pro n > ñ0 ⇒ SPOR.
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NMTM101 - matematická analýza I. | October 9, 2020 |

Theorem (O limitě monotónńı posloupnosti)

Necht’ an je monotónńı posloupnost.

i) Je-li posloupnost an omezená, pak existuje a ∈ R takové, že limn→∞ an = a.

ii) Je-li posloupnost an neomezená neklesaj́ıćı, pak limn→∞ an =∞.

iii) Je-li posloupnost an neomezená nerostoućı, pak limn→∞ an = −∞.

Proof.

i) an omezená a neklesaj́ıćı, pak existuje s = sup{an, n ∈ N}. Zvolme ε > 0,
pak existuje an0 takové, že an0 > s − ε, tedy ∀n > n0 plat́ı s − ε < an ≤ s
⇒ limn→∞ an = s. Obdobně pro nerostoućı posloupnosti.

ii) Je-li an neklesaj́ıćı a neomezená, pak an ≥ a1, tedy an je omezená zdola ⇒ an
neńı omezená shora. Zvolme K , pak ∃n0 ∈ N : an0 > K , z monotónie plyne
∀n > n0: an ≥ an0 > K .

iii) Důkaz obdobně jako v p̌redešlém p̌ŕıpadě.
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Theorem

Každá konvergentńı posloupnost je omezená. Je-li limn→∞ an = +∞ (resp. −∞),
pak je posloupnost an omezená zdola (resp. shora).

Proof.
Necht’ an je konvergentńı, pak existuje A ∈ R takové, že pro
ε = 1 ∃n0 ∈ N ∀n > n0: |an − A| < 1, tedy ∀n > n0: an < A + 1. Pro
M = max{a1, a2, ..., an0 ,A + 1}+ 1 tedy plat́ı, že ∀n ∈ N : an > M .

Je-li limn→∞ an =∞, pak stač́ı zvolit K , k němu najdeme n0 takové, že
∀n > n0 : an > K . Zvolme M = min{a1, ..., an0 ,K} − 1, pak
∀n ∈ N : an > M.
Obdobně u nevlastńı limity −∞.
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NMTM101 - matematická analýza I. | October 9, 2020 |

Theorem

Uvažujme posloupnosti {an} a {bn} a necht’ existuje n0 ∈ N takové, že
∀n > n0 : an = bn. Pak plat́ı:

i) Necht’ limn→∞ an = A ∈ R, pak limn→∞ bn = A.

ii) Necht’ limn→∞ an =∞, pak limn→∞ bn =∞.

Proof.

i) Mějme ε > 0, pak existuje n1 ∈ N takové, že ∀n > n1 : |an − A| < ε. Jelikož
pro každé n > n0 plat́ı an = bn, tak ∀n > ñ0 = max{n0, n1} : |bn − A| < ε,
tedy limn→∞ bn = A.

ii) Mějme K ∈ R, pak existuje n1 ∈ N takové, že ∀n > n1 : an > K . Tedy
∀n > ñ0 = max{n0, n1} : bn > K , proto limn→∞ bn =∞.

Poznámka

Předchoźı větu lze interpretovat i takto. Změńıme-li u posloupnosti {an} konečně
mnoho členů, tak jej́ı limitu nezměńıme.
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Theorem (”O dvou policajtech”)

Necht’ {an}, {bn} a {cn} jsou ťri posloupnosti, pro něž plat́ı

∃n0 ∈ N ∀n > n0 : an ≤ bn ≤ cn,

limn→∞ an = limn→∞ cn = A ∈ R∗,
pak

lim
n→∞

bn = A.

Proof.

A ∈ R. Mějme ε > 0, pak existuje n1 ∈ N takové, že ∀n > n1 : |an −A| < ε a
také existuje n2 ∈ N takové, že ∀n > n2 : |cn − A| < ε. Pak
∀n > max{n0, n1, n2} : A− ε < an ≤ bn ≤ cn < A + ε, tedy limn→∞ bn = A.

limn→∞ an =∞, pak ∀n > n0: bn ≥ an > K , tedy limn→∞ bn =∞.
Obdobně pro limn→∞ cn = −∞.
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Theorem

Necht’ posloupnosti {an} a {bn} maj́ı limity (vlastńı či nevlastńı) a ∀n > n0 ∈ N:
an ≤ bn, pak

lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

bn.

Proof.

(Sporem) Necht’ limn→∞ an > limn→∞ bn, pak existuje q ∈ R takové, že
limn→∞ an > q > limn→∞ bn. Tedy ∃n0 ∈ N takové, že ∀n > n0: (an > q ∧
bn < q), což je spor s p̌redpokladem an ≤ bn.
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Theorem (O limitě součtu)

Necht’ A,B ∈ R, limn→∞ an = A a limn→∞ bn = B, pak

lim
n→∞

(an + bn) = A + B.

Proof.

Mějme ε > 0, pak ∃n0 ∈ N : |an − A| < ε
2 a ∃ñ0 ∈ N : |bn − B| < ε

2 . Pro
∀n > max{n0, ñ0} plat́ı |an + bn− (A + B)| ≤ |an−A|+ |bn−A| < ε

2 + ε
2 = ε.


