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Definition

Rekn&me, Ye posloupnost {a,} ma vlastni limitu A € R, jestlize Ve > 0 3ng € N
takové, Zze Vn > ng : |a, — A| < €. Zna&ime lim,_,o a, = A nebo a, — A.
Rekn&me, Ze posloupnost {a,} je konvergentni, ma-li vlastni limitu, tj. existuje-li
A € R takové, Ze lim, ., a, = A.

Jestlize posloupnost nem3 vlastni limitu, ¥ikdme, %e diverguje (je divergentni).
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Example
. n—1
lim

n—o0 n

Proof.

Chceme ukazat: Ve >0 3ng € N takové, Ze Vn > ng : |22 — 1| <e.
Méijf] > 0 a hledejme ng. Chceme, aby |22 —1| =[] =1 <e= n> 1 tedy
ng = zl- L

Example

Posloupnost 1, 2,1

0 5 ,4,1, é,... nema limitu.

Proof.

SPOREM: Necht' existuje I|m|ta této posloupnosti. Oznaéme ji A. Zvolme 5 = %
pak [a3p-1—a| = |1 — Al < 3 = A€ (2, 2). Zéroveii plati, Ze |a, — Al <
VnEN:az,,_ tedyA< :>SPOR ]
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Otazka:

Rozhodnéte o platnosti tvrzeni: lim,_, o, a, = A pravé tehdy, kdyZ existuje K > 0
takové, Ze plati Ve > 03ng € NVn > ng : |a, — A| < Ke.

Odpoved':

Tvrzeni je pravdivé.

Proof.

(=) Je-li lim,_yoo a, = A, tak Ve > 0 3ng € NVn > ng : |a, — A| < ¢, tedy sta&i
volit K = 1.

(<) Necht' existuje K > 0 takové, Ze plati
VE>03ng € NVn> ng:|a, — Al < K& Mg&jme € > 0. Pak pro & =
existuje ng € N takové, Ze Vn > ng : |a, — A| < KE= K - &z =¢. Tedy
lim,— o an = A.
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Otazka:

Ktery z nésledujicich vyroki je ekvivalentni s vyrokem: "posloupnost {a,} je
divergentni? Sprav& miZe byt vice odpovédi.

o VK € R Jn € N takové, Ze |a,| > K.

o VAcR Ve >0Vng € N3n>ng:l|a, — Al >e.

o VAER 3 >0Vng € N3n>ng:l|a, — Al > e.

o VAER I >0VneN:|a, — Al >e.
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Definition

Rekneme, Ye posloupnost realnych &isel {a,} ma nevlastni limitu +oo (resp.
—00), jestlize VK € R 3ng € N takové, Ze Vn > ng : a, > K (resp. a, < K).

Pigeme lim,_, o0 ap = 00 (resp. lim,_,o0 ap = —00).
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Example

lim,—y00 N = 00. Sta&i zvolit ng = [K.

Definition

Oznatme R* mnoZinu R U {—o00, +-00}.

Theorem (Existence suprema)

KaZda neprazdnd shora omezend podmnoZina R ma supremum.
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Theorem (Jednozna&nost limity)

KaZda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Proof.
o Necht a, — A, a, = B a A# B (ob& limity vlastnf). BUNO B > A, volme
€= BgA, pak dng € N takové, Ze Vn > ng |a, — A| < % ala,—B| < %,

tedy a, € (A— B354, A+ B524)n (B - B524,B + E54) = ) = SPOR.
o Necht' a, — A je vlastni a zaroveii a, — co. Pak pro
e>03n e NVn> ng:|a, — Al <e azdroveii pro kazdé
KeR dng e NVn> ng:a, > K. Zvolme K > a+ ¢, pak pro
n > max{ng, fip} plati a, < a+ ¢ a zdroven a, > a+ e = SPOR. Obdobn&
pro a, — a a a, — —00.
o Necht' a, -+ o0 a a, — —00. Zvolme libovolné K € R, pak a, > K pro
n > ng a zarovei a, < K pro n > g = SPOR.
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Theorem (O limit& monoténni posloupnosti)

Necht’ a,, je monotdnni posloupnost.
i) Je-li posloupnost a, omezend, pak existuje a € R takové, Ze lim,_,, a, = a.
i) Je-li posloupnost a, neomezend neklesajici, pak lim,_ o, a, = 0.

iii) Je-Ii posloupnost a, neomezend nerostouci, pak lim,_,o a, = —00.

Proof.

i) a, omezend a neklesajici, pak existuje s = sup{a,, n € N}. Zvolme £ > 0,
pak existuje a,, takové, Ze a,, > s —¢, tedy Vn > ng plati s —e < a, < s
= lim,_ o a, = s. Obdobné& pro nerostouci posloupnosti.

i) Je-li a, neklesajici a neomezend, pak a, > aj, tedy a, je omezend zdola = a,
neni omezend shora. Zvolme K, pak dny € N : a,, > K, z monoténie plyne
Yn > ng: a, > ap, > K.

iii) Dikaz obdobng& jako v pfedeslém p¥ipadé.

]
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Theorem

KaZdd konvergentni posloupnost je omezend. Je-li lim,_, o a, = +00 (resp. — o0),
pak je posloupnost a, omezend zdola (resp. shora).

v

Proof.

o Necht' a, je konvergentni, pak existuje A € R takové, Ze pro
e=13ng e NVn> ng: |a, — Al <1, tedy Vn > np: a, < A+ 1. Pro
M = max{a1, a2, ..., dny, A+ 1} + 1 tedy plati, ZeVneN: a, > M .

o Je-li lim, o a, = oo, pak stadi zvolit K, k nému najdeme ng takové, ze
Yn > ng: a, > K. Zvolme M = min{ay, ..., an,, K} — 1, pak
VneN:a, > M.

Obdobné& u nevlastni limity —oo.

O
v
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Theorem
UvaZujme posloupnosti {a,} a {b,} a necht’ existuje ng € N takové, Ze
¥Yn > ng : a, = b,. Pak plati:

i) Necht'lim,_ o a, = A € R, pak lim,_, o b, = A.

i) Necht' lim,_ o0 ap = 00, pak lim,_~ b, = 0.

Proof.

i) M&me ¢ > 0, pak existuje n; € N takové, ze Vn > ny : |a, — A| < e. Jelikoz
pro kazdé n > ng plati a, = by, tak Vn > fig = max{ng, 1} : |b, — A| < &,
tedy lim,_, b, = A.

i) M&me K € R, pak existuje n; € N takové, ze Vn > ny : a, > K. Tedy
Vn > fip = max{ng, 1} : b, > K, proto lim,_, b, = c0.

Poznamka

P¥edchozi v&tu Ize interpretovat i takto. Zmé&nime-li u posloupnosti {a,} konetn&
mnoho &lend, tak jeji limitu nezménime.
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Theorem ("O dvou policajtech”)

Necht’ {a,}, {b,} a {c,} jsou t¥i posloupnosti, pro n&Z plati
@ dng e NVn>ng: a, < b, <cp,

o lim, o0 a,=Ilim,5 c, = A€ R*,
pak
lim b, = A.
n—oo
Proof.

o AcR. M&me e > 0, pak existuje n; € N takové, ze Vn > ny : |a, — Al < e a
také existuje m, € N takové, 7e Vn > ny : |c, — A| < e. Pak
Vn > max{ng,n,m}: A—e<a,<b,<c,<A+e, tedy lim,_, b, = A.
o lim, o0 a, =00, pak Vn > ng: b, > a, > K, tedy lim,_, o, b, = 0.
Obdobné pro lim,_,~ ¢, = —0c0.
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Theorem

Necht' posloupnosti {a,} a {b,} maji limity (vlastni & nevlastni) a Vn > nyg € N:
ap < by, pak

lim a, < lim b,.
n—oo n—>o00

Proof.

(Sporem) Necht' lim, ;o0 an > lim,_,o0 b,, pak existuje g € R takové, Ze
liMp—o0 @n > q > limp_o0 by. Tedy Ing € N takové, Ze Vn > ng: (a, > g A
b, < q), coZ je spor s predpokladem a, < b,. O

4
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Theorem (O limité& souttu)
Necht’ A, B € R, lim,_,oc an = A a limp_,oc by = B, pak

lim (a, + b,) = A+ B.
n—oo

Proof.

Mé&me € >0, pak 3np € N: |a, — Al < 5 adg e N: |b, —B| < 5. Pro
Vn > max{no, fio} plati |a,+ b, — (A+B)| < |a, — Al +|b,—A| < 5+ 5 =¢. []




