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Theorem

Necht’ posloupnosti {an} a {b,} maji limity (vlastni & nevlastni) a ¥n > ny € N:
ap < by, pak

lim a, < lim b,.
n—oo n—oo




55 NMTM101 - matematicka analyza I. | October 17, 2020 |

Otazka:
Necht' lim, o0 @y = A < lim,_oc b, = B (A, B € R*). Kterd z n3sledujicich
tvrzeni lze z tohoto pfedpokladu vyvodit?
i) 3neN:a, < b,
) dng € NVn > ng : |ap| < |by|
i) 3ng e NVn > ng : a, < b,
)

iv) dng e NVn > ng:a, < b,
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Otazka:
Necht' lim, 00 @y = A < lim,_,oc b, = B (A, B € R*). Kterd z n3sledujicich
tvrzeni lze z tohoto pfedpokladu vyvodit?
i) 3neN:a, < b,
) dng € NVn > ng : |ap| < |by|
i) 3ng e NVn > ng : a, < b,
)

iv) dng e NVn > ng:a, < b,
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Theorem (O limit& sou&inu)
Necht' A,B € R, lim,_,o0 ap = A a lim,_, b, = B, pak

nler;o(a,, -b,)=A-B.

Proof.

|anb, — AB| = |(an — A)(b, — B) + Ab, + a,B — 2AB|
= |(an — A)(by — B) + A(b, — B) + (an — A)B|
< |(an — A)(by — B)| + |A(by — B)| + [(an — A)B|

Pro £ > 0 sta&f najit n§, n3 a n3 takové, Ze:
o Vn> nj:|(an — A)(by — B)| < 5,
o Vn>n§:|A(b,— B)| < 5,
o Vn>n3:|B(a,— A)| < 5.

Pak volime ng = max{n}, n3, n3}.
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Lemma

Necht' lim, oo by =B, B#0a Vne N: b, # 0. Paklim,_ bln =

wl=

Proof.

BUNO B > 0, pak existuje ng takové, Ze Vn > ng : b, > g. Tedy Vn > ng plati
1 1
b, B

M&jme £ > 0 a necht’ pro Vn > g € N plati |B — b,| < %, pak

‘B—bn

2|B_ bnl
< .
B- b,

S B2

¥n > max{no, fio }:

1 _ 1] _2B=b _
b, B|- B &
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Theorem (O limit& podilu)

Necht' lim, o0 an = A, limp,o by =B, B#0 a b, #0 Vn € N. Pak

Proof.

Viz pfedchozi lemma a vé&ta o limit& sou€inu.
2 a H 1 A
(llmn—>oo b = limp—oo an - b E)
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Otazka:

Necht' A € R. Ktery z nasledujicich vyrok( je ekvivalentni vyroku
lim, o0 an = A?

i) limp5e0(an — A) = 0.

i) liMp_soo |20 — A| = 0.

Odpoved':

Oba vyroky jsou ekvivalentni s vyrokem lim,_, . a, = A. Stadi pracovat s tim, Ze
limpso0an =A<< Ve >03ng € NVn> ng:|a, — Al < € a pak si uv&domit, Ze
(lan—Al<e) e (|(an—A)—0| <e) & ||lan, — Al — 0] < e.
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Otazka:
UvaZujme posloupnost {a,} a necht' A € R. Jsou ndsledujici vyroky ekvivalentni?
i) lim,— o a, = A

i) limp_oo |an| = |AJ.

Odpoved':

Necht' lim, o0 @, = A. Pak Ve >03ng e NVn > ng: |a, — Al <e =

Ve >03ng € NVn > ng: ||an| — |A|| < &, tedy lim,_ |an| = |A|. Zde vychdzime
s nerovnosti ||a| — |b|| < |a — b].

M&jme {a, = (—1)"}, pak lim,_ ~ a, neexistuje, ale lim,,_ |2, = 1. Na tomto
protip¥ikladu vidime, Ze vyrok lim,_, |a,| = |A| neimplikuje vyrok

lim,_ o a, = A, tedy vyroky nejsou ekvivalentni.
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Lemma

Je-li posloupnost a, omezena zdola (resp. shora) a lim,_,o b, = 0o (resp. —c0),
pak

lim (a, + by) = o0 (resp. — o).

n—00

Proof.

Existuje L € R takové, 2e Vn € N:a, > L a VK dngVn > ng : b, > K.
Mé&jme M € R, pak pro volbu K = M — L dostavame
VYn>ng: ap+ b, >L+K=L+(M-1L)=M, tedy lim,_,(an + b,) = oo.
]

V.
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Lemma
Je-li limp 00 a, =0 a {b,} je omezend posloupnost, pak

lim a, - b, =0.
n— o0

Proof.

Ve > 03ng e NVn > ng: |a,| <eadK eRVneN: |b,| < K.
M&me € > 0, pak Vn > ng : |apbs| = |an||bn] < |an|K < eK.
Tedy lim,— o0 an - by = 0.
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Lemma
UvaZujme posloupnosti {a,} a {b,}.
i) Existuje-li o > 0 a ng € N takové, ZeVn> ng: a, > « alim,_, b, = 00
(resp. —o0), pak
lim apb, = +0o (resp. — o0).
n—o0
i) Existuje-li o < 0 a ng € N takové, Ze Vn > ng : a, < « a lim,_00 by = 00
(resp. —o), pak
lim apb, = —oco (resp. — o0).
n—oo

i) Je-lilimp_ 00 ap = 00 a lim,_00 by = 00(resp. — o0), pak

lim apb, = oo (resp. F o0).
n— o0
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Proof.
i) limp—o0 by = 00, tedy VK € R 3ny Vn > ny @ b, > K.
M&me M > 0 a volme K = % Pak VYn > max{ng, n} : a,b, > aK = M.
Tedy lim,_ o apnb, = 400.
i) Viz i)
iii) Plyne z i) aii).
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Lemma

Necht' lim_ o0 |bn| =00 aVn € N: b, # 0. Pak

lim — =0.
n—oo Dp

Proof.

liMmp_ o0 |bn| = 00, tedy YK € R Jng € N Vn > ng : |by| > K.
Mg&jme & > 0, pak pro volbu K = 1 dostavame:

V">"01‘b%—o‘zﬁ<%=€-T€dy|imn—>oobln=0-

]
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Lemma

Necht' lim,_00 by =0, Vn > ng : b, > 0 (resp. b, < 0), pak

Proof.

lim,_ 00 by =0, tedy Ve > 0 3n; € N Vn > ny : |b,| < €. Pfiddme-li ptedpoklad
VYn > ng : b, > 0, dostaneme Vn > max{ng, n1} : 0 < b, < .

Mg&jme K > 0, pak pro volbu ¢ = % dostaneme, Ze

¥n > max{ng, m} : bl,, > % = K. Tedy lim,_, bln = 0.
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Definition
Pro kazdé a € R definujme

—o0o<a<oo
atoo==Fo0
a-(+o0) =400 proa>0
a-(f£oo) =Foo proa<0
a

& =0
+oo

=S

%::I:oo pro b >0
+

%’o::Foo pro b<0
| £ 00| =0

+00 + 00 = 00

—00 — 00 = —00
+00 - (£o0) = +oo
—00 + (+00) = Foo
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Poznamka:

Nedefinujeme vyrazy: 0 - (+00), 400 — 00, £2, 2 pro a € R*, 0°, oc® a 1.
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Theorem (O aritmetice limit - prvni &ast)

Necht’ {a,},{b,} jsou posloupnosti, potom plati:

i)
lim (a, + b,) = lim a,+ lim b,,
n—oo n—o0 n—oo

i)

lim a,-b,= lim a,- lim b,,
n— o0 n— o0 n— o0
ii)
im 22 _ liMiooo an
m — = —-
n—oco by limp 0o bn7

pokud jsou pravé strany definovany.
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Theorem (O aritmetice limit - druha &ast)

Necht’ {a,},{b,} jsou posloupnosti, potom plati:
ii") Je-li by > 0, limp_00 by = 0, limp_00 @y > 0 (resp. < 0), pak

. dn
lim — = oo (resp. — o0).
n—oo by,

i) Je-li b, <0, limp_y00 by = 0,lim,_o0 @, > 0 (resp. < 0), pak

lim 2" = —oo (resp. + o0).
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Proof.

1)

ii)

(A+ B): véta o limité& sou¢tu konvergentnich posloupnosti,

(A + 00): véta o omezenosti konvergentni posloupnosti + lemma o souttu
omezené posloupnosti s posloupnosti, kterd diverguje k nekone¢nu (k minus
nekone&nu),

(00 + 00): véta "posloupnost divergujici k nekoneénu je omezena zdola +
lemma o souétu omezené posloupnosti s posloupnosti, kterd diverguje k
nekonetnu. Podobné pro (—oo — 00).

(A-A): véta o soutinu konvergentnich posloupnosti,

(A(£0)) a (00 - (£00)): lemma "a, > o + lim b, = 0.

(ﬁ): lemma "lim b, = co = lim bin = 0" 4 lemma "limita souéinu omezené
posloupnosti a posloupnosti konvergujici k nule”.

(£2°): lemma "limita sou&inu omezené poslopnosti (b, > o > 0) a
posloupnosti divergujici k nekone¢nu.”
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Proof.

iii") lemma "limb, =0, b, >0 = lim bl = 0" + lemma "sou&in omezené
posloupnosti (a, > « > 0) a posloupnosti divergujici k nekone&nu".

iii”) Podobng& jako iii").
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Example

Necht a, =na b, = % pak lim,_, a,b, = k. Tuto limitu v8ak nelze urit z
limit limp— 00 @y = 00 a limp_,00 by = 0 (neurtity vyraz oo - 0).

Example
Megjme libovolné k € R a necht' a, = n a b, = k — n, pak lim, . a, + b, = k.
Tuto limitu v3ak nelze urgit z limit lim,_,~ a, = 00 a lim,_~ b, = —00 (neurtity

vyraz co — o).

Example
Necht' a, = n a b, = n?, pak lim,_ o % = 0. Je-li naopak a, = n? a b, = n, pak
lim,_ oo Z—: = 00. Pro a, = kn a b, = n zase dostaneme lim,_, Z—: = k. Vzdy jde

T 50
0 neurcity vyraz —.
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Example

Uvazujme a > 0. Pro a, = dostaneme limp— oo = = limp_o0 a-n=o0. Pro
n

1. 1
a,,:—ljellm,,_)ooi——ooa proa,,=( )"

: limita //m,,_moi neexistuje. VZdy
jde o neurdity vyraz

Olm




