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Example
Dokazte, ze
a) lim,_ 0 a" = 00 pro a > 1,
b) lim,_ e n! = 00,
c) Iim,,_mo’;—: =0prokeR,a>1,
d) limp_eo % =0 pro acR,
e) limp_oo v/n =1,
) limp—o00 %(ﬂl =0 pro k € R.
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Proof.

a)
b)

c)

a"> K= n>log, K.

nl>nan— co.
()¢ nf (D) T () ok 1 (5)/ () /()

Jelikoz - = prs =5 =

1+(k)/"+ (/")

existence vlastni I|m|ty ({an} klesajici a nezaporna) Je-li

a

s L > <1, pak a; > api1 pro n dostatetné velké =

o = limpe0 @an = liMp_yo0 ant1 = limy 2,1 = 2, tedy a = 0.

_ an-%—l _ an a _ a t d
41 = (arD)! = n bl — nnpir €AY dn > dny1 Pro n >

/imn—>o<>an+1 = limy—00an liMy 0 ﬁ =0.
Jelikoz /n > 1, pak y/n =1+ h,, tedy n = (1+ h,)" =
= h, < \/ =25, proto h, — 0, a tedy y/n — 1.

DokaZeme pozdéji.

a—1a

2k=o (k) hn

> (G)h,

L]
v
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Definition

Ozna&me

@ =

Tomuto &islu ¥ikdme Eulerovo &islo.

1 n
lim (1 + —) .
n—oo n

Example

lim
n—oo

1— =
n

1)"

. n—1\" . 1 1

lim = lim = = lim A
n— o0 n n— o0 n n—o00 n

n—1 (n—l)

. . 1 1
lim N lim = ;
n— oo n— oo

(1 + n—l) (1 + nil) (1 + n—1>

1 1
—-1=-.

e e
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Definition

Necht' {a,} je redlnd posloupnost a ki, ko, ... je rostouci posloupnost p¥irozenych
&isel. Potom posloupnost {b, = a, }°2; nazyvdme vybranou (pod)posloupnosti z
posloupnosti {a,}.

Otazka:

Necht' je {k,} rostouci posloupnost ptirozenych &isel. Plati ndsledujici tvrzeni?
VneN: k, > n?
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Theorem

Necht' lim,_o0 an = A € R*, pak kaZdd vybrand posloupnost z posloupnosti {a,}
ma také limitu A.

Proof.

Necht' A€ R, pak Vn > ng: a, € (A—¢e,A+¢), tedy
Yn > ng: ax, € (A—e,A+¢), jelikoz k, > n. Obdobn& pro nevlastni limitu.
L]

v
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Otazka:

UvaZujme posloupnost {a,}. Kterd z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

a) Necht' existuje vybrand konvergentni podposloupnost {ax, } posloupnosti
{an}. Pak je i posloupnost {a,} konvergentni.

b) M&me m € N a necht' je posloupnost {amn}52; konvergentni. Pak je i
posloupnost {a,} konvergentni.

c) Necht' konverguje kazda vybrand podposloupnost {ax,} posloupnosti {a,}.
Pak je i posloupnost {a,} konvergentni.

d) Necht' existuje limita lim,_ o, a», = A € R* a plati rovnost
limp oo @2p = A=Ilim,_ azps1. Pak lim,_ . a, = A.
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Odpovéd':

a) Toto tvrzeni neplati, sta&i zvolit posloupnost a, = (—=1)" a k, = 2n, pak
lim,— o0 @2, = 1, ale limita lim,_, ., a, neexistuje.

b) Tvrzeni plati. Posloupnost {amin}52; konverguje, tedy
JA€eRVYe>03n e NVn> ng:|amen — Al <e. A tedy
Vn > (ng+m):|a, — Al <e.

c) Tvrzeni plati. Staci si uv&domit, ze {a,} je také vybrand posloupnost z {a,}.

d) Tvrzeni plati. Pro A € R dostaneme, Ze
Vedng € NVn > ng : (|azn — Al < € A|agpt1 — A| < ), tedy
Vn>2ny+1:|la, — Al < €). Podobng& pro A = +o0.

Example

UvaZujme posloupnost a, = (—1)". Pak Ize ukdzat, Ze lim a, neexistuje. Sta¥f si
uvédomit, Ze lim,_ oo a2p = limp00c 1l =1 a lim, o azpy1 = limp oo —1 = —1.
Tedy dvé& podposloupnosti této posloupnosti maji rizné limity. Pokud by
posloupnost {a,} méla limitu A, tak by dle pfedchozi véty musely platit ob&
rovnosti A=1a A= —1, coZ neni mozZné.
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Definition

M&jme posloupnost redlnych &isel {a,}. Rekneme, 7e A € R* je hromadn4
hodnota posloupnosti {a,}, pokud existuje vybranad podposloupnost {ax, } z
posloupnosti {a,} takovd, Ze lim,_, ax, = A. MnoZinu viech hromadnych hodnot
posloupnosti {a,} oznatime H({an}).

Theorem

Mé&jme posloupnost redlnych &isel, pak H({a,}) C R* md maximum i minimum.

v

Poznamka

Poznamenejme, Ze pro shora neomezenou posloupnost {a,} je max H({a,}) = oo
a pro zdola neomezenou posloupnost {a,} je min H({a,}) = —cc.
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Otazka:
Necht' {a,} je posloupnost pFirozenych &isel. Plati ndsledujici tvrzeni?
a) Necht' {ax,} je n&aka podposloupnost posloupnosti {a,}, pak
H{an}) = H{ax,})-
b) H({an}) = H({a2,}) (MnoZina hromadnych hodnot posloupnosti {a,} se

rovna mnoziné hromadnych hodnot posloupnosti {as,}, tj. posloupnosti
sudych &lenl z posloupnosti {a,}).

c) M&me m e N, pak H({an}) = H{am+n}521).
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Odpovéd':
a) Toto tvrzeni neplati, sta&i zvolit posloupnost a, = (—1)" a k, = 2n, pak
H({an}) = {1, -1}, ale H({ax,}) = {1}.
b) Toto tvrzeni neplati, viz bod a).

c) tvrzeni plati. JelikoZ {amin} je podposloupnost posloupnosti {a,}, pak kazdd
podposloupnost posloupnosti {am,,} je také podposloupnost posloupnosti
{an}. Tedy H({amt+n}o21) € H({an}). Necht' A € H({an}), pak existuje
podposloupnost {ax,} posloupnosti {a,}, kterd m3 limitu A = lim,_, o ax, .
JelikoZ Vn € N : kypyn > m+ n, tak {a,,,} je podposloupnost posloupnosti
{am+n}oq a jelikoZ lim,_ o ay,,, = A (v&ta o limit& vybrané
podposloupnosti), pak A € H({am4n}524), tedy H({a,}) C H({am+n}21)-
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Definition

Mg&jme posloupnost redlnych &isel {a,}. Pak limes superior posloupnosti {a,}
budeme naZyvat nejvétsi hromadnou hodnout této posloupnosti a budeme ho
znadit limsup,,_, . an, tedy

limsup a, = max H({a,}).
n— oo

Nejmensi hromadnou hodnotu této posloupnosti nazyvame limes inferior a znac¢ime

liminf a, = min H({a,}).
n—o0

Poznamka

Ize dokazat ndsledujici tvrzeni:
liMmp—o0 @an = A< (limsup,_, .. an = A= liminf,_ o a,).
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Poznamka

Limes superior a limes inferior |ze také definovat nésledujicim zplsobem:

limp— oo sup{ak; k > n}, je-li {a,} shora omezen3,

limsup a, = . )
n—so0 —+00, je-li {ap} shora neomezen3,
.. limp— oo inf{ak; k > n}, je-li {a,} zdola omezeng,
liminfa, =

n—00 —00, je-li {ap} zdola neomezend.




NMTMI101 - matematicka analyza October 26, 2020

Proof.

o Necht' je posloupnost {a,} shora neomezend, pak
(VLeN3neN:a,>L)=(VLeNVmeN3In>m:a,> L) Tedy lze
vytvoFit podposloupnost posloupnosti {a,} nésledujicim zpdsobem: a, = a;
a k,:={m;m> k,_1,a, > n}. Pak lim,_ ax, = oo, tedy oo € H({a,}),
proto limsup,,_, ., a, = max H({a,}) = oc.

o Necht' je posloupnost {a,} shora omezena a oznatme A = max H({a,}). Pak
A € R a existuje podposloupnost {ax, } konvergujici k A. Jelikoz
Ve >03nyp € NVm > ng : ax, > A— e, pak sup{ax,; m > n} > A, navic
{ak,; m > n} C {ak; k > n}, tedy sup{ax; k > n} > sup{ax,;m>n} > A, a
proto lim,_,o sup{ak; k > n} > A.
Oznatme B = lim,_, sup{ak; k > n} a zvolme k; = 1. Postupné& volme k,
nasledujicim zpisobem. Pro € = % existuje ng € N takové, Ze

Vm > no : |sup{ax; k > m} — B| < 1. Oznatme

m' = max{ng + 1, ky_1 + 1}, pak i |sup{ax; k > m'} — B| < %, a tedy

existuje k > m'’ takové, e B — % < ax < B. P¥i volb& k, = k dostaneme

posloupnost {ag, }, kterd konverguje k B, a tedy je

lim,_ oo sup{ak; k > n} = B < A. Tim je dikaz hotov.
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Funkce
Definition

Redlnou (komplexni) funkci jedné redlné proménné rozumime zobraZeni f z R do
R (C).

Example

f(x) = vx

je zobrazeni z R do R. Dr = [0, 00) (defini¢ni obor), Hf = [0, 00) (obor hodnot),
(prosté zobrazen).
f(x) = x?

je zobraZeni z R do R. Df = R (defini¢ni obor), Hr = [0, 00) (obor hodnot).
f(x) =x3

je zobraZeni z R na R. Df = R (defini¢ni obor), Hf =R (obor hodnot).
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Definition
Necht' f; a f, jsou dv& funkce. Potom jejich souétem f; + f, rozdilem f; — £,
soutinem f; - f, a podilem % nazveme funkce:

(A £ H)(x) = filx) £ i(x), x € Dsxp, = D N Dy,
(- R)(x) = A(x) f(x), x € Dg.p, = Dg N D,

(2)09=263. xe Dy =DsnDg\ {x: () = 0}

=h

Definition
Funkce f se nazyvd omezend na M C Dy, je-li mnoZina {f(x)}xem omezena.

Example

Funkce f = 1 je omezend na [1,00), ale neni omezens na (0, 1].
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Limita a spojitost funkce

Definition

Necht' f je n&jaké funkce a a, A € R. Rekneme, e A je limita funkce f v bod& a
pravé tehdy, kdyz Ve > 035 > 0Vx € (a—4d,a) U (a,a+9):|f(a) — Al <e.
Pouzivame znaceni lim,_,, f(x) = A.

Poznamka

Z definice je patrné, Ze limita funkce f v bodé a nezavisi na hodnot& funkce f v
bodé& a. Funkce f nemusi byt dokonce ani definovana v bodg a.
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Definition
Necht' a € R, € > 0. Nasledujicim zpisobem zavedeme pojem okoli bodu.

Us(a) =(a—e,a+e) .. (e-ové) okoli bodu a,
UX(a) = U.(a) \ {a} ... (e-ové) prstencové okoli bodu a,

U:(00) = U(o0)* = (é,oo) ... okoli bodu + oo,

1
U.(—00) = U (—o00)* = (—oo,—g) ... okoli bodu — 0.

Definition
Necht' a, A € R*, pak limita funkce f v bod& a je A (zna&eni lim,_,, f(x)
pravé tehdy, kdyZ Ve > 0 36 > 0 Vx € Uj(a) : f(x) € U-(A).
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Necht' a, A € R, pak z pFedchozi definice dostaneme

lim f(x) =A< Ve >036 >0Vx € Us(a) : f(x) € U(A)

X—ra
SVe>030>0Vxe(a—0d,a)U(a,a+d):f(x)e(A—e,A+¢)
&Ve>030>0Vxe (a—d,a)U(a,a+0):|f(x)— Al <e.

Tedy obecna definice limity odpovida predeslé definici pro a, A € R.

Example

UkaZte, Ze lim, o x2 = 4. M&me € > 0, [x® — 4| < |x — 2||x + 2| < (4 + J) pro
x€(2—6,2+9), tedy e =62+ 46, atedy 6 = /e + 4 — 2.




