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NMTM101 - matematická analýza I. | October 31, 2020 |

Definition

f se nazývá spojitá v bodě a ∈ Df , je-li limx→a f (x) = f (a).

Theorem (Heineho)

a) Necht’ limx→a f (x) = A, a,A ∈ R∗, pak pro každou posloupnost {xn}, xn 6= a
a xn → a plat́ı, že

lim
n→∞

f (xn) = A.

b) Necht’ pro každou posloupnost {xn}, splňuj́ıćı xn 6= a a xn → a, má
posloupnost {f (xn)} limitu. Pak limity všech těchto posloupnost́ı jsou stejné
a jejich společná limita A je také limitou funkce f v bodě a.
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Proof.

a) Mějme ε > 0, pak existuje δ > 0 takové, že ∀x ∈ Uδ(a)∗ : f (x) ∈ Uε(A).
Jelikož xn 6= a a xn → a, pak existuje n0 ∈ N tak, že ∀n > n0 : xn ∈ Uδ(a)∗,
proto f (xn) ∈ Uε(A) pro všechna n > n0.
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Proof.

b) Mějme dvě posloupnosti xn 6= a, xn → a a yn 6= a, yn → a. Pak pro
posloupnost {zn} = x1, y1, x2, y2, ... plat́ı: zn 6= a a zn → a. Jelikož lim f (n)
existuje a posloupnosti {f (xn)} a {f (yn)} jsou vybrané posloupnosti z {f (n)},
pak lim f (xn) = lim f (yn) (dle věty o limitě vybrané posloupnosti).
Předpokládejme, že limn→∞ f (xn) = A pro všechna xn 6= a, xn → a, kde
a,A ∈ R. Pro ostatńı p̌ŕıpady necháme důkaz na čtená̌ri. Chceme ukázat, že
limx→a f (x) = A. Dokážeme sporem.
limx→a f (x) = A⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ (a−δ, a)∪ (a, a +δ) : |f (x)−A| < ε.
Tedy necht’

∃ε > 0 ∀δ > 0 ∃x ∈ (a− δ, a) ∪ (a, a + δ) : |f (x)− A| ≥ ε.

Pak ∃ε > 0 tak, že pro všechna n ∈ N

∃xn ∈ (a− 1

n
, a) ∪ (a, a +

1

n
) : |f (xn)− A| ≥ ε.

Tedy xn 6= a, xn → a, ale limn→∞ f (xn) 6= A

⇒ SPOR.
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Poznámka
Věty o limitách posloupnost́ı se daj́ı p̌revést pomoćı Heineovy věty na věty o
limitách funkćı.

Theorem (O aritmetice limit pro funkce)

Necht’ a ∈ R∗ a uvažujme funkce f a g. Pak:

i)
lim
x→a

(f (x) + g(x)) = lim
x→a

f (x) + lim
x→a

g(x),

ii)
lim
x→a

f (x) · g(x) = lim
x→a

f (x) · lim
x→a

g(x),

iii)

lim
x→a

f (x)

g(x)
=

limx→a f (x)

limx→a g(x)
,

maj́ı-li pravé strany smysl.
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Proof.

i) Označme A = limx→a f (x) a B = limx→a g(x).

a) Mějme posloupnost xn, xn 6= a, limn→∞ xn = a, pak dle Heineho věty
limn→∞ f (xn) = A a limn→∞ g(xn) = B.

b) Dle věty o aritmetice limit
limn→∞[f (xn) + g(xn)] = limn→∞ f (xn) + limn→∞ g(xn) = A + B.

c) Dle Heineho věty také limx→a(f + g)(x) = limn→∞[f (xn) + g(xn)] = A + B.

ii) Podobně jako prvńı část.

iii) Podobně jako prvńı část.
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Theorem (O jednoznačnosti limity funkce)

Každá funkce má v každém bodě maximálně jednu limitu.

Theorem (O dvou policajtech)

Uvažujme funkce f , k, l a bod a ∈ R∗. Necht’ existuje okoĺı U∗δ (a) takové, že
∀x ∈ U∗δ (a) : (k(x) ≤ f (x) ≤ l(x)). Pokud nav́ıc plat́ı rovnost
limx→a k(x) = limx→a l(x) = A,

pak limx→a f (x) = A.

Theorem

Uvažujme funkce f , k a bod a ∈ R∗. Necht’ existuje okoĺı U∗δ (a) takové, že
∀x ∈ U∗δ (a) : k(x) ≤ f (x). Pokud nav́ıc existuj́ı limity limx→a k(x) a limx→a f (x),
pak limx→a k(x) ≤ limx→a f (x).
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Example

Heineho věta nám může pomoci i u početńıch p̌ŕıkladů. Můžeme s jej́ı pomoćı
ukázat, že funkce f (x) = cos( 1

x ) nemá limitu v bodě a = 0. Stač́ı zvolit xn = 1
2πn

a yn = 1
π(1+2n) , pak limn→∞ f (xn) = limn→∞ cos(2πn) = 1 6= −1 =

limn→∞ cos((1 + 2n)π) = limn→∞ f (yn). Tedy limita limx→0 f (x) neexistuje.

Poznámka
Z vět o limitách plynou věty o spojitosti. Speciálně jsou-li f , g spojité, jsou spojité
také f ± g , f · g , f

g , a to tam, kde maj́ı smysl.
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Definition
Necht’ a ∈ R, ε > 0. Zavedeme pojmy pravé a levé okoĺı bodu a následuj́ıćım
způsobem:

U∗ε,−(a) = (a− ε, a) ... levé okoĺı bodu a,

U∗ε,+(a) = (a, a + ε) ... pravé okoĺı bodu a.

Pro A ∈ R∗ řekneme, že limita funkce f v bodě a zprava je rovna A (značeńı
limx→a+ f (x) = A), jestliže plat́ı

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ U∗δ,+(a) : f (x) ∈ Uε(A).

Podobně řekneme, že limita funkce f v bodě a zleva je rovna A (značeńı
limx→a− f (x) = A), jestliže plat́ı

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ U∗δ,−(a) : f (x) ∈ Uε(A).

Fuknce f je v bodě a spojitá zprava (resp. zleva) jestliže limx→a+ f (x) = f (a)
(resp. limx→a− f (x) = f (a)).
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Otázka:
Plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı?

a) Necht’ A, a ∈ R, pak
limx→a f (x) = A⇔ (limx→a+ f (x) = A ∧ limx→a− f (x) = A)

b) Necht’ limx→a f (x) = A, pak je-li x1 bĺıže k a než x2, je f (x1) k A bĺıže než
f (x2).

c) Necht’ ∀xn = 10−n plat́ı f (xn) = 0, pak limx→0+ f (x) = 0.

d) Necht’ limx→a f (x) = 0 a limx→a g(x) = 0. Pak limx→a
f (x)
g(x)

i) existuje,
ii) neexistuje,
iii) nemáme dost informaćı.
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Odpověd’:

a) Ano.

b) Ne. Pro f (x) = sin x · x je limn→0 f (x) = 0 (věta o dvou policajtech), ale
f (π) = 0 a f (π2 ) = π

2 .

c) Ne. Necht’ f (x) = sin(πx ), pak pro všechna xn plat́ı f (xn) = 0, ale limita
limx→0+ f (x) neexistuje.

d) iii) Pro f (x) = g(x) = (x − a) je limx→a
f (x)
g(x) = 1, ale pro f (x) = (x − a) a

g(x) = (x − a)2 limita limx→a
f (x)
g(x) neexistuje.
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Definition

Ř́ıkáme, že f je neklesaj́ıćı (nerostoućı) na množině M ⊂ Df , jestliže
∀x1 < x2 ∈ M f (x1) ≤ f (x2) (f (x1) ≥ f (x2)). Všechny takové funkce nazýváme
monotónńımi na M.
Ř́ıkáme, že f je klesaj́ıćı (rostoućı) na množině M ⊂ Df , jestliže ∀x1 < x2 ∈ M
f (x1) > f (x2) (f (x1) < f (x2)). Všechny takové funkce nazýváme ryze
monotónńımi na M.

Definition

Necht’ M ⊂ R,M 6= ∅.
Supremem, maximem, infimem, minimem reálné funkce f na množině M
nazýváme supremum, maximum, infimum, minimum množiny {f (x)}x∈M .
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Theorem

Bud’ f neklesaj́ıćı na (a, b), pak existuje limx→b− f (x). Je-li f shora omezená, pak
limx→b− f (x) = supx∈(a,b) f (x), neńı-li, je limx→b− f (x) =∞

Proof.

a) f je omezená, označme A = supx∈(a,b) f (x). Zvolme ε > 0, pak A− ε < A ⇒
∃x0 ∈ (a, b) tak, že f (x0) > A− ε. Pro x ∈ (x0, b) plat́ı
A− ε < f (x) ≤ A < A + ε.

b) f neńı omezená. Zvolme K , pak ∃x0 : K < f (x0), tedy
∀x ∈ (x0, b) : K < f (x0) ≤ f (x) ⇒ limx→b− f (x) =∞.


