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Definition
f se nazyva spojitd v bod& a € Dy, je-li lim,_,, f(x) = f(a).

Theorem (Heineho)

a) Necht' limy_,,f(x) = A, a, A € R*, pak pro kaZdou posloupnost {x,}, x, # a
a x, — a plati, Ze
lim £(x) = A
b) Necht’ pro kaZdou posloupnost {x,}, spliiujici x, # a a x, — a, md
posloupnost {f(x,)} limitu. Pak limity viech téchto posloupnosti jsou stejné
a jejich spole¢na limita A je také limitou funkce f v bodé a.




TG NMTM101 - matematicka analyza I. | October 31, 2020 |

Proof.

a) M&me g > 0, pak existuje § > 0 takové, Ze Vx € Us(a)* : f(x) € U-(A).
Jeliko? x, # a a x, — a, pak existuje ng € N tak, Ze Vn > ng : x, € Us(a)*,
proto f(x,) € U-(A) pro viechna n > ng.

Ll
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Proof.

b) M&me dvé posloupnosti x, # a, x, = a a y, # a, y, — a. Pak pro
posloupnost {z,} = x1, y1, X2, Y2, ... plati: z, # a a z, — a. JelikoZ lim f(,)
existuje a posloupnosti {f(x,)} a {f(y»)} jsou vybrané posloupnosti z {f(,)},
pak lim f(x,) = lim f(y,) (dle v&ty o limit& vybrané posloupnosti).
Predpoklddejme, Ze lim,_, o f(x,) = A pro viechna x, # a, x, — a, kde
a, A € R. Pro ostatni p¥ipady nechdme ditkaz na &tena¥i. Chceme ukazat, Ze
limy_,, f(x) = A. DokdZeme sporem.
limy.f(x) =A< Ve>035>0Vx € (a—0,a)U(a,a+9) : |[f(x)—A|l <e.
Tedy necht'

Je>0Vd>03xe(a—d,a)U(a,a+0):|f(x)— Al >e.

Pak Jde > 0 tak, Ze pro vSechna n € N
1 1
Ix, € (a— E,a)u(a,a—i— ;) D f(xn) — Al > e

Tedy x, # a, x, — a, ale lim,_, f(x,) # A
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Proof.

b) M&me dvé posloupnosti x, # a, x, = a a y, # a, y, — a. Pak pro
posloupnost {z,} = x1, y1, X2, Y2, ... plati: z, # a a z, — a. JelikoZ lim f(,)
existuje a posloupnosti {f(x,)} a {f(y»)} jsou vybrané posloupnosti z {f(,)},
pak lim f(x,) = lim f(y,) (dle v&ty o limit& vybrané posloupnosti).
Predpoklddejme, Ze lim,_, o f(x,) = A pro viechna x, # a, x, — a, kde
a, A € R. Pro ostatni p¥ipady nechdme ditkaz na &tena¥i. Chceme ukazat, Ze
limy_,, f(x) = A. DokdZeme sporem.
limy.f(x) =A< Ve>035>0Vx € (a—0,a)U(a,a+9) : |[f(x)—A|l <e.
Tedy necht'

Je>0Vd>03xe(a—d,a)U(a,a+0):|f(x)— Al >e.
Pak Jde > 0 tak, Ze pro vSechna n € N
1 1
Hxne(a—g,a)u(a,a—i— ;) D f(xn) — Al > e

Tedy x, # a, x, — a, ale lim,_ f(x,) # A = SPOR.
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Poznamka

Véty o limitach posloupnosti se daji prevést pomoci Heineovy véty na véty o
limitdch funkci.

Theorem (O aritmetice limit pro funkce)
Necht' a € R* a uvaZujme funkce f a g. Pak:

i)
Jim (f(x) + g(x)) = lim £(x) + lim g(x),
i)
lim £(x) - g(x) = lim £(x) - lim g(x),
i)

i f(x)  limy_, f(x)
im = — ,
R0l g(X) I|mx—>ag(x)
maji-li pravé strany smysl.
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Proof.

i) Oznatme A = lim,_,, f(x) a B = limy_, g(x).
a) Mé&me posloupnost x,, x» # a, lims— 00 X = a, pak dle Heineho v&ty
limp—oo f(xa) = A a limp00 g(xn) = B.
b) Dle véty o aritmetice limit
limp—oo[f(Xn) + &(xn)] = liMnsoo F(Xn) + liMnsoo g(xn) = A+ B.
c) Dle Heineho véty také limy_..(f + g)(x) = limpsoo[f(xn) + g(xn)] = A+ B.
i) Podobné jako prvni &ast.

iii) Podobné& jako prvni &3st.
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Theorem (O jednozna&nosti limity funkce)

KaZda funkce ma v kaZdém bodé& maximalné jednu limitu.

Theorem (O dvou policajtech)

UvaZujme funkce f, k,| a bod a € R*. Necht’ existuje okoli U (a) takové, Ze
Vx € Ui(a) : (k(x) < f(x) < I(x)). Pokud navic plati rovnost
limy_a k(x) = limy_,, I(x) = A,
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Theorem (O jednozna&nosti limity funkce)

KaZdd funkce md v kaZzdém bodé& maximalné jednu limitu.

Theorem (O dvou policajtech)

UvaZujme funkce f, k,| a bod a € R*. Necht’ existuje okoli U (a) takové, Ze
Vx € Us(a) : (k(x) < f(x) < I(x)). Pokud navic plati rovnost
limy_a k(x) = limy_,, I(x) = A, pak lim,_,, f(x) = A.

Theorem

Uvazujme funkce f, k a bod a € R*. Necht’ existuje okoli U (a) takové, Ze

Vx € Us(a) : k(x) < f(x). Pokud navic existuji limity lim_,, k(x) a lim,_,, f(x),
pak limy_, 5 k(x) < limy_,, f(x).
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Example

Heineho véta ndm miiZe pomoci i u poletnich p¥ikladd. MUiZeme s jeji pomoci

ukdzat, Ze funkce f(x) = cos(1) nema limitu v bod& a = 0. Sta&i zvolit x, = 52—
1 . .

3 Yn = T2 pak limp_ o0 F(Xn) = limp_ o0 cos(2mn) =1 # —1 =

limp—y00 cOS((1 + 2n)7) = limy_yo0 F(¥n)- Tedy limita limy_,q f(x) neexistuje.

Poznamka
Z vét o limitdch plynou véty o spojitosti. Specidln& jsou-li f, g spojité, jsou spojité
také f t g, f-g, é—i, a to tam, kde maji smysl.
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Definition
Necht' a € R, € > 0. Zavedeme pojmy pravé a levé okoli bodu a nasledujicim
zplsobem:

o Uz _(a)=(a—¢,a) ... levé okoli bodu a,

o Uz, (a) = (a,a+e¢) .. pravé okoli bodu a.

Pro A € R* ¥ekneme, Ze limita funkce f v bod& a zprava je rovna A (zna&eni
limy_ 2y f(x) = A), jestlize plati

Ve > 030 >0Vxe U5, (a): f(x) € U(A).

Podobng& Yekneme, Ze limita funkce f v bod& a zleva je rovna A (zna&eni
limy_a— f(x) = A), jestlize plati

Ve >030>0Vxe Us_(a):f(x) € U(A).

Fuknce f je v bod& a spojita zprava (resp. zleva) jestlize lim,_, . f(x) = f(a)
(resp. limy_,,— f(x) = f(a)).
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Otazka:
Plati ndsledujici tvrzeni?
a) Necht' A ja € R, pak
limxya F(x) = A S (limesas F(x) = AN limesa F(x) = A)
b) Necht' lim,_,, f(x) = A, pak je-li x; blize k a nez xa, je f(x1) k A blize nez
f(x2).
c) Necht' Vx, = 10~" plati f(x,) = 0, pak limy_o+ f(x) = 0.

d) Necht' lim,_,,f(x) =0 a limy_,g(x) = 0. Pak lim,_,, é%
i) existuje,

i) neexistuje,

iii) nemame dost informaci.
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Odpovéd':
a) Ano.

b) Ne. Pro f(x) =sinx - x je lim,_o f(x) = 0 (v&ta o dvou policajtech), ale
f(r)=0af(5)= 3.

c) Ne. Necht' f(x) = sin(%), pak pro viechna x, plati f(x,) = 0, ale limita
limy_0+ f(x) neexistuje.

d) iii) Pro f(x) = g(x) = (x — a) je limx_, % =1, ale pro f(x) = (x —a) a

g(x) = (x — a)? limita lim,_., % neexistuje.
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Definition

Rikdme, e f je neklesajici (nerostouci) na mno¥in& M C Dy, jestlize

Vx1 < x2 € M f(x1) < f(x2) (f(x1) > f(x2)). V3echny takové funkce nazyvime
monoténnimi na M.

Rikédme, e f je klesajici (rostouci) na mno¥in& M C Dy, jestlize Vx; < x, € M
f(x1) > f(x) (f(x1) < f(x2)). V3echny takové funkce nazyvdme ryze
monoténnimi na M.

Definition
Necht M C R, M # 0.

@ Supremem, maximem, infimem, minimem redlné funkce f na mnozing M
nazyvame supremum, maximum, infimum, minimum mnoziny {f(x)}xem-
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Theorem

Bud' f neklesajici na (a, b), pak existuje lim,_,,- f(x). Je-li f shora omezend, pak
lim, 5 f(x) = supye(a,p) f(x), neni-li, je lim,_,p- f(x) = oo

y

Proof.
a) f je omezend, oznatme A = sup,c(, ) f(x). Zvolme e >0, pak A—e < A =
Ixo € (a, b) tak, Ze f(xg) > A—e. Pro x € (xo, b) plati
A-e<f(x)<A<A+e.

b) f neni omezend. Zvolme K, pak dx : K < f(xp), tedy
Vx € (xo, b) : K < f(x0) < f(x) = lim,_,p- f(x) = o0.

L
o




