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Theorem (O limité sloZené funkce)

Necht' limy_,, f(x) = A, a, A € R*, a necht’ existuje okoli UX(a) takové, Ze
Vx € UZ(a) je f(x) # A. Necht'limy,_,ag(y) = B, pak

llnago f(x)=B.

Proof.

UZijeme Heineho v&tu. Zvolme posloupnost x, — a, x, # a, pak f(x,) — A.

Jelikoz f(x,) — A a f(x,) # A pro n > ng (pro x, € Us(a)*), pak g(f(x»)) — B
(opé&t dle Heineho véty). JelikoZ pro libovolnou posloupnost x, — a, x, # a, plati,

Ze lim, o0 g(f(xn)) = B, pak dle Heineho v&ty

lim g(f(x)) = B.

X—ra
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Disledek
Kdy? je fce g spojitd, |ze predpoklad f(x,) # A vynechat.

Dusledek

Je-li funkce f spojitd v bod& a a funkce g spojitd v bodé A = f(a), pak je funkce
g o f(x) spojitd v bodg& a.

Poznamka

P¥edpoklad f(x,) # A je spliien vzdy, je-li funkce f ryze monotdnni. Stejné tvrzeni
plati i pro jednostranné limity.

v
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Example
x2—2 ; =2

lim er= — ™m—052=5 _ o3

x—0
JelikoZ e* je spojita funkce,

x2—2 . (x=V2)(x+V?2)

lim e?= = ™=vi 2 =0 =1,
X—)\/i
=2 |imx_>\/§>(772 L. P . ,
<=v3+v3) = nemd limitu (pravd limita se nerovnd levé).

lim ex®-—3 =¢

x—/3
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Example

P g VIfx— It
Spo&téme limy_q Wﬁ,\/—lﬁ

Pro y = ¥/1 + x dostaneme

1 _31 6 _ 4 4 2_1
i Y X = VIR YoV YD 2 gy
=0 YT+ x—VT+x y=o1y3—y?2 y=1y%(y—1) y=1

Zde je tfeba si uvédomit, Ze pouZivame vétu o limité sloZené funkce, kde
6 4

() = YIFxagly) = 5=

y3_y2 o
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Poznamka

Je dobré si uv&domit, Ze véta o limité sloZené funkce se dd pouZivat i p¥i pocitan{
limit posloupnosti. Zde striktné vzato kombinujeme v&tu o limit& sloZené funkce a
Heineho vétu. UkaZeme si to na ndsledujicim pfikladu.

lim sin(In(n+ 1) — In(n)).

n— oo

Nejdfive ur&ime limitu limy_ o sin(In(x + 1) — In(x)). Za&neme s limitou vnit¥ni

funkee, tedy limy_,oo(In(x 4+ 1) — In(x)) = limy_,00 In 2. Jelikoz
limy 00 212 = 1 a fuknce In(x) je spojitd v bodé a = 1, pak dle v&ty o limit&
sloZené funkce limy_ . In XT“ = limy_,1In(y) = 0. Podobn& se spojitosti funkce

sin(x) v nule dostaneme lim,_, sin(In(n + 1) — In(n)) = lim,_sin(y) = 0.
JelikoZ limy_, oo sin(In(x 4+ 1) — In(x)) = 0, pak z Heineho v&ty pfimo dostaneme
lim,_ o0 sin(In(n+ 1) — In(n)) = 0.
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Otazka:
Plati ndsledujici tvrzeni?
a) Necht' limy_,f(x) = A alim,_ o0 X, = a, pak lim,_o f(x,) = A.
b) Necht' limy_,f(x) =Aalim,oox, =aaVneN: x, < x,11, pak
limp—oo F(x) = A.
c) Necht' je funkce f spojitd v bod& a a lim,_,o x, = a, pak lim,_, f(x,) = A.
d) Je-li gof spojitd v bod& a, pak je funkce f spojitd v bod& a a funkce g
spojitd v bod& A = f(a).
e) Je-li gof spojitd v bod& a a funkce f je spojitd v bodé a, pak je funkce g
spojitd v bodé A = f(a).
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Odpovéd':

a)

b)

Neplati. UvaZujem funkci f takovou, Ze f(a) = B # A a posloupnost x, = a,
pak lim,_ o f(x,) = B.

Ano. Je-li x, < x,11 a zaroveli x, — a, tak x, < a. Tedy pro kazdé § > 0
existuje ng € N takové, Zze Vn > ng : x, € (a — 0, a). Jelikoz
Ve>030>0Vxe(a—d,a)N(a,a+9):|f(x)— Al <e, tak

Ve >0 3ng e NVn> no: |f(x,) — Al <e.

Ano. K dlkazu tohoto tvrzeni stadi aplikovat disledek véty limité sloZené
funkce a Heineho vétu.

Neplati. Je-li napfiklad limy_,, f(x) = A, f(a) = B # A, g je spojitd v bod&
A a g(B) = g(A), pak je g o f spojitd v bodg a.

Neplati. Je-li nap¥iklad f konstantni funkce (f(x) = A) a g je definovand v
bod& A, pak limy_,, g o f(x) = g(A). Ale g nemusi byt viibec definovana na
prstencovém okoli bodu A, pokud na ném je definovand, tak nemusi mit v
bodé A limitu a v pfipadé, ze ma funkce g v bodé A limitu, tak po¥ad nemusi
platit rovnost g(A) = limy,_, 4 g(y).
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Definition

Funkce f je spojitd na intervalu | = [a, b, jestliZe plati:
[. f je spojitéa v kaZdém vnit¥nim bod& intervalu /,
II. f je spojitd zprava v bodé a,

[Il. f je spojitad zleva v bod& b.

Neobsahuje-li interval | krajni body a, resp. b, pak z definice vynechdme body II.,
resp. Il
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Theorem

Necht’ je f(x) spojitd na intervalu [a, b], pak na tomto intervalu nabyvd viech
hodnot mezi f(a) a f(b).

Proof.

Necht' f(a) < f(b) a necht' ¢ € (f(a), f(b)). Oznatme

M= {x € (a,b) : f(x) < c}, pak M # () a je omezend. Oznalme xo = sup M,
pak existuje posloupnost {x,} € M, x, — xo, a tedy lim f(x,) = f(x0). Jelikoz
f(xn) < cVn €N, pak f(xo) < c. Necht' je f(xo) < ¢, pak existuje okoli Us(xo)
takové, Ze f(x) < f(xo) + %(XO) < ¢ pro v8echna x € Us(xp) (spojitost v bod& xg

a volba e = %(X”)) Tedy Us(xo) € M, coZ je ve sporu, nebot’ xo = sup M.
Obdobné pro f(b) < f(a). (Ptipad f(a) = f(b) je trivialni.) O]

4
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Otazka:

Je nésledujici tvrzeni pravdivé? Polynom f(x) = x1% — 9x2 + 1 m4 v intervalu
[0, 2] alespoii jeden koten.

Otazka je prevzata ze stranky:
http://pi.math.cornell.edu/~GoodQuestions/materials.html

Odpovéd':

Tvrzeni je pravdivé. Stali si uv&domit, Ze polynom je spojitd funkce, f(0) =1 a
f(1) = —7. Tedy dle ptedchozi v&ty musi existovat x € (0, 1) takové, Ze f(x) = 0.
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Theorem

Necht' f je spojitd a rostouci funkce na intervalu | s koncovymi body a, b € R*,
a < b. Potom f zobrazuje interval | na interval J s koncovymi body

A =infyc/ f(x) = im0+ f(x), B =sup,¢, f(x) = lim,_,p- f(x). Tyto koncové
body patfi do intervalu J pravé tehdy, kdyZ patFi do intervalu | pFislusné koncové
body a, b.
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Proof.

UkaZeme si, Ze lim,_,,+ f(x) = inf,c(ap) f(x). Oznatme g = inf,c,p) f(x) ER a
zvolme e > 0, pak existuje x. € (a, b) tak, e g < f(x.) < g + ¢, tedy pro

x € (a,x:) plati g < f(x) < f(x:) < g +¢& (6 = x. — a). Podobn& pro

infxe(a’b) f(X) = —OQ.

Necht' | = (a, b), oznatme A = inf,¢; f(x) a B = sup,¢, f(x). Je-li c € (A, B),
pak existuje x1, x» € [ tak, Ze A < f(x1) < ¢ < f(x2) < B (z definice suprema a
infima). Dle véty (O nabyvani vsech mezihodnot) pak existuje x. tak, Ze

f(xc) = c, tedy (A, B) C f(I). Je-li c € (1), pak existuje x. € | = (a, b) tak, Ze
f(xc) = c, tedy Ix1, x2 € I, pro které plati x; < xc < xp, tedy

A< f(x1) < f(xc) = c < f(x) < B, proto f(I) C (A, B). Pro | = [a, b) plati
f(a) < f(x) Vx € [, tedy f(a) = infxes f(x) = A, obdobn& pro supremum. O
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Theorem

Necht' f je spojitd a rostouci funkce na intervalu | = (a, b), pak:
i) f~1 je spojitd a rostouci na intervalu f(1).
i) limy_ac f71(y) = a, kde A = inf,¢; f(x).

Proof.

i) » (f7! je rostouci): (Sporem) Necht' existuji y1,y> € f(I), y1 < y2, pro n&? plati
(1) > F (). Pak fF(f*(31)) = y1 > y» = f(f*(y2)), coZ je ve sporu s
predpokladem, tedy £~ je rostouci.

> (7! je spojitd): Necht' yo € f(/) neni pravym krajnim bodem intervalu f(/),
pak xo = f~*(y0) neni pravym krajnim bodem intervalu /.
Zvolme € > 0 takové, Ze xo + & € I. Necht' § = f(xo + ) — f(x0), pak
F o 4+ 6) = FH(F(x0) + F(x0 +€) — f(x0)) = F 1 (F(x0 +€)) = x0 + &
Jelikoz je £~ rostouci funkce, pak Yy € (yo, yo + ) plati
f~y) € (F (), F(y0) + &), tedy limy_ 0+ F2(y) = F*(y0). Obdobng
doka¥eme spojitost zleva a z toho dostaneme spojitost funkce £ 1.

ii) Viz i) a predchozi véta aplikovana na funkci f 1.
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Theorem
Existuje prdvé jedna dvojice funkci (sin x, cos x) takovd, Ze
a) funkce jsou definovdny na R,
b) Vx,y € R plati

sin(x + y) = sinxcos y + sin y cos x,
cos(x + y) = cosxcosy — sin xsin y,

sin x je licha a cos x je suda.
c) Existuje &islo m > 0 tak, Ze sin x je rostouci na [0, ],sinm/2 = 1,sin0 = 0.

d) limyoo $0X = 1.

Theorem

Existuje pravé jedna funkce (€X), kterd ma nasledujici vlastnosti:
a) Je definovand a je rostouci na R,
b) Vx,y ER jee =e<-e¥, 0 =1,

c) limy_o eT_l =1.
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Example

limy_o % =1 = substituce y = € — 1, pak x = In(y + 1), tedy

i 7 —
limy,_0 oD = 1.

Example
. cosx —1 cosx —1lcosx+1
lim = lim
x—0 X2 x=0 x2  cosx—+1
cosx? —1

—sin’x 1

= li =,
30 x2(cosx + 1) X0 x?(cosx + 1) 2
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Example

tg3x — 3tgx . tg?x — 3 . tg?x — 3

lim —=— ~°" — |im —=" = _ .tgx= lim —=>— = _
x—I>T/3 cos(x + 7/6) x—I>T/3 cos(x + m/6) gx x—I>T/3 cos(x + m/6)

_ 3 pim (tgx = V3)(tex +V3)
B \/§wa/3 cos(x + 7/6)

V3

_6 (tex—V3)
=6 lim
x—m)3 cos(x + 7/6)
2 — V3)

i
x—|>r7?/3 cos(m/6) cos x — sin(7/6) sin x

sin x—v/3 cos x

=6 lim Losx

x—m/3 ‘[ CoS X — %smx

. —2
=6 lim
x—m/3 COS X

=24
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Definition
Budeme psit f = o(g) v a € R*, je-li Iimx_w(é)(x) =0,af=0(g)vacR",
je-li (é) omezend na n&jakém U*(a).

Example

lim (x® +2x +3)° — lim x10 + o(x19) L x10(1 + o(x19)/x10)

T ) — =1
x=00 (x5 — x3 £ 7x — 9)2  x—o0 x10 4 o(x10) om x10(1 + o(x10) /x10)




