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Nekonečné č́ıselné řady

Definition

Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost reálných č́ısel. Symbol

∞∑
n=1

an nebo a1 + a2 + a3 + ...

nazýváme nekonečnou č́ıselnou řadou. sn =
∑n

i=1 ai = a1 + a2 + ...+ an nazveme
n-tý částečný součet řady a {sn}∞n=1 posloupnost částečných součt̊u.
Existuje-li vlastńı limita limn→∞sn = s, řekneme, že řada

∑∞
n=1 an konverguje a

má součet s.
Neexistuje-li vlastńı limita limn→∞sn, řekneme, že řada

∑∞
n=1 an diverguje.

Divergentńı řady dále děĺıme na ťri p̌ŕıpady:

Je-li limn→∞sn =∞, řekneme, že řada diverguje k +∞ a ṕı̌seme∑∞
n=1 an = +∞,

je-li limn→∞sn = −∞, řekneme, že řada diverguje k −∞ a ṕı̌seme∑∞
n=1 an = −∞,

jestliže limn→∞sn neexistuje, řekneme, že řada osciluje.
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geometrická řada

Určete, kdy konverguje geometrická řada
∑∞

n=1 aqn−1, kde a, q ∈ R \ {0} a
zjistěte jej́ı součet.

řešeńı:

Necht’ q = 1, pak sn = na a tedy limn→∞ sn = +∞ pro a > 0 a
limn→∞ sn = −∞ pro a < 0. řada je tedy divergentńı a diverguje k
+∞(−∞) pro a > 0(a < 0).

Necht’ q = −1, pak sn = 0 pro n sudé a sn = a pro n liché, tedy limn→∞ sn
neexistuje. řada osciluje (diverguje).
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geometrická řada

Necht’ |q| 6= 1.

sn = a + aq + aq2 + ...+ aqn−1

snq = aq + aq2 + ...+ aqn

sn − snq = sn(1− q) = a− aqn = a(1− qn)

sn = a
1− qn

1− q
.

I Pro |q| < 1 je

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

a
1− qn

1− q
=

a

1− q
,

řada konverguje a má součet a
1−q

.
I Pro q > 1 je

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

a
1− qn

1− q
=

a

1− q
= ±∞,

řada diverguje k ±∞.
I Pro q < −1 limita limn→∞ sn neexistuje, řada tedy osciluje (diverguje).
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teleskopiská řada

Určete, zda konverguje řada
∑∞

n=1
1

n(n+1) .

∞∑
i=1

1

i(i + 1)
= lim

n→∞

n∑
i=1

1

i(i + 1)
= lim

n→∞

n∑
i=1

(
1

i
− 1

i + 1

)

= lim
n→∞

(
n∑

i=1

1

i
−

n∑
i=1

1

i + 1

)

= lim
n→∞

(
1 +

1

2
+

1

3
+ ...+

1

n
− 1

2
− 1

3
− ...− 1

n
− 1

n + 1

)
= lim

n→∞

(
1− 1

n + 1

)
= 1.

řada
∑∞

n=1
1

n(n+1) tedy konverguje, nav́ıc jsme rovněž určili jej́ı součet, který je 1.
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Theorem (nutná podḿınka konvergence)

Je-li
∑∞

n=1 an konvergentńı, pak

lim
n→∞

an = 0.

Proof.
Necht’ limn→∞ sn = S ∈ R, pak pro každé ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že
∀n > n0 : |sn − S | < ε

2 . Jelikož sn+1 − sn = an+1 a
∀n > n0 : (sn ∈ (S − ε

2 ,S + ε
2 ) ∧ sn+1 ∈ (S − ε

2 ,S + ε
2 )), pak ∀n > n0 : |an+1| < ε,

tedy limn→∞ an = 0.
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Poznámka

Obrácená implikace neplat́ı (viz následuj́ıćı p̌ŕıklad).

harmonická řada

Vyšeťrete konvergenci harmonické řady
∑∞

n=1
1
n . řešeńı:

s2n =
2n∑
i=1

1

i
= 1 +

1

2
+ ...+

1

2n
=

2n−1∑
n=1

1

i
+

1

2n−1 + 1
+

1

2n−1 + 2
+ ...+

1

2n

≥
n−1∑
n=1

1

i
+ 2n−1 · 1

2n
=

n−1∑
n=1

1

i
+

1

2
≥

n−2∑
n=1

1

i
+ 2 · 1

2
≥ ... ≥ 1 + (n − 1) · 1

2

=
n + 1

2
.

Posloupnost částečných součt̊u této řady je rostoućı, jelikož an = 1
n > 0, tedy

limita limn→∞ sn existuje. Jelikož je s2n ≥ n+1
2 →∞, je tato limita +∞. Tedy

harmonická řada diverguje k +∞.
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Theorem

Necht’ jsou řady
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn konvergentńı. Pak je konvergentńı i řada∑∞
n=1(λan + γbn) a plat́ı

∞∑
n=1

(λan + γbn) = λ

∞∑
n=1

an + γ

∞∑
n=1

bn.

Proof.
Důsledek věty o aritmetice limit.
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Definition

řada se nazývá omezená, je-li posloupnost {sn} omezená.

Theorem
Konvergentńı řada je omezená.

Proof.
Viz věta má-li posloupnost vlastńı limitu, pak je omezená.

Poznámka

Obrácené tvrzeńı neplat́ı. Nap̌r. řada
∑∞

n=1(−1)n je divergentńı (osciluje), ale je
omezená.
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Theorem

Necht’ p ∈ N, pak řady
∑∞

n=1 an,
∑∞

n=p+1 an současně bud’ konverguj́ı nebo
diverguj́ı.

Proof.

Označme sn =
∑n

i=1 ai a ŝn =
∑n

i=p+1 ai , pak sn =
∑p

i=1 ai + ŝn. Jelikož∑p
i=1 ai ∈ R, pak limn→∞ sn ∈ R⇔ limn→∞ ŝn ∈ R a

limn→∞ sn = ±∞⇔ limn→∞ ŝn ±∞.

Poznámka
Z p̌redcházej́ıćı věty plyne, že na konvergenci, resp. divergenci, řady nemá vliv
chováńı konečného počtu jej́ıch členů.
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Otázka:

a) Jsou-li konvergentńı řady
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn, je konvergentńı i řada
a1 + b1 + a2 + b2 + a3 + ...?

b) Jsou-li divergentńı řady
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn, je divergentńı i řada
a1 + b1 + a2 + b2 + a3 + ...?

c) Je-li konvergentńı řada a1 + b1 + a2 + b2 + a3 + ..., jsou konvergentńı i řady∑∞
n=1 an a

∑∞
n=1 bn?

d) Je-li divergentńı řada a1 + b1 + a2 + b2 + a3 + ..., jsou divergentńı i řady∑∞
n=1 an a

∑∞
n=1 bn?

Odpověd’:

a) Ano.

b) Ne. Nap̌ŕıklad řady
∑∞

n=1
1
n a

∑∞
n=1

−1
n jsou divergentńı, ale řada

1− 1 + 1
2 −

1
2 + 1

3 − ... konverguje k nule.

c) Ne. Viz p̌ŕıklad v části b).

d) Ne. Jedna z řad
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn může být konvergentńı.
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řady s nezápornými členy

Definition

Je-li an ≥ 0 pro všechna n ∈ N, pak řadu
∑∞

n=1 an nazveme řadou s nezápornými
členy.

Theorem

Bud’
∑∞

n=1 an řada, an ≥ 0 ∀n ∈ N, pak součet této řady existuje.

Je-li
∑∞

n=1 an neomezená, je
∑∞

n=1 an = +∞.

Je-li
∑∞

n=1 an omezená, je
∑∞

n=1 an = sup{sn}∞n=1.

Proof.

Př́ımý dǔsledek věty ”neklesaj́ıćı posloupnost {sn} má limitu, která je vlastńı
(rovna sup{sn}), je-li tato posloupnost omezená a je rovna +∞, je-li posloupnost
{sn} neomezená”.
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Theorem (srovnávaćı kritérium)

Necht’ ∀n ∈ N, 0 ≤ an ≤ bn, pak plat́ı:

Jestliže konverguje řada
∑∞

n=1 bi , pak konverguje i řada
∑∞

n=1 an.

Jestliže diverguje řada
∑∞

n=1 an, pak diverguje i řada
∑∞

n=1 bn.

Proof.

Označme sn =
∑n

i=1 ai a ŝn =
∑n

i=1 bi , pak sn ≤ ŝn. Jelikož jsou posloupnosti
{sn} a {ŝn} neklesaj́ıćı, pak maj́ı limitu. Nav́ıc plat́ı limn→∞ sn ≤ limn→∞ ŝn, viz
věta o nerovnostech pro posloupnosti.

Poznámka
Předpoklad an ≤ bn nemuśı platit pro všechna n, ale stač́ı, aby platil ∀n > n0 pro
nějaké n0 ∈ N.
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Example

Rozhodněte o konvergenci řady
∑∞

n=1
1
n2 .

řešeńı: Jelikož 1
n2 <

1
n(n−1) pro všechna n ≥ 2, a řada

∑∞
n=1

1
n2 konverguje právě

tehdy, když konverguje řada
∑∞

n=2
1
n2 (viz věta 6), pak se stač́ı zamě̌rit na

konvergenci řady
∑∞

n=2
1

n(n−1) =
∑∞

n=1
1

n(n+1) . řada
∑∞

n=1
1

n(n+1) konverguje (viz

p̌ŕıklad 5), a tedy konverguje i řada
∑∞

n=1
1
n2 .
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Theorem (limitńı srovnávaćı kritérium)

Necht’ an ≥ 0 a bn > 0 ∀n ∈ N. Jestliže limn→∞
an
bn
∈ (0,∞), pak obě řady bud’

konverguj́ı, nebo obě diverguj́ı.

Proof.

Označme limn→∞
an
bn

= A ∈ (0,∞), pak existuje n0 ∈ N takové, že A
2 ≤

an
bn
≤ 2A,

∀n > n0. Tedy A
2 · bn ≤ an ≤ 2A · an ∀n > n0 a dál využijeme srovnávaćı kritérium

a aritmetiku limit.
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Example

Rozhodněte o konvergenci řad:

a)
∑∞

n=1
2+3n
n2 ,

b)
∑∞

n=1
n+cos n

n3+3n2+8 ln n ,

c)
∑∞

n=1 tan
π
n .

řešeńı:

a) limn→∞
2+3n
n2
1
n

= 3 ∈ (0,∞). Jelikož harmonická řada
∑∞

n=1
1
n diverguje (viz

p̌ŕıklad 7), pak diverguje i řada
∑∞

n=1
2+3n
n2 .

b) limn→∞

∑∞
n=1

n+cos n
n3+3n2+8 ln n

1
n2

= 1 ∈ (0,∞). Jelikož řada
∑∞

n=1
1
n2 konverguje (viz

p̌ŕıklad 10), pak konverguje i řada
∑∞

n=1
n+cos n

n3+3n2+8 ln n .

c) limn→∞

sin π
n

cos π
n

1
n

= π ∈ (0,∞), pak řada
∑∞

n=1 tan
π
n diverguje.
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Theorem (Odmocninové kritérium - Cauchyho)

Necht’ ∀n ∈ N : an ≥ 0.

a) i) Jestliže existuje q < 1 a ∀n ∈ N : n
√

an ≤ q, pak řada
∑∞

n=1 an konverguje.
ii) Je-li n

√
an ≥ 1 pro nekonečně mnoho členǔ posloupnosti {an}, pak řada∑∞

n=1 an diverguje.

b) Existuje-li limita limn→∞ n
√

an = q ∈ R∗, pak:

i) Je-li q < 1, pak řada
∑∞

n=1 an konverguje.
ii) Je-li q > 1, pak řada

∑∞
n=1 an diverguje.
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Proof.

a) i) Je-li q < 1 a ∀n ∈ N : n
√

an ≤ q, pak an ≤ qn pro všechna n ∈ N a jelikož
geometrická řada

∑∞
n=1 qn konverguje (viz p̌ŕıklad 3), pak konverguje řada∑∞

n=1 an dle srovnávaćıho kritéria.
ii) Je-li n

√
an ≥ 1 pro nekonečně mnoho členǔ posloupnosti {an}, pak

limn→ an 6= 0 a tedy řada
∑∞

n=1 an diverguje, jelikož neńı splněna nutná
podḿınka konvergence.

b) Existuje-li limita limn→∞ n
√

an = q ∈ R∗, pak:

i) Je-li q < 1, zvolme ε > 0 takové, aby platilo q + ε < 1. Pak existuje n0 ∈ N
takové, že n

√
an < q + ε pro všechna n > n0. Dále postupujeme stejně jako v

části a) i).
ii) Je-li q > 1, pak existuje n0 ∈ N takové, že an > 1 ∀n > n0. Dále viz a) ii).
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Example

Rozhodněte o konvergenci řad:

a)
∑∞

n=1
n

(3+ 1
n )n
,

b)
∑∞

n=1

(
2
πarccos

1
n

)n2

.

řešeńı:

a)

lim
n→∞

n
√

an = lim
n→∞

n

√
n

(3 + 1
n )n

= lim
n→∞

n
√

n

3 + 1
n

=
1

3
< 1,

proto řada konverguje.
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Example

b)

lim
n→∞

n
√

an = lim
n→∞

n

√(
2

π
arccos

1

n

)n2

= lim
n→∞

(
2

π
arccos

1

n

)n

= lim
n→∞

en ln( 2
π arccos

1
n ) = e

limn→∞
ln( 2
π

arccos 1
n )

1
n

L′H
= e

limn→∞

1
2
π

arccos 1
n

· −2

π
√

1−1/n2
· −1
n2

−1
n2 = e

−2
π < 1,

tedy řada konverguje.
Poznámka: Předchoźı limitu jsme řešili pomoćı l’Hospitalova pravidla, které
bude uvedeno až později.

Ukážeme si tedy i postup, jak tuto limitu určit bez
použit́ı tohoto pravidla.
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Example

b)

lim
n→∞

n
√

an = lim
n→∞

n

√(
2

π
arccos

1

n

)n2

= lim
n→∞

(
2

π
arccos

1

n

)n

= lim
n→∞

en ln( 2
π arccos

1
n ) = e

limn→∞
ln( 2
π

arccos 1
n )

1
n

L′H
= e

limn→∞

1
2
π

arccos 1
n

· −2

π
√

1−1/n2
· −1
n2

−1
n2 = e

−2
π < 1,

tedy řada konverguje.
Poznámka: Předchoźı limitu jsme řešili pomoćı l’Hospitalova pravidla, které
bude uvedeno až později. Ukážeme si tedy i postup, jak tuto limitu určit bez
použit́ı tohoto pravidla.
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Example

Určeme si nejďŕıve limitu:

lim
x→∞

x ln

(
2

π
arccos

1

x

)
= lim

x→∞
x ·

ln
(

2
πarccos

1
x

)
2
πarccos

1
x − 1

·
(

2

π
arccos

1

x
− 1

)
= lim

x→∞

(
2
πarccos

1
x − 1

)
1
x

y= 1
x= lim
y→0+

(
2
πarccos(y)− 1

)
y

y=cos z
= lim

z→π
2 −

2
πarccos(cos z)− 1

cos z
= lim

z→π
2 −

2
π z − 1

cos z

u=z−π2= lim
u→0−

2
π (u + π

2 )− 1

cos(u + π
2 )

= lim
u→0−

2
πu

cos u cos π2 − sin u sin π
2

= lim
u→0−

2
πu

− sin u
= − 2

π
.

Nyńı stač́ı využ́ıt spojitost funkce ex a dostaneme

lim
n→∞

= lim
n→∞

en ln( 2
π arccos

1
n )= lim

v→− 2
π

ev = e
−2
π .
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Theorem (Pod́ılové kritérium - d’Alembertovo)

Necht’ an ≥ 0.

i) Existuje-li q < 1 takové, že ∀n ∈ N : an+1

an
≤ q < 1, pak řada

∑∞
n=1 an

konverguje. Plat́ı-li pro všechna n ∈ N nerovnost an+1

an
≥ 1, pak řada

∑∞
n=1 an

diverguje.

ii) Existuje-li limita limn→∞
an+1

an
= q, pak:

I je-li q < 1, pak řada
∑∞

n=1 an konverguje,
I je-li q > 1, pak řada

∑∞
n=1 an diverguje.
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Proof.

i) Jelikož an+1

an
≤ q < 1, pak an+1 ≤ anq, tedy indukćı dokážeme, že

an ≤ a1qn−1. Jelikož
∑∞

n=1 a1qn−1 je konvergentńı geometrická řada
(|q| < 1), pak řada

∑∞
n=1 an konverguje dle srovnávaćıho kritéria. Je-li

an+1

an
≥ 1, pak an+1 ≥ a1 a jelikož řada

∑∞
n=1 a1 divergujea, pak diverguje i

řada
∑∞

n=1 an.

ii) I Je-li limn→∞
an+1

an
= q < 1, pak existuje ε > 0 a n0 ∈ N takové, že

an+1

an
< q + ε < 1 pro všechna n > n0. Označme q̂ = q + ε a postupujme dále

jako v prvńı části dǔkazu, tedy dostaneme an+1 ≤ anq̂ pro všechna n > n0, a
proto an0+k ≤ an0 q̂k ∀k ∈ N. Jelikož je

∑∞
n=0 an0+nq̂n konvergentńı

geometrická řada, pak je i
∑∞

n=n0
an konvergentńı dle srovnávaćıho kritéria, a

tedy je konvergentńı i řada
∑∞

n=1 an.
I Je-li limn→∞

an+1

an
= q > 1, pak existuje ε > 0 a n0 ∈ N takové, že

1 < q − ε <
an+1

an
pro všechna n > n0, tedy an0+k > an0 ∀n > n0. Dále

postupujeme jako v p̌redchoźıch částech dǔkazu.

aa1 > 0, jelikož výraz a2
a1

má smysl z p̌redpokladu věty, že
an+1
an

≥ 1
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Example

Rozhodněte o konvergenci řad:

a)
∑∞

n=1
(2n−7)2n

n! ,

b)
∑∞

n=1
nn

n! .

řešeńı:

a)

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(2n−5)2n+1

(n+1)!

(2n−7)2n

n!

= lim
n→∞

(2n − 5)2

(2n − 7)n
= lim

n→∞

4n − 10

2n2 − 7n
= 0 < 1,

tedy řada konverguje.

b)

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(n+1)n+1

(n+1)!
nn

n!

= lim
n→∞

(n + 1)n

nn
= lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e > 1,

tedy řada diverguje.
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Poznámka

V situaci, kdy limn→∞
an+1

an
= 1, kritérium ”mlč́ı”. Tato situace mǔže nastat jak pro

konvergentńı řadu (viz p̌ŕıklad
∑

1
n2 , tak pro divergentńı řadu (viz p̌ŕıklad

∑
1
n ).

Je dobré si uvědomit, že pod́ılové kritérium nám obecně nedá informaci o
konvergenci či divergenci řady

∑
1
nk , p̌ritom lze ukázat, že tato řada konverguje

pro k > 1 a diverguje pro k ≤ 1. Proto byla vynalezena daľśı silněǰśı kritéria jako
ťreba Raabeovo či integrálńı kritérium. Uvedeme si zde Raabeovo kritérium (i
když bez dǔkazu, který na nás čeká až v ťret́ım semestru) a ukážeme si jeho
aplikaci na řadu

∑
1
nk .

Theorem (Raabeovo kritérium)

Necht’ an ≥ 0 ∀n ∈ N.

i) Je-li limn→∞ n
(

an
an+1
− 1
)
> 1, pak řada

∑∞
n=1 an konverguje.

ii) Je-li limn→∞ n
(

an
an+1
− 1
)
< 1, pak řada

∑∞
n=1 an diverguje.


