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Nekonecné ciselné fady

Definition

Necht' {a,}52; je posloupnost redlnych &isel. Symbol

Zan nebo a; +a+az+ ...

n=1

nazyvame nekoneénou &iselnou ¥adou. s, = Zle aj=a;+ a + ...+ a, nazveme
n-ty &astetny soulet ¥ady a {s,}52; posloupnost &3ste€nych sou&td.

Existuje-li vlastni limita /im,_,~.s, = s, Yekneme, Ze Yada ) -, a, konverguje a
ma soulet s.

Neexistuje-li vlastni limita lim,_,~s,, fekneme, Ze ¥ada >

Divergentni ¥ady dale d&lime na t¥i pfipady:

o0
n=

1 an diverguje.

o Je-li lim,_ s, = 00, fekneme, Ze ¥ada diverguje k +co a piseme
o0
Zn:l a, = +09,
o je-li lim,_ oS, = —00, Yekneme, Ze fada diverguje k —oo a piSeme
D ope1dn = —00,

o jestlize lim,_ S, neexistuje, fekneme, Ze ¥ada osciluje.
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geometrickd fada

Urtete, kdy konverguje geometricka fada > -, ag"" !, kde a,q € R\ {0} a
zjistéte jeji soulet.
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geometrickd ¥fada

Urtete, kdy konverguje geometricka fada > -, ag"" !, kde a,q € R\ {0} a
zjistéte jeji soulet.
feSeni:

o Necht' g =1, pak s, = na a tedy lim,_, s, = +co pro a>0 a

limp— 00 Sp = —00 pro a < 0. ¥ada je tedy divergentni a diverguje k
+00(—0o0) pro a > 0(a < 0).
o Necht' g = —1, pak s, = 0 pro n sudé a s, = a pro n liché, tedy lim,_, s,

neexistuje. fada osciluje (diverguje).
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geometrickd ¥fada
o Necht' |q| # 1.

sh=a+aqg+aq>+..+aqg"?
snqg = aq+aqg® + ...+ aq"
Sn—Sg=5,(1—qg)=a—aq" =a(l-q")

1—-q"
Sp=a .
n 1_q
> Pro |q| <1 je
_ n
lim s = lim a2—9 — 2
n— oo n—o00 ]_—q 1—q
Fada konverguje a ma sou&et 1jq.
> Prog>1je
. . 1-q"
lim s, = lim a - = to0,
n—oo n—o0 1—q 1—q

fada diverguje k £oo.
> Pro g < —1 limita lim,_ S, neexistuje, fada tedy osciluje (diverguje).
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teleskopiskd fada

Urkete, zda konverguje Yada > | m

n

i;— lim Z;— Iimzn: l— 1
i(i+1)  nveo = i(i+1)  nveol= \i i+l

i=1

n

_ 1 1
n'l>"lo<iz_;7_iz_;i+1>

i 14 1 n 1 P 1 1 1 1 1
= lim e e T - ——
n—oco 2 3 2 3 n n+1
1
= lim (1 — ) =1
n— 00 n+1
fada m tedy konverguje, navic jsme rovn&Z urdili jeji soulet, ktery je 1.

v
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Theorem (nutnd podminka konvergence)
Je-li Y~ | an konvergentni, pak

lim a, =0.
n—oo

Proof.

Necht' lim, oo S, = S € R, pak pro kazdé ¢ > 0 existuje ng € N takové, Ze
Vn>ng:|s, — S| < 5. JelikoZ s,11 — s, = apy1 2

Vn>ny:(sn €(S—5,S+5)Asnt1€(S—5,5+5)), pak Vn > ng : |ani1] <,
tedy lim, .. a, = 0.

O

4
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Poznamka
Obrécena implikace neplati (viz nasledujici p¥iklad).

harmonicka Fada

Vy3etrete konvergenci harmonické ¥ady Y 2, % feseni:

2n 2n—1
1 1 1 1 1 1 1
n = =1l = = - s00 T —
52 Z} + 5t o ;i+2n_1+1+2n_1+2+ F o
n—1 n—1 _
1 1 1 1 1 1
> Sl — = - = —>.>1 —-1)- =
) 42 =) —+s Z, 5221+ (n=1) 3
n=1 n=1 n=1
_n+1
== =

Posloupnost &aste¢nych soultl této ¥ady je rostouci, jelikoz a, = l > 0, tedy
limita lim,_ o s, existuje. JelikoZ je spn > ”*1 — 00, je tato I|m|ta +o00. Tedy

harmonicka ¥ada diverguje k 4c0.
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Theorem

Necht’ jsou Fady >°.° 1 an a Y., b, konvergentni. Pak je konvergentni i Fada
>one1(Xan +yby) a plati

Z(/\a,, +7b,) = )\Z an+ ’yz by.
n=1 n=1 n=1

Proof.

Dasledek v&ty o aritmetice limit.
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Definition

¥ada se nazyvd omezend, je-li posloupnost {s,} omezen3.

Theorem

Konvergentni Fada je omezena.

Proof.

Viz v&ta ma-li posloupnost vlastni limitu, pak je omezena.

Poznamka

Obricené tvrzeni neplati. Nap¥. ¥ada Y~ (—1)" je divergentni (osciluje), ale je
omezend.
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Theorem

Necht' p € N, pak Fady 377°, an, D21 an Souasné& bud' konverguji nebo
diverguji.

Proof.

Oznatme s, =S . a;a s, =5 " a;, paks,=S"  a;+85, Jelikoz
i=1 i=p+1 p i=1

YP i ai €R, pak limysoosp ER & limps0 8, €ER a

lim, o0 Sp = 00 < lim, 5 S, + 0.

Pozndmka
Z predchazejici véty plyne, Ze na konvergenci, resp. divergenci, fady nema vliv
chovani kone¢ného pottu jejich &lend.
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Otézka:

a) Jsou-li konvergentni ¥ady Y  a, a > oo, b, je konvergentni i fada
a+bi+a+by+az+...7

b) Jsou-li divergentni Yady > ", a, a Y. -, bs, je divergentni i fada
ay+bi+a+b+az+..7

c) Je-li konvergentni ¥Yada a; + by + a» + by + a3 + ..., jsou konvergentni i Fady
Domci@na oty by

d) Je-li divergentni ¥ada a; + by + a» + by + az + ..., jsou divergentni i Fady

E?il an a Z;“;l bn

Odpovéd':
a) Ano.
b) Ne. Naprlklad rady Zn L 2a > =1 jsou divergentni, ale Yada
1-1+4 =% + .. konverguje k nule.

c) Ne. Viz priklad v éésti b).
d) Ne. Jednaz¥ad > °° a,a Y -, b, miZe byt konvergentni.
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fady s nezapornymi ¢leny
Definition

g ~ v o0 M 7 s .
Je-li a, > 0 pro v8echna n € N, pak ¥adu )~ a, nazveme Yadou s nezapornymi
¢leny.

Theorem
Bud' Y72 | a, ¥ada, a, > 0 Vn € N, pak soucet této Fady existuje.

o0

o Je-li Y2 a, neomezend, je > °° a, = +00.

o Je-liy 77 a, omezend, je > >~ a, = sup{s,}52;.

Proof.

P¥imy diisledek v&ty "neklesajici posloupnost {s,} ma limitu, kterd je vlastni
(rovna sup{s,}), je-li tato posloupnost omezend a je rovna 400, je-li posloupnost
{sn} neomezend”.

Ll
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Theorem (srovndvaci kritérium)

Necht’¥n € N,0 < a, < b, pak plati:
o JestliZe konverguje Fada Y2, b;, pak konverguje i Fada Y 2 ap.
o JestliZe diverguje Fada " | a,, pak diverguje i Fada > - by.

Proof.

Oznatme s, = > " ;a;a &, =Y ., b;, pak s, < 5,. JelikoZ jsou posloupnosti
{sn} a {8,} neklesajici, pak maji limitu. Navic plati lim,_ o s, < lim,_ o 8, viz
véta o nerovnostech pro posloupnosti.

O

v

Poznamka

néjaké ny € N.

Predpoklad a, < b, nemusi platit pro viechna n, ale sta&i, aby platil Yn > ng pro
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Example

Rozhodnéte o konvergenC| Yady >0 =

feeni: Jeliko? L 7 < =1y Pro v8echna n > 2,atada ) 0 % konverguje pravé
tehdy, kdyZ konverguje rada >, % (viz véta 6), pak se sta(:l zaméfit na
konvergenci fady 3°°, robgy = D021 s+ fada 300, sty konverguje (viz

0~ 1

pfiklad 5), a tedy konverguje i fada ) °, .
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Theorem (limitni srovnavaci kritérium)

Necht’ a, > 0 a b, > 0Vn & N. JestliZe lim,_, oo Z—: € (0,00), pak obé& Fady bud’
konverguji, nebo obé divergujr.

Proof.

Oznatme lim, .o 3= = A € (0,00), pak existuje ny € N takové, Ze %‘ < <24

Vn > ng. Tedy é - by, < a, <2A-a, Vn> ng a dal vyuZijeme srovnavaci kritérium
a aritmetiku limit.

O

v
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Example
Rozhodnéte o konvergenci ¥ad:
oo 243n
a) Zn 172
n+cos n
b) En 1 n34+3n2+8Inn’

c) YopoqtanT.

feSent:
243n
a) limy_oo = = 3 € (0,00). JelikoZ harmonicka ¥ada Y ">, % diverguje (viz
priklad 7), pak diverguje i Yada >, 253
n+tcos n
b) lim, oo M =1€(0,00). JelikoZ ¥ada 377, & konverguje (viz
2
priklad 10), pak konverguje i Fada »° % o brse .

sin T
n

€) limy_ oo 2 = 7 € (0,00), pak Yada 3.2, tanZ diverguje.
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Theorem (Odmocninové kritérium - Cauchyho)

Necht' Vn e N : a, > 0.
a) i) JestliZe existuje q <1 aVn € N: {/a, < q, pak Fada Y2, a, konverguje.
i) Je-li ¢/a, > 1 pro nekoneén& mnoho &lenti posloupnosti {an}, pak Fada
> o2, an diverguje.
b) Existuje-li limita lim,_, o v/a, = q € R*, pak:
i) Je-li g <1, pak Fada > ° . a, konverguje.
ii) Je-liq > 1, pak Fada } > a, diverguje.
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Proof.

a) i) Jelig<laVneN:/a, <gq, pak a, < q" pro vechna n € N a jeliko
geometricka fada Y > g" konverguje (viz p¥iklad 3), pak konverguje Yada
Z:L a, dle srovnavaciho kritéria.
ii) Je-li /a, > 1 pro nekonetn& mnoho &lenti posloupnosti {a,}, pak
limy,—, a, # 0 a tedy Yada >, a, diverguje, jelikoZ neni spln&na nutna
podminka konvergence.
b) Existuje-li limita lim,_,o v/a, = g € R*, pak:
i) Je-li g < 1, zvolme £ > 0 takové, aby platilo g + ¢ < 1. Pak existuje ng € N
takové, Ze y/a, < q + € pro viechna n > ng. Dale postupujeme stejné& jako v
&asti a) i).
i) Je-li g > 1, pak existuje np € N takové, Ze a, > 1 Vn > no. Daéle viz a) ii).

4
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Example
Rozhodné&te o konvergenci ¥ad:

a) Zcr;il (3ﬁ+";7’
2
b) 300, (2arccost)” .

FeSeni:

a)

proto fada konverguje.

) J— : [ n ) v/n
nln;o an_nln;o f (3+%)n_n|l>n;o3+% -
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Example
b)
2
: : 2 NN (2 1\"
lim /a, = lim —arccos— lim [ —arccos—
n— o0 n— o0 T n n—oo \ T n
) In(%arccos%)
— lim enln( arccosl) _ ehm”_”x’ '11
n—o0
—2 =
. 2 arccosl 1—1/n2 n?
L'H limp— 00 71 =2
— e n” =er <1,

tedy fada konverguje.

Pozndamka: P¥edchozi limitu jsme YeSili pomoci |'Hospitalova pravidla, které
bude uvedeno aZ pozdéji.
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Example
b)
2 n
. : 2 1\" . 2 1
lim /a, = lim —arccos— = lim | —arccos—
n—oo n—oo i n n—oo i n
In(larccosl)
) 2 1 |Imn_>oowfn
= lim enln(ﬂ,arccosn) =@ 1
n—o0
1 R S |
; Zarceos] m/iij 7
L'H "Moo =1 =2
= e ” =er <1,

tedy fada konverguje.

Pozndamka: P¥edchozi limitu jsme YeSili pomoci |'Hospitalova pravidla, které

bude uvedeno az pozdégji. Ukazeme si tedy i postup, jak tuto limitu uréit bez
pouZziti tohoto pravidla.
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Example

Uréeme si nejdfive limitu:

. 2 1 . In %arccos%) 2 1
lim xIn{ —arccos— | = lim x. 5—*—=—*~.( —arccos— — 1
X—00 s X X—00 S arccosy — 7T X
. (Zarccost —1)y=1  (Zarccos(y) — 1)
= lim ~f—2X—="=" lim
X—00 = y—0+ y
y=gsz . %zu’(‘(fos(cos z)—1 ) %Z —
= ||m a =3 ||m I
e cos z 7T COSZ
= 2 ™ 2
u=z_—7 |m ;(U+5)—1 - i ;U
u—0— cos(u+ %) u—0— COS U COS 5 — sinusin 5
. %u 2
= lim - S
u—=0— —sinu us
Nyni stai vyuzit spojitost funkce e a dostaneme
2 1 . —2
lim = lim enm(Farccost) i oV — o

n—o00 n—o0 v — 2

T
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Theorem (Podilové kritérium - d'Alembertovo)
Necht’ a, > 0.
I) Existuje-li ¢ < 1 takové, Ze Vn € N : 221 < q < 1, pak Fada }_,° ; a,
konverguje. Plati-li pro vsechna n € N nerovnost % > 1, pak Fada >
diverguje.

o0

n=1 an

i) Existuje-li limita limp_, o a;:‘ = q, pak:

> je-liq <1, pak Fada ) o2 a, konverguje,
> je-liq > 1, pak Fada 32, a, diverguje.
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Proof.

i) Jelikoz % < g <1, pak apy1 < anq, tedy indukci dokdzeme, Ze
a, < a1q" . Jelikoz "7 a1g"! je konvergentni geometrickd ¥ada
(lq| < 1), pak ¥ada >" 2, a, konverguje dle srovnavaciho kritéria. Je-li
""g—:l > 1, pak a,+1 > a1 a jelikoZ ¥ada E;’il a; diverguje?, pak diverguje i
fada Y 7 ap.
i) > Jelilimyseo 32:1 = g < 1, pak existuje € > 0 a np € N takové, Ze
27:1 < g+e¢e <1 pro viechna n > ng. Oznatme § = q + ¢ a postupujme déle
jako v prvni &asti diikazu, tedy dostaneme ap+1 < a,g pro v8echna n > ng, a
Proto amk < an g Yk € N. Jelikoz je 3 an,+ng" konvergentni
geometrickd ¥ada, pak je i Z;”;HO an konvergentni dle srovndvaciho kritéria, a
tedy je konvergentni i fada )7 a,.
> Jeli limp—oo a’;:l = q > 1, pak existuje € > 0 a ng € N takové, Ze
l1<g—e< a;—:‘ pro v8echna n > ng, tedy an 4+« > an, Vn > no. Déle
postupujeme jako v pfedchozich &astech diikazu.

2a; > 0, jelikoz vyraz Z—f ma smysl| z pfedpokladu véty, Ze a’;,—“ >1
n
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Example
Rozhodnéte o konvergenci ¥ad:
0o (2n—=7)2"
) Yot

n! ’
b) >oti T
FeSent:

a)

(2n—5)2"**

. n . n H 2 - 5 2
T EEEL — (;1)'”: ,mw
n—oo  a, n—o0 (2"—'7)2 n—o0 (2n — 7)!7
nt
tedy ¥ada konverguje.
b)
a (s (n+1)"
n o ! .
lim 2 = im —("+n1) = lim —— =
n—oo  ap, n—s oo e n—oo nn

tedy ¥ada diverguje.

4n — 10

= —— =0<1
ner;o2n2—7n

lim
n—o00

1 n
<1+—) =e>1,
n
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Poznamka
V situaci, kdy lim,_, o 2L = 1, kritérium "ml&". Tato situace miiZe nastat jak pro

an
konvergentn{ ¥adu (viz p¥iklad }° 2, tak pro divergentni ¥adu (viz pfiklad ) 1).
Je dobré si uv&domit, Ze podilové kritérium ndm obecné neda informaci o
konvergenci & divergenci Yady > # pfitom lze ukdzat, Ze tato Yada konverguje
pro k > 1 a diverguje pro k < 1. Proto byla vynalezena dal3i siln&jsi kritéria jako
tfeba Raabeovo &i integrélni kritérium. Uvedeme si zde Raabeovo kritérium (i
kdyZ bez diikazu, ktery na nds ¢ekd aZ v tfetim semestru) a ukaZeme si jeho
aplikaci na fadu )° .

Theorem (Raabeovo kritérium)
Necht" a, > 0Vn € N.
i) Je-lilim,_ oo n ( an_ _ 1) > 1, pak Fada Y2 a, konverguje.

an+1

1) Je-li limp_s oo n( a 1) <1, pak fada 3°°° | a, diverguje.

an+1




