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Poznámka

V situaci, kdy limn→∞
an+1

an
= 1, kritérium ”mlč́ı”. Tato situace mǔže nastat jak pro

konvergentńı řadu (viz p̌ŕıklad
∑

1
n2 , tak pro divergentńı řadu (viz p̌ŕıklad

∑
1
n ).

Je dobré si uvědomit, že pod́ılové kritérium nám obecně nedá informaci o
konvergenci či divergenci řady

∑
1
nk , p̌ritom lze ukázat, že tato řada konverguje

pro k > 1 a diverguje pro k ≤ 1. Proto byla vynalezena daľśı silněǰśı kritéria jako
ťreba Raabeovo či integrálńı kritérium. Uvedeme si zde Raabeovo kritérium (i
když bez dǔkazu, který na nás čeká až v ťret́ım semestru) a ukážeme si jeho
aplikaci na řadu

∑
1
nk .

Theorem (Raabeovo kritérium)

Necht’ an ≥ 0 ∀n ∈ N.

i) Je-li limn→∞ n
(

an
an+1
− 1
)
> 1, pak řada

∑∞
n=1 an konverguje.

ii) Je-li limn→∞ n
(

an
an+1
− 1
)
< 1, pak řada

∑∞
n=1 an diverguje.
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Example

Rozhodněte o konvergenci řady
∑

1
nk pro k ∈ (1, 2). Připomeňme, že pro k = 1

řada diverguje, a tedy diverguje i pro k < 1 dle srovnávaćıho kritéria. Obdobně
dostaneme konvergenci pro k > 2 užit́ım stejné věty a znalosti konvergence řady∑

1
n2 .

lim
n→∞

n

(
an

an+1
− 1

)
= lim

n→∞
n

(
1
nk

1
(n+1)k

− 1

)
= lim

n→∞
n

(
(n + 1)k − nk

nk

)
= lim

n→∞
n · ek ln(n+1) − ek ln n

nk
= lim

n→∞
n · ek ln n(ek ln(n+1)−k ln n − 1)

nk

= lim
n→∞

n · nk · (ek ln(n+1)−k ln n − 1)(k ln(n + 1)− k ln n)

nk · (k ln(n + 1)− k ln n)

= lim
n→∞

n · 1 · (k ln(n + 1)− k ln n)

1
= lim

n→∞

k ln
(
n+1
n

)
1
n

= k · 1 = k.

Tedy řada
∑

1
nk konverguje pro k > 1 dle Raabeova kritéria.
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Otázka:

a) Necht’
∑

an konverguje a an > 0. Pak existuje n0 ∈ N takové, že
∀n > n0 : an ≥ an+1

b) Necht’ an > 0 a limn→∞ n
(

1− an+1

an

)
> 1, pak řada

∑
an konverguje.

c) Necht’ an > 0 a limn→∞ n
(

1− an+1

an

)
< 1, pak řada

∑
an diverguje.

d) Necht’ an > 0, bn > 0 a limn→∞
an
bn

= 0. Která z následuj́ıćıch tvrzeńı jsou
pravdivá?

i) Necht’
∑

an konverguje, pak konverguje i
∑

bn.
ii) Necht’

∑
an diverguje, pak diverguje i

∑
bn.

iii) Necht’
∑

bn konverguje, pak konverguje i
∑

an.
iv) Necht’

∑
bn diverguje, pak diverguje i

∑
an.

e) Necht’ an > 0, bn > 0 a limn→∞
an
bn

=∞. Která z následuj́ıćıch tvrzeńı jsou
pravdivá?

i) Necht’
∑

an konverguje, pak konverguje i
∑

bn.
ii) Necht’

∑
an diverguje, pak diverguje i

∑
bn.

iii) Necht’
∑

bn konverguje, pak konverguje i
∑

an.
iv) Necht’

∑
bn diverguje, pak diverguje i

∑
an.
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NMTM101 - matematická analýza I. | December 15, 2020 |

f) Necht’ ∀n ∈ N : an ≥ an+1. Pak řada
∑∞

n=1 an konverguje právě tehdy, když
konverguje řada

∑∞
n=0 2na2n .

g) Necht’
∑

an konverguje a an > 0. Pak konverguje i řada
∑

(−1)nan.
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Odpověd’:

a) Tvrzeńı neplat́ı. Nap̌ŕıklad pro posloupnost a2n = 1
(2n)2 a a2n+1 = 1

(2n+1)3 řada∑
an konverguje (an ≤ 1

n2 ), ale a2n−1 < a2n.

b) Tvrzeńı plat́ı. Jde o p̌ŕımý důsledek Raabeova kritéria

c) Tvrzeńı plat́ı. Jde o p̌ŕımý důsledek Raabeova kritéria

d) Plat́ı tvrzeńı ii) a iii). Jelikož limn→∞
an
bn

= 0, pak existuje n0 takové, že
∀n > n0 : an < bn. Dále stač́ı aplikovat srovnávaćı kritérium.

e) Plat́ı tvrzeńı i) a iv). Jelikož limn→∞
an
bn

=∞, pak existuje n0 takové, že
∀n > n0 : an > bn. Dále stač́ı aplikovat srovnávaćı kritérium.

f) Tvrzeńı plat́ı. Tomuto kritériu se ř́ıká kondenzačńı kritérium.

g) Tvrzeńı plat́ı.
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řady s obecnými členy

Definition

řekneme, že řada
∑∞

n=1 an konverguje absolutně, jestliže konverguje řada∑∞
n=1 |an|. Jestliže řada

∑∞
n=1 an konverguje, ale řada

∑∞
n=1 |an| diverguje,

ř́ıkáme, že řada
∑∞

n=1 an konverguje relativně.

Theorem

Je-li řada
∑∞

n=1 |an| konvergentńı, pak je konvergentńı i řada
∑∞

n=1 an.
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Proof.

Použijme značeńı a+
n = max{0, an}, a−n = max{0,−an} a

∑∞
k=1 |ak | = K ∈ R.

Pak

∞∑
n=1

|an| =
∞∑
n=1

a+
n +

∞∑
n=1

a−n ,

∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

a+
n −

∞∑
n=1

a−n .

Posloupnosti částečných součt̊u s+
n =

∑n
k=1 a+

k a s−n =
∑n

k=1 a−k jsou monotónńı
a omezené (s+

n ≤
∑n

k=1 |ak | = K a s−n ≤
∑n

k=1 |ak | = K ), tedy dle věty o limitě
monotonńı posloupnosti konverguj́ı. Z konvergence řad

∑∞
n=1 a+

n a
∑∞

n=1 a−n a
věty o aritmetice limit dostaneme konvergenci řady

∑∞
n=1 an.
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Example

Rozhodněte o konvergenci řad:

a)
∑∞

n=1
(−1)n+1

n2 ,

b)
∑∞

n=1
(−1)n+1

n .

řešeńı:

a) Jelikož řada
∑∞

n=1
1
n2 =

∑∞
n=1

∣∣∣ (−1)n+1

n2

∣∣∣ konverguje (p̌ŕıklad ??), pak

konverguje i řada
∑∞

n=1
(−1)n+1

n2 (dle věty 4), a tedy řada konverguje absolutně.
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b)
∑∞

n=1

∣∣∣ (−1)n+1

n

∣∣∣ =
∑∞

n=1
1
n je harmonická řada, o které v́ıme, že je divergentńı.

Muśıme tedy zkoumat konvergenci p̌ŕımo řady
∑∞

n=1
(−1)n+1

n .

s2n =
2n∑
i=1

(−1)n+1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ ... +

1

2n − 1
− 1

2n

=
1

2
+

1

3 · 4
+

1

5 · 6
+ ... +

1

(n − 1)n
<

2n∑
i=1

1

i(i + 1)
.

řada
∑∞

n=1
1

n(n+1) je konvergentńı, a tedy je limita limn→∞
∑2n

i=1
1

i(i+1)

konečná, a proto je konečná i limita limn→∞ s2n. Označme
limn→∞ s2n = A ∈ R, pak limn→∞ s2n+1 = limn→∞ s2n + limn→∞

1
2n+1 = A, a

tedy je limn→∞ sn = A⇒
∑∞

n=1
(−1)n+1

n je konvergentńı, tj. řada∑∞
n=1

(−1)n+1

n konverguje relativně.
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Theorem (Leibnitzovo kritérium)

Necht’ pro všechna n ∈ N plat́ı:

I. an ≥ 0,

II. an+1 ≤ an,

III. limn→∞ an = 0.

Pak řada
∑∞

n=1(−1)n+1an konverguje.
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Proof.

s2n+2 = s2n + (a2n+1 − a2n+2) ≥ s2n, tedy je posloupnost {s2n}∞n=1 neklesaj́ıćı.
Jelikož

s2n = a1 − a2 + a3 − ...− a2n−2 + a2n−1 − a2n

= a1 − (a2 − a3)− (a4 − a5)...− (a2n−2 − a2n−1)− a2n ≤ a1,

je nav́ıc posloupnopst {s2n}∞n=1 omezená, a tedy konvergentńı. Označme
limn→∞ s2n = A ∈ R, pak

lim
n→∞

s2n+1 = lim
n→∞

s2n + lim
n→∞

a2n+1 = A,

tedy je posloupnost {sn} konvergentńı, a proto řada
∑∞

n=1(−1)n+1an konverguje.
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Example

Vrat’me se k řadě
∑∞

n=1
(−1)n+1

n . Využijeme-li Leibnitzovo kritérium, pak

I. 1
n > 0,

II. 1
n > 1

n+1 ,

III. limn→∞
1
n = 0,

tedy řada
∑∞

n=1
(−1)n+1

n konverguje.
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Example

Rozhodněte o konvergenci řady
∑∞

n=1(−1)n 1√
n+(−1)n+1 . řadu sice lze napsat ve

tvaru
∑

(−1)nan, kde an > 0, ale neplat́ı obecně nerovnost an ≥ an+1, a tedy
nelze aplikovat Leibnizovo kritérium.

∞∑
n=1

(−1)n
1√

n + (−1)n+1
= − 1√

1 + 1
+

1√
2− 1

− 1√
3 + 1

+
1√

4− 1
− ...

s2n = − 1√
1 + 1

+
1√

2− 1
− ...− 1√

2n − 1 + 1
+

1√
2n − 1

=
−
√

2 + 1 +
√

1 + 1

(
√

1 + 1)(
√

2− 1)
+ ...
−
√

2n + 1 +
√

2n − 1 + 1

(
√

2n − 1 + 1)(
√

2n − 1)

=
n∑

k=1

2 +
√

2k − 1−
√

2k

(
√

2k − 1 + 1)(
√

2k − 1)
.
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Example

Jelikož limn→∞(
√

2n − 1−
√

2n) = 0, pak ∀n > n0 plat́ı nerovnost:
1

(
√

2n−1+1)(
√

2n−1)
< 2+

√
2n−1−

√
2n

(
√

2n−1+1)(
√

2n−1)
.

řadu
∑

1
(
√

2n−1+1)(
√

2n−1)
srovnáme (použijeme limitńı srovnávaćı kritérium) s

harmonickou řadou. Tedy limn→∞ s2n =∞.
Jelikož limn→∞ an = 0, pak limn→∞ s2n+1 = limn→∞ s2n + limn→∞ a2n+1 =∞,
proto řada

∑∞
n=1(−1)n 1√

n+(−1)n+1 diverguje.


