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Poznamka
V situaci, kdy lim,_, o 2L = 1, kritérium "ml&". Tato situace miiZe nastat jak pro

an
konvergentn{ ¥adu (viz p¥iklad }° 2, tak pro divergentni ¥adu (viz pfiklad ) 1).
Je dobré si uv&domit, Ze podilové kritérium ndm obecné neda informaci o
konvergenci & divergenci Yady > # pfitom lze ukdzat, Ze tato Yada konverguje
pro k > 1 a diverguje pro k < 1. Proto byla vynalezena dal3i siln&jsi kritéria jako
tfeba Raabeovo &i integrélni kritérium. Uvedeme si zde Raabeovo kritérium (i
kdyZ bez diikazu, ktery na nds ¢ekd aZ v tfetim semestru) a ukaZeme si jeho
aplikaci na fadu )° .

Theorem (Raabeovo kritérium)
Necht" a, > 0Vn € N.
i) Je-lilim,_ oo n ( an_ _ 1) > 1, pak Fada Y2 a, konverguje.

an+1

1) Je-li limp_s oo n( a 1) <1, pak fada 3°°° | a, diverguje.

an+1
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Example

Rozhodnéte o konvergenci Yady >° X pro k € (1,2). P¥ipomefime, Ze pro k = 1
fada diverguje, a tedy diverguje i pro k < 1 dle srovndvaciho kritéria. Obdobn&
dostaneme konvergenci pro k > 2 uZitim stejné v&ty a znalosti konvergence ¥ady

1

n?"

Tedy

1 k

1 1)k —
Iimn(an —1>:Iimn 7 :limn((”)k”
n— 00 an+1 n—00 F n—00 n
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kil 1) — kI k
— lim p.1. Gt D —kinn) K0T ok
n— oo 1 n— 00

fada > nl—k konverguje pro k > 1 dle Raabeova kritéria.

)
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Otazka:

a)

Necht' > a, konverguje a a, > 0. Pak existuje ng € N takové, Ze
VYn>ng:a,> ant1

Necht' a, > 0 a lim,_oo n (1 = a”“) > 1, pak fada > a, konverguje.

Necht' a, > 0 a limy_se0 (1 -~ —) < 1, pak fada 3" a, diverguije.

Necht' a, > 0, b, > 0 a lim,_,~ Z—: = 0. Kterd z nasledujicich tvrzeni jsou
pravdiva?
i) Necht' Y a, konverguje, pak konverguje i >_ b,.
ii) Necht' > a, diverguje, pak diverguje i Y by.
iii) Necht' Y b, konverguje, pak konverguje i > an.
iv) Necht' > b, diverguje, pak diverguje i > a,.
Necht' a, > 0, b, > 0 a lim,_, Z—n = o0o. Kterd z nésledujicich tvrzeni jsou
pravdiva?
i) Necht' " a, konverguje, pak konverguje i Y b,.
ii) Necht' > a, diverguje, pak diverguje i > by.
iii) Necht' Y b, konverguje, pak konverguje i > an.
iv) Necht' > b, diverguje, pak diverguje i > an.
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f) Necht' Vn € N: a, > apy1. Pak Yada ) 7| a, konverguje pravé tehdy, kdyz
konverguje Yada > 7 2"apn.
g) Necht' > a, konverguje a a, > 0. Pak konverguje i fada )" (—1)"a,.
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Odpovéd':

Tvrzeni neplati. Napf¥iklad pro posloupnost ay, = (2}1)2 a a1 = (2n+1)3 Fada
3" a, konverguje (a, < ), ale azy—1 < azn.

Tvrzeni plati. Jde o pfimy dlsledek Raabeova kritéria

Tvrzeni plati. Jde o pfimy dlsledek Raabeova kritéria

Plati tvrzeni ii) a iii). JelikoZ lim,_ Z—: = 0, pak existuje ng takové, Ze
Vn> ng : a, < b,. Déle staci aplikovat srovnavaci kritérium.

Plati tvrzeni i) a iv). JelikoZ lim, . 22 = oo, pak existuje ny takové, ze
n
Vn > ng : a, > b,. Déle sta&i aplikovat srovndvaci kritérium.

Tvrzeni plati. Tomuto kritériu se ¥ika kondenzaéni kritérium.

Tvrzenf plati.
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fady s obecnymi ¢leny

Definition

fekneme, Ze Yada ) a, konverguje absolutng, jestlize konverguje ¥ada
>02 |an|. Jestlize Yada Y72 | a, konverguje, ale Yada > - | |a,| diverguje,
fikdme, Ze ¥ada 7, a, konverguje relativng.

Theorem

Je-li Fada Y2 |a,| konvergentni, pak je konvergentni i Fada Y 2 ay.
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Proof.
Pouzijme znateni a) = max{0,a,}, a, = max{0, —a,} a > o, |ak| = K € R.
Pak

o] o] o]

} : _ } : + } : -
|an| - an + anv

n=1 n=1 n=1

[ee] oo o0
E a, = E al — E a,.
n=1 n=1 n=1

sy v vieo 4+ n + - n — . L.
Posloupnosti &astetnych souttii s; =", _;a, as, =Y ,_;a, jsou monoténni

aomezené (sf <> )_lal =K as, <>/ |ak| = K), tedy dle v&ty o limit&

monotonni posloupnosti konverguji. Z konvergence fad > >~ af a .~ a, a

véty o aritmetice limit dostaneme konvergenci Yady Y2, a,.
OJ
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Example

Rozhodnéte o konvergenci ¥ad:

0o _1\nt+1
a) Yoo, G

b) Z ° ( 1 n+1
Feseni:
a) Jelikoz fada 320, 4 = 7%, ‘“ (ptiklad 77), pak

konverguje i fada )2, (_—’17)2:1 (dle véty 4), a tedy Fada konverguje absolutn.

v
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10/15

=3 % je harmonickad fada, o které vime, Ze je divergentni.

(—1)"

b) Y2, |

Musime tedy zkoumat konvergenci p¥imo ¥ady >,

27 (—1)n+t 1 1 1 1 1

RPN ) S B -
%2 Z; n 2t3 3Tt T1 T ;,

2n
1 1 1 1
— = —_— < —_—
34756 T (n=D)n ;i(i+1)

+

N~

. . . e T B 2
fada > 7, m je konvergentni, a tedy je limita lim, o0 > 7y ’.(iil)
kone¢nd, a proto je kone¢nd i limita lim,_, o s2,. Ozna&me

. . . . 1

limp o0 20 = A € R, pak limy_s o0 S2n41 = liMy00 S2n + im0 ntl A a

(71)n+1

tedy je limy yo05p = A= > 0, je konvergentni, tj. Yada

_q)ntL . .
Z;’il ( n) konverguje relativné.
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Theorem (Leibnitzovo kritérium)

Necht’ pro vsechna n € N plati:
l. a, >0,
Il 241 < ap,
I limp_—o0 @, = 0.
Pak Fada Y. (—1)""a, konverguje.
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Proof.
Snt+2 = Son + (32041 — 32n+2) > S2n, tedy je posloupnost {sp,}52; neklesajici.
Jelikoz

Son=4a1 —a +az — ... —axyp-2+ axy-1— axn

=a; — (a2 —a3) — (as — as)... — (a2n—2 — @2n—1) — @2n < a1,

je navic posloupnopst {s,,}5°; omezend, a tedy konvergentni. Oznatme
lim, oo S20n = A € R, pak

lim Sont1 = lim s, + lim an+1 =A,
n—o0 n—o0 n—o0

tedy je posloupnost {s,} konvergentni, a proto ¥ada >~ (—1)"*'a, konverguje.
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Example
gy .. S o
Vrat'me se k ¥ad& > 72, L—lnL VyuZzijeme-li Leibnitzovo kritérium, pak
1
l. - >0,
1 1
I == =5

I limpyee 2 =0,

tedy ¥ada )2, (Gabile konverguje.

n
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Example

Rozhodnéte o konvergenci ¥ady Z;’il(—l)"m. fadu sice |ze napsat ve

tvaru > (—1)"a,, kde a, > 0, ale neplati obecn& nerovnost a, > ap;1, a tedy
nelze aplikovat Leibnizovo kritérium.

= 1 1 1 1 1
_1n — _|_ p— —|— T e
;( )ﬁ+(—1)"+1 VI+1 V2-1 V3+1 V4-1
1 1 1 1

2T T A 1 Ve—1 T Ven—i+1 van-1
V24 1+ V141 —V2n+14+2n—1+1
C (WI+D(W2-1) T (V2n—1+1)(v2n—1)
B T e S
—~ (V2k—=1+1)(V2k—1)
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Example
JelikoZ lim,_, o (v/2n — 1 — +/2n) = 0, pak ¥n > ng plati nerovnost:

1 < 24+2n—1—+/2n
(vV2n—1+1)(v2n—1) ~ (v2n—1+1)(v2n—1)"
fadu > m srovname (pouZijeme limitni srovndvaci kritérium) s
harmonickou ¥adou. Tedy lim,_, o, s3, = oc.
JelikoZ lim, 00 @, = 0, pak lim, oo S2nt1 = im0 Son + im0 @2p41 = 00,
proto Yada Zﬁl(—l)”m diverguje.




