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P¥erovnavani ¥ad

Definition

Necht' -7 . a, je Yada a {k,} je permutace mnoZiny N ({k,} je posloupnost
n=1 J J

pFirozenych &isel, v niz se kazdé pfirozené &islo vyskytuje pravé jednou). Pak

fikdme, Ze Y7, ax, vznikla pferovndnim Yady > 7 | a,.

Theorem

Necht' ¥ada "7 | a, konverguje absolutné&. Pak konverguje absolutné i Fada
>0° | ak,, kterd vznikla pFerovndnim této Fady, a jejich souet je stejny (tj.

n=

Zgil a” = Z;..;l akn)'
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Lemma

Necht' ¥ada 37 | a, konverguje relativn&, pak ob& Fady > 2, af a> o a,
diverguji k +oc0.

Theorem (Riemannova)
Necht’ Fada Y | a, konverguje relativn& a necht’' s € R*. Pak existuje takové
y /00 v ) ¥ [} oy s
pFerovndni’ )", ay, Fady > -1 an, Ze Y .~ ak, =S, a takové pFerovndni
[ v oo Yo v 0o NN
Yooy @p, Fady >~ a,, Ze Fada ) ap, osciluje.
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Posloupnosti podruhé

Theorem

Z kaZdé neomezené posloupnosti Ize vybrat podposloupnost, kterd ma nevlastni
limitu.

Proof.

Necht' {a,} neni omezend shora. UkdZeme, Ze existuje rostouci posloupnost
prirozenych &isel k, takovych, Ze a,, > n. JelikoZ {a,} neni omezend shora, pak
existuje ay, > 1. Necht' ki < ko < ... < k, takovd, Ze ay, > i Vi =1, ..., n, pak
existuje knt1 > kj takové, Ze ay,., > n+ 1. Skutetné, necht' takové ks 1
neexistuje, pak je ale posloupnost {a,} omezena shora nap¥. &islem

max{a1, a, ..., a,, n + 1}, coZ je ve sporu s predpokladem neomezenosti, proto lze
takové kpi1 najit. Jelikoz ax, > n Vn, pak lim,_, o ax, = co. Obdobn& pro {a,}

omezenou zdola.
O]

v
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Theorem (Bolzano-Weierstrassova)

Z kaZdé omezené posloupnosti redinych Cisel Ize vybrat konvergentni vybranou
posloupnost.

Proof.

Existuji A, B € R takové, Ze A < a, < B Vn € N (z omezenosti posl {a,}).
Oznatme A; = A, By = B a ky = 1. JelikozZ v intervalu [A1, Bi] leZi nekonetné
mnoho prvki posloupnosti {a,}, pak alespoii v jednom z intervald

[Ar, 24B1] [AEBr B mus leZet nekone&n& mnoho prvkil posloupnosti {a,}.
Ozna¥me tento interval [Ay, By] a necht' ko = min{n > ky : a, € [Az, B]}
(existence minima plyne z toho, Ze v [As, B>] je nekone&ng& mnoho ¢lend
posloupnosti {a,}). Obdobng& oznatime [As, Bs] ten z intervali

[Ay, 224821 [42£B2 B)], ve kterém lezi nekonen& prvkii posloupnosti (v p¥ipad,

Ze v obou intervalech leZi nekonecné prvk( posloupnosti, pak si miZeme vybrat,
jaky z té&chto intervalii ozna&ime [As, Bs]). Oznatime
ks = min{n > ky : a, € [As, B3]} a pokratujeme stéle stejnym zpisobem dile.




T NMTM101 - matematickd analyza I. | December 17, 2020

Proof.

Takto sestrojime posloupnost intervald {[A,, B,]} a vybranou posloupnost {ax, },
pro né&z plati:
(] [A,H_]_, B,H_]_] C [An, Bn], Vn € N,
° Bn - An = %7
0 a, € [A,,7 Bn].
Jelikoz {A,} a {B,} jsou monoténni a omezené posloupnosti, pak jsou
konvergentni. A jelikoZ lim,_00(Bn — Ap) = limp 00 g—i? =0, tedy
lim,_ oo Ap = lim,_ oo Bn, pak dle véty o dvou policajtech je
lim ag, = lim A,.
n—o0 n—o0
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Definition
Posloupnost {a,} spliiuje Bolzano-Cauchyovu podminku (BC podminku), jestlize
Ve >03ng € NVn,m > ng je |a, — am| < &.

Theorem (Bolzanova-Cauchyova)

Posloupnost {a,} je konvergentni tehdy a jen tehdy, kdy? spliuje
Bolzano-Cauchyovu podminku.
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Proof.

® Necht' lim, ;oo a, = A€ R, pak Ve >0 3ny € N: |a, — Al < 5 pro n > np.
Tedy |ap — am| = |an — A— (am — A)| < |ap — A| + |am — A| < £ pro viechna
m,n > ng.
o Necht' {a,} spliiuje BC podminku.
1) UkaZme si, Ze {an} je omezend. Pro € = 1 existuje ny € N takové, Ze
lan — am| < 1 Vn,m > no, tedy an11 —1 < am < ang+1 +1 Vm > ng. Pak tedy
an < max{ai,...,an—1,an, + 1} @ an > min{ai, ..., any—1, an, — 1} pro viechna
neN.
2) Jelikoz je {an} omezend, pak dle Bolzano-Weierstrassovy véty existuje vybrana
konvergentni posloupnost {ak,} z posloupnosti {a,}, ozna&me
limp— oo ak, = A.
3) Zvolme € > 0, pak |ak, — Al < £ Vn > ng (limp—soo ak, = A) @ a0 — am| < £
¥n, m > ng (BC podminka). Zvolme m > ng takové, ¥e kn > n3, pak
las — Al = |an — ak, + ak, — A| < |an — ak, | + |ak,, — A| < & pro n > nj.
O
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I’Hospitalovo pravidlo

Theorem (I'Hospitalovo pravidlo)

Necht’ pro a € R* maji funkce f a g vlastni derivace na n&jakém U*(a), g’(x) # 0
na U*(a) a necht’ je splnéna jedna z ndsledujicich podminek:

a) limy_, f(x) = limy,8(x) =0 a g(x) # 0 na U*(a),

b) limy—a|g(x)| = oc.
f(x

Je-li navic lim,_, gl,(;% = A, pak lim,_,, g(% = A.
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Proof.

a) Necht' a € R. Necht' jsou splné&ny pfedpoklady s pravou limitou a pravym
okolim. Definujme f = f,& = g na U*(a)" a f(a) = g(a) = 0. Necht’

x € U*(a)*, pak f, & spliiuji predpoklady Cauchyovy véty o stfedni hodnot& na
[a,x] (jsou spojité na [a, x], maji derivace na (a,x) a &’ je vlastni a nenulovd na
(a,x)). Tedy existuje £(x) € (a, x) tak, Ze

(GC) I
j = (E0)

Stejn& i pro U*(a)~ a U*(a).
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Proof.

Necht' a = oo, pak oznaéme y = % a definujme F(y)
F a G splifuji predpoklad a) pro a = 0, jelikoz F'(y) = f'(1)(—35) a

Fly) _ o G Fo)

=M =A
y—l>rg+ G/(_y) yl>rg+ g (l) XL)n;o g/(X)

Jelikoz

lim f) = lim f1/y) = lim M
X—»00 g(X) y—0+ g(l/y) y—0+ G(y),

je dikaz hotov.

= f(1)a G(y) =

g(;

1

). Pak

O
v
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Example

Pomoci I'Hospitalova pravidla se dd ukdzat platnost zdkladnich limit:

. inx I'H 1.
a) limyo 37% = lim,yo 5% =1,

; e—1 I'H . e _
b) lim,_o &= = lim,0 & =1,

. Inx I'H |. %
c) limy1 2% = im0 5 =1

Example

v/

Pomoci I'Hospitalova pravidla mizZeme vypocitat i sloZit&jsi limity:

li sin x—x /,_H li cos x—1 //_H li
a) IMx—0 =3 = lIMx—0 —3,2— = lIMx—0

—si I'H . _ _
sinx /_f cosx _ —1
% — I|mx—>0 - X

3 e—1—x I'H . -1 _ 1
b) ||mx_>o e = ||mx_>0 Sx — o°




