Cviceni 01-13 NMTM403 - Pravdépodobnost a matematické statistika I.

Klasicka pravdépodobnost

Klasicka definice pravdépodobnosti:
e () je mnozina vSech moznych vysledki ndhodného pokusu
o w € () elementarni jev

e A C Q nahodny jev

e Necht 2 obsahuje koneény pocet prvkd, tj. @ = {wi,...,w,}, a necht vSechny elementarni jevy w; jsou stejné
pravdépodobné. Pak pravdépodobnost ndhodného jevu A definujeme jako P(A) = % = %, kde |A| = podet prvkil
mnoziny A.

Vlastnosti:

e 0 < P(A) <1,
e P(A°)=1—- P(A),

jestlize A C B, pak P(A) < P(B) a P(B\ A) = P(B) — P(A),

P(ANB) = P(A) — P(An B°),
e P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB),
e (princip inkluze a exkluze)

P(AJUAyU--UA,) =Y P(A) = > PANA) 4+ (=1)" ' P(A N Ay NN Ay).

i=1 i<j




Cviceni 01-13 NMTM403 - Pravdépodobnost a matematické statistika I.

1. Hazime ¢tyimi Sestisténnymi hracimi kostkami. Urcete, jaka je pravdépodobnost, ze

a
b

) padnou ¢tyfi ruzné disla,
)

c¢) soucet ¢isel na vSech kostkach dohromady bude roven 6,
)
)

padnou pouze lich4 ¢isla,

d

e

soucet ¢isel bude vétsi nez 5,
padne alespon jedna Sestka.
2. V regalu je 6 lahvi normélnfho rumu a 4 lahve pan¢ovaného rumu (vizudlné k nerozeznani). Nahodné vybereme z reglu
3 lahve a z kazdé ochutname. Urcete, s jakou pravdépodobnosti
a) byl pravé ve dvou nadmi ochutnanych lahvich methanol,
b) byl alespoil v jedné nami ochutnané lahvi methanol.

3. Na svazku mame 8 riznych kli¢c a pokousime se odemknout zamek. Vyzkouseny kli¢ vzdy dame stranou a ndhodné
vybereme dalsi kli¢ ze zbyvajicich. Jakd je pravdépodobnost, Ze odemkneme aZ na paty pokus?

4. Uvazujme n riznych dopist a n riznych obalek (s jiz nadepsanou adresou). Zmatend sekretaika umisti dopisy do obalek
zcela ndhodné.
a) Jaka je pravdépodobnost, Ze je alespoii jeden dopis ve spravné obdlce?
b) Spoctéte limitu této pravdépodobnosti pro n — co.
5. (Maxwell - Boltzmannovo schéma) Do vlaku s n vagény nastupuje r cestujicich. Pfedpokladejme, Ze kazdy ¢lovék si
vybirad vagon zcela ndhodné.
a) Urcete, s jakou pravdépodobnosti bude v prvnim vagéné pravé k < r cestujicich.
b) Jaké je pravdépodobnost, Ze zadny vagén nebude prazdny?
c) Spocitejte limitu pravdépodobnosti z bodu (a) pro n — oo, — oo tak, ze = — X > 0.
6. (Bose - Einsteinovo schéma) Babicka rozdéluje r tisicikorun do n obélek pro svych n vnoucat k Vanoctim. Penize
rozmisti ndhodné (vSechna rozmisténi jsou stejné pravdépodobna).
a) Urcete pravdépodobnost, ze vnuk Karel dostane pravé k tisicikorun.
b) Jaka je pravdépodobnost, Ze kazdé z vnoucat dostane alespoii néjaké penize?

¢) Spoctéte limitu pravdépodobnosti z bodu (a) pro n — oo, r — oo tak, ze r/n — A > 0.

RESENT
1. a) 6548 5
b) 24 = T16:

¢) moznosti, jak dostat soudet Sest jsou: 1+1+1+3 a2+2+41+1 (az na pofadi). Prvni soudet lze dosdhnout ¢tyfmi zpisoby,

4 4
druhy Sesti. Tedy P(A) = (1)6%(2) = é—ff,

d) ozna¢me (S = k) jev, ze soudet Cisel bude k a déle oznaéme A€ jev, ze soudet bude pét, ¢i méné, pak P(A°) = P(S =
5)+ P(S=4) = & + &, tedy P(A) =1 — P(A°) = 535,

6*—54

e) oznacme A€ jev, ze nepadne zadnd Sestka, pak P(A°) = Z—i, tedy P(A) = >4

|~
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4. a) Oznaéme A; jev, ze i-ty dopis bude ve spravné obdlce, pak P(A;) = (";11)! P(A;NAj) = (n 2) pro i # j atd. Pak

_P<0Ai>:iP( =Y P(ANA)+ Y P(ANA;NA) - nttp ﬂA
i=1 i=1

1<j i<j<k

IALESU () (-2t () e WUPUE U SRR S

= Z(q)”%.

b) Jelikoz e* = Y20 27 pak

3 S

=1

=1-¢"

= (;)Z’Hl) _(i(ipil)_li(

5. a) Nejdfive vybereme k cestujicich, ktef{ budou v prvnim vagénu. To lze udélat (T) zpusoby. Ostatni cestujici rozdélime

k
Nn—1)rk . Lo s
rovnomérné ndhodné do dalsich vagéni. P(A) = (")(ni,) Toto rozdéleni se nazyva Binomické rozdéleni (s parametry

ra %), coz je dobfte vidét, pokud si hledanou pravdépodobnost zapiSeme ve tvaru P(A) = (T) . (l)k . (E)T_k,

k n n

b) Oznacme A; jev, ze i-ty vagén bude prazdny, pak P(A;) = (";#, P(A;NAj) = (”;f)r proi #j ..., tedy

—P(O&):Xn:P( - P(A;n Ay) "“P(n]
i=1 i=1 i=1

i<j

- n(n ;Tl)r B <Z) (n ;rz)T + "'(_1)n+1 0= n 1)1+1< ) " Z

Tedy

n,r—o00,r/n—X\ nr n,r—o00,r/n—X\ (n — 1)

r _1 %
T (3 R &
n,r—o0,r/n—X\ (n — 1)k n,r—o0,r/n—X n
—A

. lim rir—1)...(r—k+1) —efAA—k
o n,r—00,r/n—X (n — 1)kk' o k!

Poznamenejme, Ze toto limitni rozdéleni se nazyva Poissonovo (s parametrem ).

6. a) Jednotliva rozdéleni r tisicikorun do n obdlek lze popsat pomoci uzpofddané n + r — 1-tice prvkd, kde r prvki je jednoho
typu (tisicikoruny) a n — 1 prvka druhého typu (hranice, oddélujici jednotlivé obélky), viz obrazek 1. Pocet vSech moznosti

je tedy ("t 1) Pocet piiznivych jevii je (""" 75 k- 2) tedy vy slednd pravdépodobnost je
(")
P(A) = o=
()
b)
r—1
P(A) (nfl)

= Ty

n—1
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c)
p (O L k=2l 1
n.,'r'—)oo,%*))\ (T;tﬁ;l) - 7L,7'~>oo,%—>/\ (’f‘ +n— 1)'(71 — 2)'(7’ — ]i))'
_ lim (n=Dr-..(r—k+1)
7L,7'~>oo,%—>/\ (T‘+7’L*1)(T’+?’L*k71)
n—1 k—1 .
= lim H ree -
n,r—00, LA T +n — 1 i r4+n—2—1
R T
- n,'r'—»oo,%*))\ r+n—1 izo n,r%oo,%—»)\ r+n—2—1
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Obréazek 1:
Jednotlivé obalky jsou zndzornény ¢arkovanou carou, tisicikoruny ¢ernym puntikem a kiizek oznacuje hranici mezi obalkami.
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Geometricka pravdépodobnost

1. Na tsecce délky [ jsou ndhodné umistény body, které tuto tsecku rozdéli na tfi ¢asti. S jakou pravdépodobnosti je
mozné z takto vzniklych tii isecek sestrojit trojuhelnik?

2. (1777 - Buffonova jehla - Georges Louis Leclerc de Buffon) Na podlaze jsou parkety $itky [. Na podlahu spadne
jehla délky r < [. Jaka je pravdépodobnost, Ze bude jehla leZet na dvou parketéach (Sifku mezery mezi parketami
zanedbévame)?

3. (Bertrandtv paradox - Joseph Louis Francois Bertrand) UvaZzujme kruznici a zvolme ndhodné tétivu této kruZnice.
Jaké je pravdépodobnost, ze délka této tétivy bude vétsi nez délka strany rovnostranného trojuhelnika vepsaného do
této kruznice?

RESENT

1. Usecku AD rozdélme dvéma body B a C na tii ¢asti a oznaéme z délku tsecky AB a y délku tsectky AC. Pak aby bylo mozné
z takto vzniklych tsecek sestrojit trpjthelnik, tak musi byt min{z,y} < &, |y — z| < L a | — max{z,y} < §. Tedy prostor vsech
moznych jevil je popsan &tvercem [0,1]? a oblast piiznivych jevil nerovnostmi nahoie (na obrazku 2 znazornéna ervené). Proto
19| =12, |A] = (1)?, a tedy
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Obrazek 2:
Ctverec vyznacuje mnozinu vsech jevil, které mohou nastat, cervené vyznacend oblast oznacuje mnozinu takovych dvojic
¢ast prichodi Dana s Igorem, Ze se oba na smluveném misté potkaji.

2. Uvazujme kruznici o poloméru R > 0.

I.

II.

Vyuzijeme toho, ze kazda tétiva je jednoznacné urcena dvojici bodt na kruznici. Zvolime-li prvni ndhodné, pak druhy musi
lezet v nejvzdalendjsi tfetiné kruznice (viz obrazek 3, oblast vyznacend Gervené). Tedy 2 je reprezentovano celou kruznici

a oblast p¥iznivych jevi jednou tfetinou kruznice. Pak || = 27 R, |A| = % a
1
P(A) = -.
(=1

Kazd4 tétiva je také jednoznacné uréena svym stiedem (aZ na situaci, kdy stfed tétivy lezi ve strédu kruznice. Tento jev
ma ale nulovou prvdépodobnost a 1ze ho tedy pfi vypocétu zanedbat). Jelikoz kruznice vepsand k uvazovanému trojuhelniku
mé polomér %, tak oblast piiznivych jevl je popsana body uvnit¥ této mensi kruznice (viz obrazek 4). Proto || = mR?,
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Obréazek 3:

Levy obrazek: Prvni ndhodné zvoleny konec tétivy oznaéime A, pak je oblast pfiznivych jevii oznacena ¢ervené. Bod B
je druhy ndhodné zvoleny konec tétivy (ta je vyznacena Gerchovanou ¢arou). Rovnostranny trojihelnik vepsany kruznici je
vyznacen Carkovaneé.

Prostifedni obrazek: Bod S vyznacuje stied tétivy (tétiva je vyznadena Cerchovanou ¢arou). Oblast pfiznivych jevi je
vyznacena Cervene.

Pravy obrazek: Znaceni je podobné jako u pfedchozich obrazka. Pri konkrétni volbé thlu a je mnozina stiedl tétiv
uréena useckou délky R. Polovina tisecky (vyznacena Gervené) urcuje tétivy delsi nez délka strany trojihelnika vyznaceného
carkovanou ¢arou.

|A] = =2 5

III. Kazd4 tétiva je rovnéz uréena vzdalenosti od stfedu a Ghlem, ktery svird s osou x (na obrazku uvazujeme pro jednoduchost
kruznici se stfedem v pocatku soustavy soutadnic). Jelikoz o délce tétivy rozhoduje pouze jeji vzdélenost od stfedu a na
thlu otodeni tato délka nezavisi, lze © popsat pomoci bodi v intervalu [0, R], oblast pziznivych jevi intervalem [0, g], a
tedy

I kdyz se na prvni pohled zda, Ze jsou tato FeSeni ve vzajemném rozporu, problém je v nejednoznacnosti zadani této ulohy. Kazda
z uvedenych variant prezentuje jednu z moznosti ndhodnych voleb tétivy, ale tyto moznosti nejsou stejné a to vede k rtiznosti
vysledki. Uloha je tedy nepfesné zadana. Proto nelze ani jednu z prezentovanych variant feSeni oznafit za lepsi & spravnéjsi,
pokud predem nekonkretizujeme zadani ulohy.

3. Uvazujme pouze parketu, ve které lezi kraj jehly, ktery je vice vlevo (viz Obrazek 6.). Pak je poloha jehly jednozna¢né (az
na vertikalni posunuti, které pro nas neni podstatné) uréena vzdédlenosti levého krajniho bodu jehly k pravé spafe (na obrazku
vzdalenost oznadend jako ) a natoGenim jehly od horizontélni osy (na obrazku uhel «. Je-li tedy r cos(«) > x, pak jehla zasahuje
i do vedlejsi parkety (protind pravou sparu ndmi zobrazené parkety). V opa¢ném pripadé lezi celd jehla na jedné parketé. Tedy

Q = [-5, 5] x[0,1], kde prvni soufadnice popisuje tthel natoceni jehly od horizontélni osy («) a druhd soufadnice popisuje
vzdalenost levého okraje jehly od pravé spary (x). Mnozina pfiznivych jevi je ve obdelniku [—7, 7] x [0, ] shora omezena grafem

funkce 7 cos(a). Tedy

f_%l reos(a)da o,
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Obrazek 4:
Zobrazeni jehly na podlaze. x popisuje vzdalenost levého krajniho bodu jehly od pravého okraje parkety, « je tihel otoceni
jehly od vertikalni osy.

Obrazek 5:
Prostor 2 s vyznacenim mnoziny pfiznivych elementarnich jevii (Gerveng).
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Podminéna pravdépodobnost, nezavislost jeva
Necht A, B jsou ndhodné jevy, P(B) > 0. Podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky B definujeme jako

P(A|B) = P(ﬁ(;)&

Nezavislost. Nahodné jevy A, B se navzajem nezavislé, jestlize plati
P(ANB)=P(A)-P(B).
Nahodné jevy Ay, ... A, jsou nezivislé, jestlize pro kazdé r < n a kazdou {iy,...,i.} podmnozinu {1,...,n} plati
PA,N---NA;)=P(A;) ... P(4;,).

(Tj. soufinovou podminku musime ovéfit pro vSechny dvojice, vSechny trojice .. .atd.)

Véta o Uplné pravdépodobnosti:
Necht A, Bi, Bs, ... jsou ndhodné jevy takové, ze B; N Bj = () pro vSechna i # j, |J,B; = Q a P(B;) > 0 pro vSechna
i=1,2,.... Pak

P(A) =) P(ANB:) =) P(A|Bi)P(B).

Bayesova véta:
Necht A, B, Bo, ... jsou ndhodné jevy takové, ze B; N B; = () pro vSechna i # j, |, B; = Q, P(B;) > 0 pro vSechna i, a
necht P(A) > 0. Pak
P(B;NA) P(A|B;)P(B;)
P(B;|A) = = .
P(A) >_; P(A|B;)P(B;)

Véta o nasobeni pravdépodobnosti:
Jestlize ndhodné jevy Ay, ..., A, spliuji P(N7_,4;) > 0, pak

P(MIyAy) = P(A| NP2 Ag) - P(Apoy | NP2 Ag) - P(A3|A1)P(Ay).

K2
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Piiklady 9. a 10. jsou véetné FeSeni pievzaty z: http://cmp.felk.cvut.cz/~navara/pms/PMScvic.pdf

1. Hazime dvéma pravidelnymi kostkami.

a) Jakd je pravdépodobnost, Ze padla Sestka, za podminky, Ze celkovy soucet je 87

b) Jsou jevy [padla Sestka] a [celkovy soudet je 8] nezavislé?

2. Hazime dvéma pravidelnymi kostkami - modrou a zelenou. Ozna¢me jevy A =[na modré kostce padlo sudé ¢islo],
B =Ina zelené kostce padlo liché ¢islo], C' =[soudet ¢isel je lichy].

a) Jsou ndhodné jevy A B,C po dvou nezavislé?

b) Jsou jevy A ,B,C nezavislé?

3. Hézime dvéma pravidelnymi kostkami najednou, dokud nepadne soucet 5 nebo soucet 7 (na obou kostkach dohromady).
S jakou pravdépodobnosti padne dfive soucet 5 nez soucet 77

4. Dne 9.10.2020 byla ve vecernich zpravach zvefejnéna nésledujici zprava: Ministr zdravotnictvi Roman Prymula zvazuje
moznost otestovani celého naroda na COVID 19. Byla uvedena nasledujici data:

— pocet testovanych jedincti ... 10 000 000,

— fale$né negativnich jedinci ... 20 000,

pozitivnich jedinci ... 180 000,

fale$né pozitivnich jedincu ... 249 000.

a) Pokud by testovani dopadlo dle odhadu a konkrétni pacient by byl testem oznacen jako pozitivni, jaké je pravdé-
podobnost, ze je skutecné pozitivni?

b) Urlete pravdépodobnost, ze bude zdravy jedinec oznacen testem jako pozitivni.

5. Ve t¥idé je 70% chlapcii a 30% divek. Dlouhé vlasy md 10% chlapct a 80% divek.

a) Jaka je pravdépodobnost, ze ma ndhodné vybrana osoba dlouhé vlasy?

b) Vybrané osoba mé dlouhé vlasy. Jaka je pravdépodobnost, Ze je to divka?

6. Roztrzity profesor zapomene v obchodé destnik s pravdépodobnosti 1/4 (za pfedpokladu, ze s deStnikem do obchodu
prisel). Cestou z Karlina navstivil ¢étyfi obchody a domu pfiSel bez destniku. Jakd je pravdépodobnost, ze destnik
zapomnél ve ¢tvrtém obchodé?

7. V jednom ze t¥i trezoru je skryta odmeéna, ostatni dva jsou prazdné. Soutézici je vyzvan, aby si vybral trezor, ve kterém
mysli, Ze je skryta odména. V pfipadé, Ze se trefi, tak odménu ziska. Po vybrani je otevien jeden z dvou dalsich trezort,
ale vzdy pouze ten, ktery je prazdny, o ¢emz je soutézici informovan. Poté je soutézici vyzvan, zda chce zménit volbu
trezoru a vybrat si druhy zbyvajici. Je pro soutéziciho zména trezoru vyhodna?

8. Skrinka ma 3 zasuvky. V prvni jsou 2 zlaté mince, v druhé jedna zlata a jedna st¥ibrna, v t¥eti 2 t¥ibrné mince. Zvolime
nahodné jednu zasuvku, z ni vytdhneme naslepo jednu minci. Jaka je pravdépodobnost, ze v zasuvce zbyde zlata mince,
jestlize vytaZena mince byla sti¥ibrna?

9. Poziti alkoholu bylo prokizano u 1% vsech fidi¢d a u 10% Fidiét, ktefi zpusobili dopravni nehodu. Kolikrat se pozitim

alkoholu zvySuje riziko nehody?

10. Z 60 zijicich ¢lend klubu vyslouzilych ndmotnich kapitani jich 5 zazilo ztroskotani (jednou). Podle statistiky pii ztros-
kotani lodi v této oblasti t¥etina kapitani zahyne. Odhadnéte pravdépodobnost, Ze kapitan zazije ztroskotani (aspoi
jednou za zivot — moznost opakovaného ztroskotani téhoz kapitdna i predéasného tmrti z jiné pfi¢iny zanedbavdme).

11. Nahodné vybereme kladné celé ¢islo N, rozdéleni pravdépodobnosti je P[N = i] = 27%. Poté hodime N kostkami. Necht
S je soucet hodnot, které pfi hodu padly. Uréete podminéné pravdépodobnosti P[N = 2|S = 4] a P[S = 4|N je sudé].

12.  a) Rodina m4 dvé déti, starsi je dcera. Jakd je pravdépodobnost, Ze maji dvé dcery?

b) Rodina mé dvé déti, (aspoil) jedno z nich je dcera. Jaka je pravdépodobnost, ze maji dvé dcery?




Cviceni 01-13 NMTM403 - Pravdépodobnost a matematické statistika I.

13. Jazykovy korektor zméni 99% chybnych slov na spravnd a 0.01% spravnych na chybnd. Zménil 2% slov. Odhadnéte
mnozstvi chybnych slov v jeho vystupu.

RESENI
1. a) Oznadme A jev, ze padla Sestka, a B jev, ze soucet je osm. Jev B je tvofen elementarnimi jevy (2,6), (3,5),(4,4),(5,3) a

(6,2), kde (i, j) znaéi jev, ze na prvni kostce padlo i a na druhé j. Tedy P(B) = 2, P(AN B) = P({(2,6),(6,2)}) = =,

proto P(A|B) = sz;))g) =2

b) P(A) = 3. Jelikoz P(ANB) = & # i1 - 2 = P(A)P(B), nejsou jevy A a B nezavislé.
2. P(A)=P(B)=P(C) =43, P(ANB) = P(ANC)=P(BNC)=:aP(ANBNC)=PANB) = 1. Tedy jevy A, Ba C
nejsou nezavislé, ale jsou po dvou nezavislé.
3. I. Oznacme A jev, Ze v daném kole padl soucet 5, a B jev, Ze padl soucet 7. Jev AU B tedy oznacuje jev, ze v daném kole
hra skondila. Pak

P(AN(AUB)) _ P(A) =

P(AUB) ~ PA)+P[B) L

2
P(AJAUB) = =
II. Druhy zpusob feseni: Ozna¢me A, jev, ze v i-tém hodu padne soucet 5, a B;, Ze v i-tém hodu padne soucet 7. Pravdépo-

dobnost, ze v i-tém kole bude hra ukoncena a padne soucet 5, je
i—1 i=1 4 10\ !
P [T - P 0 B) = PA T - P - PN = 36 (1-35) -
j=1 j=1
Tedy pravdépodobnost, ze hra bude ukonc¢ena hodem se sou¢tem 5, je
i 4 (1 10)"1 4 12
e (136 =ocT < =
“— 306 36 361—-3 5
4. a) Test oznacil 249000 + 180000 = 429000 lidi za pozitivni. Z toho skute¢né pozitivnich jedinct bylo 180000. Hledana pravdé-
podobnost je tedy P(A) = %8 = 0.4195804.
b) Zdravych jedincti je 10000000 — (180000 + 20000) = 9800000 a falesné pozitivnich jedinci je 249000, tedy hledand pravdé-
podobnost je P(A) = 2 = 0.02540816.

5. Oznacme A jev, ze ndhodné vybrana osoba mé dlouhé vlasy, a B jev, ze ndhodné vybrana osoba je chlapec.

I. Pak P(B) = =, P(B°) = &, P(A|B) = & a P(A|B%) = &.
a)

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B°) = —— + >-°
b)

P(ANB®) _ P(A|B°)P(B°) 24

P(BTIA) = P(A) P(A) TR

II. Uloha se dé Fesit i graficky:

Z obrazku (vlevo) vidime, ze pravdépodobost vybéru osoby s dlouhymi vlasy je P(A) = 0.2440.07 = 0.31 a pravdépodobost
vybéru dlouhovlasé divky je 0.24. Pravdépodobnost P(A|B¢) je tedy P(A|B¢) = % = 21 Nékdy je pro studenty
prijemnéjsi nésledujici varianta feseni. Uvazujme, ze by ve tfidé bylo 100 studentti. Pak dostaneme ze zadani néasledujici
rozdéleni do skupin (obrazek vpravo). Déle postupujeme stejné jako v predchozim FeSeni.

6. Oznacme A; jev, ze profesor zapomene destnik v i-tém obchodé. Pak
P(A1) = P(A2]AT) = P(A3|Af, AS) = P(A4|Af, A5, AS) = i. Poznamenejme, ze A znadi jev, Ze v i-tém obchodé profesor
destnik nezapomene. Vyuzijeme toho, ze A4 C (A N A5N A3) (aby mohl profesor destnik zapomenout v poslednim obchodg, tak
ho tam musel donést).

P(A4) = P(AsN (AT N A3 N A3)) = P(A4|AT N A5 N AS)P(AT N A5 N Az)
= P(A4|A1 N A3 N A3) P(A3] AT N A3) P(A3| AT) P(AT)

c c c c c c 1 3 3
= PUAILAT 0451 4D - P(ASIAT 0 AD)(1 = PALAD) - Pan) = ¢ (F)
P(A) P(A)
P(A4]A1 UA U A3 U Ay) = =
(AalA1U Az U A5 U Ad) P(ALUA;UAs UA,)  P(A1) + P(Ay) + P(As) + P(As)
_ 44 _ 44
- P - 4 T 44 _ 94"
O S R I TE= T
4
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chlapci chlapci
chlapci dl. vlas
*“ Vor.01=007 — Y
dl. vlasy
. studenti S~ chlapci
0.7 T~ chlapci / kr. vlas
e 0.7-0.9 = 0.63 - vlasy
kr. vlasy
divky divky
0.3 divk
\ ) 0508 =024 \ dl. vlasy
) dl. vlasy /
T~ divky
0.3-0.2 =0.06 kr. vlasy

Obrazek 6:
Levy obrazek: Grafické feSeni s pravdépodobnostmi.
Pravy obrazek: Grafické feseni s rozdélenim urcitého poctu (v tomto p¥ipadé 100) studentt do skupin.

7. Oznaéme A;, i = 1,2,3, jevy, Ze v i—tém trezoru je odména, pak P(A;) = % BUNO piedpokladejme, Ze jsme na zacatku zvolili
trezor ¢islo 1, a oznaéme B;, i = 2, 3, jevy, Ze je poté otevien i-ty trezor (ktery je prazdny). Je-li odména v ndmi zvoleném trezoru,

pak mize byt otevien libovolny ze zbyvajicich dvou trezord, ani jedna z téchto variant neni preferovand, a tak P(B;|A1) = %

Jelikoz P(B;|A1) = % a P(A1) = 3, tak P(A; N B;) = ¢. Je-li odména v i-tém trezoru, i = 2,3, pak nemiize byt po
prvni volbé otevien a musi byt otevien trezor zbyvajici, proto P(A; N B;) = 0 a P(B;|A;) = 1 pro i # j = P(A; N B;) = 1 pro
i=2,3ai#;].

Jelikoz jsou jevy A1, A2 a Az disjunktni a dohromady pokryvaji cely pravdépodobnostni prostor (jsou v nich obsazeny vSechny
mozné vysledky pokusu), tak P(B;) = 23:1 P(A;NB;)=%+0+ 3 = 3. Pak

P(A1 N B; L |
P(A1|Bi) = 7(1_-,?3_) ) = % = 3
? 2
P(A; N B; e
PsiB) = DGE =2 =2 iz
g 2

tedy i po otevieni prazdného trezoru zustane pravdépodobnost vyhry pro prvné zvoleny trezor stejné, ale pro zbyvajici trezor je
dvojnasobné. Zména truhlic se tedy vyplati.

Uloha lze fesit i graficky. PouZijeme stejné znaceni jako v predeslém feseni. Pak dostaneme tento obrazek.

\K
‘ —
‘ o

Do =
B | =
——
—_
-
—

QIHQ
MH‘
wHQ
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10.

Z obréazku vidime, ze v pfipadé otevieni druhé truhly (&ervené vyznacené piipady), je dvakrat vétsi Sance, ze je vyhra ve tfetim
trezoru, nez Ze je v prvnim trezoru (ktery jsme na pocatku vybrali).

. Zavedeme si nésledujici znadeni: (1,21) je jev, Ze z prvni zasuvky vytdhneme prvni zlatou minci, podobné oznadime dalsi

elementarni jevy (1, 22), (2,2), (2,s), (3,51) a (3, s2). Prvni ¢islo vzdy znadi, z jaké zasuvky bylo taZeno a s, resp. z, znadi tazeni
stiibrné, resp. zlaté, mince. Oznacime-li jev "byla tazena stfibrnd mince” pismenem S a jev ”v zasuvce zbyla zlatd mince”jako
jev A, pak
P(ANS P({(2 1
s — PANS) {sn 1
P(S) P({(275)7(3781),(3,82)}) 3
Uloha lze Fesit i graficky. Pouzijeme znageni I; ... vybraly jsme i-tou zésuvku, Z ... vytahli jsme zlatou minci a S ... vytahli
jsme stfibrnou minci.

1 ] !
3

1 | @ @

2,7 \3 B!

I 1

6

P(ANS P(I3nS 5
Pak P(A|S) = “iig = Poig = thr = &
. Oznacme jevy
1. A = ,porzil alkohol,*
2. H = ,zpusobil nehodu.“
Pak mame P (A) =0.01 a P (A|H) = 0.1. Tudiz
P(H|A)-P(A)
0.1=P(AlH) = =
(AH) P(H|A)-P(A)+ P(H|Ac) - P(A°)
B P (H|A)-0.01 B 1
. ). - P(H[A® :
P(H|A)-0.01+ P (H|A¢)-099 14+ P((HHA)) .99
A vysledek je
P(HIA) _ |,
P(H|Ae)

Oznacéme jevy
A = “kapitan se dozil duchodu,”
B = “kapitan zazil ztroskotani.”

Pak méme P(A|B) = 2, P(A|B) =1, P(B|A) = & = 5 (odhad)
Bayesova véta:

P(B)-P(A|B) + P(B) - P(A|B)
1 2P(B)
12 ZP(B)+(1-P(B))
P(B) = % —0.12
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Alternativni feSeni: Na 5 preziv§ich namoinika ptipadd v pruméru 5 - % = 7.5 Ucastnikd ztroskotani, z toho 2.5 nepfezilo,
celkovy pocet je 60 + 2.5 = 62.5 a pravdépodobnost, Ze se jednd o Gcastnika ztroskotani, je 672—55 = 2—35 (tyto Cetnosti nadm jen

nazornéji nahrazuji pravdépodobnosti, proto neni nutné, aby byly celociselné, pokud vychazime z toho, zZe statistika timrtnosti
pii ztroskotanich je zalozena i na dalSich pfipadech kromé zde uvazovanych; z téch by nemohla vyjit %)

11.

_ — 1.1
P[NZQ‘S:4]:P[NP_S2;i_4}:1 T, 1.1 41123 1 1o
[5=4] 2 sti T35 26t 16 1266
1.1 1 1 2 oo3
P[S=4|N jesudg = 1 1216 2w _ 43 +1
Z+T6+67+"' 44 .3

12.  a) Jde o pravdépodobnost, ze mladsi z déti je dcera, coz nastdvd s pravdépodobnosti g blizkou 1/2, presnéji asi 0.485.
(Predpokladame, ze pohlavi déti jsou nezavisla, coz je ptiblizné spravneé.)

)

b) Pokud pro jednoduchost pfedpokldaddme g = 1/2, pak predpoklad J, ze ”rodina mé asponn 1 dceru,” je splnén s prav-
dépodobnosti P(J) = 1 — (1 — q)> = 3/4, ale to, Zze ”rodina méa 2 dcery,” je podjev D C J s pravdépodobnosti
P(D) =¢* =1/4= P(DnJ). Podminéna pravdépodobnost je

P(DNJ) _P(D) _1/4 1

POV = =5~ =Py ~3a " 3

Obecnéji pro pravdépodobnost narozeni divky ¢

q
P(D|J) =
(D) = s
pro ¢ = 0.485
2
q .
P(D|J)= —— =0.32.
(D|J) e 0.3
13. Oznagme p pravdépodobnost chybného slova pied opravou. Opraveno 2% slov, tedy dostaneme rovnici 0.02 = 0.99 - p 4+ 107% .
(1-p).

= 2:02-0.000 = 30189 — 2.0103 - 10~ 2. Po opravé chybné 0.01-p+10~*- (1 — p) = 2.9902 - 10~ *.
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Nahodné veli¢iny
1. a) Je ndhodné veli¢ina jednozna¢né uréena svym rozdélenim?

b) Je rozdéleni ndhodné veli¢iny jednoznacéné uréeno prislusnou distribuéni funkei?

¢) Mé&jme ndhodnou veli¢inu X a funkci f(z). Lze ze znalosti rozdéleni ndhodné veli¢iny X uréit rozdéleni ndhodné
veliéiny Y = f(X)?

d) Mé&jme dvé ndhodn4 velifiny se stejnym rozdélenim. Musi byt tyto ndhodné veli¢iny definované na stejném prav-
dépodobnostnim prostoru?

e) Nabyvé-li ndhodnd veli¢ina spoc¢etné mnoha hodnot, musi byt jeji distribuéni funkce po ¢astech konstantni?
f) Nabyva-li ndhodna veli¢ina nespocetné mnoha hodnot, musi byt jeji distribuéni funkce spojita?
g) Lze ze znalosti hustoty f(z) rozdéleni ndhodné veli¢iny X uréit ptislusnou distribuéni funkei?

2. Uvazujeme diskrétni ndhodnou veli¢inu X s rovnoménym rozdélenim (Zddnou z moznych hodnot nepreferujeme), ktera
nabyva hodnou 1,2, ...,n. Urcete jeji rozdéleni, distribuc¢ni funkci, stfedni hodnotu a rozptyl.

3. Uvazujeme spojitou ndhodnou veli¢inu X s rovnomérnym rozdélenim (Zddnou z moZnych hodnot nepreferujeme), ktera
nabyva hodnou z intervalu [0, 2] (vSech hodnot z intervalu [0,2]). Uréete rozdéleni n.v. X, jeji hustotu, distribuéni
funkci, stfedni hodnotu a rozptyl.

4. V penézence méate dvé papirové pétisetkoruny, jednu tisicikorunu a jednu dvoutisicikorunovou bankovku. Zlod€éj vam z
penéZenky ndhodné vybere dvé bankovky. Ozna¢me X nahodnou veli¢inu, kterd udéava, o kolik penéz jste pravé prisli.
a) Urcete rozdéleni X, tj. jakych hodnot veli¢ina X nabyva a s jakymi pravdépodobnostmi.
b) Nakreslete distribuéni funkci veli¢iny X.

¢) Zlodéj nésledné zaplati 1000 K¢ za $patné parkovéni a doma mu manzelka zabavi ¢tyfi pétiny z toho, co donese.
Oznacme Y veli¢inu udavajici ¢astku, kterad zlodéji po tom vSem zustane. Urcete rozdéleni Y.

— Urcete rozptyl veliciny Y.
d) S jakou pravdépodobnosti si bude zlod&j moci veéer v hospodé koupit vecefi za 210 K&?
e) Urcete stfedni hodnotu EX a rozptyl varX.

5. Cyril mé na svazku 8 kli¢t a snazi se odemknout dvefe (ke kterym pasuje pravé jeden kli¢). Nahodné vybere kli¢
a vyzkousi ho. Po kazdém netspésném pokusu mu klice spadnou na zem a dalsi kli¢ znovu voli zcela ndhodné. Tak
pokracuje, dokud koneéné dvere neotevte.

i) Jaké je rozdéleni poc¢tu vSech nedspésnych Cyrilovych pokust?
ii) Jaky je ofekdvany pocet netispésnych pokusi?
iii) Jaky je rozptyl poc¢tu netspesnych pokusa?
6. Uvazujme n nezavislych pokust, kde kazdy ma pravdépodobnost tspéchu p.
i) Jaké je rozdéleni poétu vSech tspésnych pokusi?
ii) Jaky je ofekdvany pocet tispésnych pokusi?
iii) Jaky je rozptyl po¢tu uspésnych pokusi?
7. Necht X znaéi ndhodnou veli¢inu urc¢ujici pocet prijatych hovort béhem jednoho dne na konkrétni telefonni tstfedné.
k
Piedpokladejme, ze rozdéleni ndhodné veli¢iny X je P(X = k) = 6_/\)1\7!7 k=0,1,2,...
i) Urcete stfedni hodnotu EX.
ii) Uréete rozptyl varX.

8. Necht X; méa Poissonovo rozdéleni s parametrem \;, X5 ma Poissonovo rozdéleni s parametrem Ay a X; a X5 jsou
nezévislé nahodné veli¢iny. Urcete rozdéleni ndhodné veli¢iny ¥ = X; + Xo.

9. Necht poéet pFichozich hovori na ustfedné béhem daného ¢asového intervalu se Fidi Poissonovym rozdélenim (parametr
A je pfimo tmérny délce ¢asového intervalu). Priumérné piijde béhem hodiny dvacet hovori.
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10.

11.

12.

13.

14.

a) Jaké je rozdéleni poctu prichozich hovorti béhem deseti minut?

b) Jaka je pravdépodobnost, Ze béhem nasledujici minuty pfijme tGstfedna alespont dva hovory?

c¢) Jaké je rozdéleni doby éekani na dalsi hovor (v minutach)? Urcete jeho hustotu.

d) Jaka je rozdéleni doby ¢ekéni na dalsi hovor, vime-li, Ze hovor nepfiSel béhem ¢asového intervalu [0, T]?
)

Na jak dlouho si operator v ustfedné muze odskodit pro kafe, aby s pravdépodobnosti 0.9 nepromeskal zadny
prichozy hovor?

€

Semena maji kli¢ivost p € (0,1). Jaky je optimdlni podet n semen v jamce, aby byla co nejvyssi pravdépodobnost, ze
vykli¢i pravé jedno? Reste obecné a pro p = 1/3.

Do obchodu prijde pramérné 10 zékaznikt za hodinu, z toho je primérné 60% zen. Jak4 je pravdépodobnost, Ze béhem
pul hodiny pfijdou do obchodu alespori 3 zékaznici a vSechno to budou zeny?

Uvazujme nahodnou veli¢inu X s hustotou fx(z) = Ae™**, 2 > 0 (exponencidlni rozdéleni).

a) Urcete stfedni hodnotu EX.

=

)

) Urcete rozptyl varX.

c¢) Urcete pravdépodobnost, 7e X > ¢, ¢ > 0.
)

Jaka je pravdépodobnost, ze X > t + s za podminky X >t (¢t > 0,s > 0)? Jinak feceno, je-li naptiklad X doba
¢ekani na prijezd autobusu, tak jaka je pravdépodobnost, ze budeme cekat jeSté s minut, za podminky, Ze jsme
jiz Cekali ¢ minut?

[N

Uvazujme, Ze mé ndhodna veli¢ina spojité rozdéleni, které je bez paméti, tj. P(X < t+ s|X > s) = P(X < t). Déle
predpokladame, Ze pro hustotu tohoto rozdéleni f(t) plati:

f&)=0 t<0,

f&)y>0 t>0

a hustota f je spojitd na [0, 00). Jaky tvar tato hustota mé a o jaké rozdéleni se jedna?

Na auté jsou provadény dvé nezavislé opravy a obé opravy budou hotovy do jedné hodiny. Predpoklddejme, Ze obé
opravy jsou v takové fazi, Ze rozdéleni ¢asu do ukonceni konkrétni opravy je rovnomeérné.

a) Jaka je stfedni hodnota a rozptyl ¢ekani na ukonceni prvni opravy?
b
¢

d

)
) Jaké je rozdéleni doby do ukonéeni obou oprav?

) Urcete pravdépodobnost, ze obé opravy budou ukonéeny do 45 minut.

) Uvazujme situaci, kdy opravy nebudou provadény soucasné, ale postupné. Jaké rozdéleni bude mit ¢as ukonceni
obou oprav?

e) Uvazujme nyni n nezavislych oprav, jejichz doba mé rovnomérné rozdéleni R(0,60). Necht T} je ¢as, kdy bude
dokoncena prvni z oprav, a Ts ¢as, kdy bude dokoncena posledni z oprav. Jaké je rozdéleni n.v. 71 a T5?

_—w?
15. Mé&jme ndhodnou veli¢inu X s rozdélenim s hustotou f(z) = Ce™ 27 pro z € R.

a) Urcete konstantu C.
b) Jaka je stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X7

c¢) Jaky je rozptyl n.v. X7

16. Necht ma nahodny vektor (X,Y’) rovnomérné rozdéleni na mnoziné Q = {(z,y) € R? : 2% +y? < 1}.

a) Urcete sdruzenou hustotu rozdéleni vektoru (X,Y).
b) Urlete marginalni hustotu fx(z) rozdéleni n.v. X.
c¢) Jsou ndhodné veli¢iny X a Y nezavislé?

_ 2%+ 2pwy+y?

17. Nechf m4 nahodny vektor (X,Y) rozdéleni s hustotou fxy(z,y) = —F——e  20-+> na R2.

24/ 1—p2

a) UrCete rozdéleni n.v. X.
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b) Jsou n.v. X a Y nezavislé?

g)

RESENI

Ne. Uvazujme pravidelnou hraci kostku a necht si dva rtizni lidé jeji strany oznadi ¢isly 1,...,6 tak, aby se znacdeni alespon
na nékterych stranach neshodovalo. Pokud X je ndhodné veli¢ina oznacujici, jaké ¢islo padlo na kostce vzhledem k prvnimu
znaceni, a Y je ndhodna veli¢ina oznacujici, jaké ¢islo padlo na kostce vzhledem k druhému znaceni, pak rozdéleni téchto
veli¢in je stejné (P(X = k) = P(Y = k) = 1/6 pro k = 1,...,6), ale ndhodné veli¢iny X a Y nejsou stejné, jelikoz

P(X =Y) <1 (existuje w € Q takové, ze X (w) # Y (w).
Ano. Px((a, )) P(X € (a,b)) = P(X <b)— P(X <a)=F(b) —limy—at F(z).
Ano. Py((a,b)) = P(Y € (a,b)) = P(f(X) € (a,b)) = P(X € f'((a,)))) = Px(f~"((a,b))), kde f~'(M) znaéi vzor
mnoziny M pr1 zobrazeni f.
Nemusi.
Ano.

Ne. Uvazujme ndhodnou veli¢inu X s distribu¢ni funkci

0, z<0,
F(z)=q%, 0<z<1,
1, x=>1,

pak X nabyvé nespoéetné hodnot, ale I’ neni spojita funkce.
Ano, F(z f N

2. Px(k) = P(X =k)=2Xprok=1,..,n

0, x<1,
Flx)=¢% ze(kk+1,k=1,..,(n—1),
1, z>n.
EX =S k-P(X =k) = k;:”;r
k=1 k=1

varX = EX? — (EX)® =

6 4

lingR
>~
[V
S
|
/N
3
|+
—

)2:1.n(n+1)(2n+1) (n+1)?

(n+1)(2 (2n—|—1)—3(n—|—1) _ (n—&—l)(n—l)‘

12 12

Px((a,b)) = P(X € (a,b)) = min{b, 2} — max{a, 0}

2 b)
0, z<0,
Fz)=4q%, z¢€(0,2]
1, x>2,
L2 elo,2],
fay=q2 =02
07 m¢[072]7

—o0
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4.  a)
() _1
P(X = 1000 = (500 + 500)) = (%) =5
2
(-1 _1
P(X = 1500 = (1000 + 500)) = O =3
2
(-1 _1
P(X = 2500 = (2000 + 500)) = o =3
2
1-1 1
P(X = 3000 = (2000 + 1000)) = Ol
2
+ 1 o0—
+ § (¢} ®
6
+ l [c} PY
2
1
+ 6 o—o
@ + + +
1000 1500 2500 3000
xr

b)

c) Y= w7 tedy:

P(Y =0) = P(X = 1000) =
P(Y = 100) = P(X = 1500) =

P(Y = 300) = P(X = 2500) =

D~ Wl Wl O~

P(Y = 400) = P(X = 3000) =
P(Y > 210) = P(Y = 300) + P(Y = 400) = %

EX:Zk.P(X:k):1000%+1500-1+2500%+3000%:2000.

3
keS
varX:Z(k—JEX)Q-P(sz):10002-1+5002~1+5002-1+10002-1:500000.
6 3 3 6
kesS
5. i) P(X=k= (D)L k=01,
ii)
= k = k—1 ~ a k = k
EX = kp*(1—p)=(1—ppY_kp f(l—p)pzafp(p )=1-ppg-> p
k=0 k=1 k=1 k=1
0 p l1-p+p p
:1—ppf<7>:1—pp -,
( )829 1-p 1-7) (I-p3? 1-p

kde p = I, tedy EX = 7.
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iii)

pro p = %, tedy varX = 56.
6. i) P(X=k=Q)p0-p" " k=1,2,.,n
ii)

iii)

k=0 k=1

:Zk‘(k‘— 1) <k>pk(1_p)" k+zk<k>pk(1 p)nik
k=1 k=1

=2 _k(k=1) (Z)pk(l —p)" =3 #&]‘;,Qﬂpk(l —p)" " +np
k=2 k=2

—2\ .
o <2—2>pk 0 =p)" " +np=n(n—1)p" +np
k=2

EX = ik&e** =X i AT e et = A
k! (k—1)! ’
k=0 k=1
ii)
s w2\ o Mo e A a2 AP 2
EX? =) ket =D k(1) ge 4 Y ket =e Azm—i—)\:)\ +,
k=0 k=2 k=0 k=2
varX =EX* — (EX)> =X+ 1=\ =\
8.
k k
P(Y=k)=P(X1+Xo=k) =Y P(X1i=0,Xo=k—i)=>» P(X1=i)P(Xs =k —1i)
i=0 i=0

ko —xiyi _—Asyk—i k
eTAL e —(A1+X2) 1 i k—i
= . = — A
; il k—iy _°© ;i!(k—i)! 12

—(A1+r2) K —(A1+A2) K
€ k! iyk—i _ € kY. iyk—i
=X T s ™ 2 (')A”?

i i=0

=0

e~ (MtA2)

= T(/\1 +2)f k=0,1,..
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11.

a) Je-li X(0) pocet pfichozich hovorii za hodinu, pak EX g0y = A = 20. Rozdéleni X0y poctu pfichozich hovorti béhem deseti

10\k
minut je tedy Poissonovo s parametrem \ = %0 = 10 tedy P(X(o) =k) = e~ ( ?;C,) ,prok=0,1,....

b)

3

oS} (&S] 1 1
_ _Z _13% Z_;;k_ _1 1, _14
kE:QP(X(1>7k)7 e 3ﬁ717 (& 3H7176 3(1‘1‘5)7176 35.

¢) Necht Y je ¢as mezi dvéma hovory (v minutach). Pak

EO
Fy(t):P(Y<t):1—P(Y2t):1—P(X<t>:o):1—e‘%(3) =1-¢5.

0!
-5
hy(t) = Fp(t) = S, t>0
P(Y >1t)
= = — > = _ N = 7
Fylyst(t) =PY <tlY >T)=1-P(Y 2ty >T) =1 PV > T)
P(X(t) = O) 67% _t=T
=1- =1- =1l—-e¢ 3 =FK0t-T), t>T.
P(X(T):O e*% v( ) o

e) P(X;=0)=e M= e 3 > 0.9, tedy —% >1n0.9=1¢<3In0.9 =0.316. Operator ma 0.316 minuty, tedy asi 19s.
10. Pocet vyklicenych zrn mé o binomické rozdéleni Bi(n,p) a pro n € N (n > 1) nabyva hodnoty 1 s pravdépodobnosti

gn)y=()p' A-p)" " =npl-p)"".

Takové funkce g je definovand pro vSechna kladné redlnd n a je unimodalni (do maxima rostouci, pak klesajici), takze maximum
nastava v jediném bodé s nulovou derivaci

gm)=pl—p)" " 4+npl-p)" 'In(l—p)=p1-p)" (1+nl-p).

Nulova muaze byt pouze posledni zavorka, a to pro

-1
In(1-p)

n =

Maximum v oboru pfirozenych é&isel nastava pro jedno ze dvou celych &isel, ktera jsou nejblize této hodnots. Pro p = 1/3 je ¢’

nulova v

=L - 2.466
2
In =

3

tedy zde nastdvd maximum pro n € {2, 3}, a to pro obé hodnoty, nebot dosezenim zjistime, ze

HIONCORE RHIONGOIN

P.S.: Z ekonomickych diavodi se proto vyplati zasadit jen 2

Ozna¢me X; ndhodnou veli¢inu popisujici poc¢et zen béhem pil hodiny a X2 ndhodnou veli¢inu popisujici pocet muzi béhem
pil hodiny. Pak

k k
Mo X

P(Xi=k) = Te

kde A1 = 3 a A2 = 2. Hledana pravdépodobnost je tedy

3 520 L, st SEAEA .
P(X123,Xo=0)=P(X1 23)P(X2=0)=>» e Se?=e?> o=[1-) e ?)e?

oo

EX = / z - e Mdx PE [—m . efm] = +/
0 0 0

Az

1

ef’\xdxzo—l—{—e } ==
0

EX? = / 22 Ae Mdx PE [f;cQ . efm} =
0 0

oo B 2 0o B 2
2 Amd =0 “ Y )\zd _ 2
+/0 Te x +)\/O - \e T "
2 1 1
VarX:]EX2—(IEX)2:77 ———
A2 A2 A2
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PIX >t =1-Fx(t) = / Ae Ndz = [—e*“ro =N,
t

t

PIX>t+sX>t PX>t+s] e+
PIX >t+s|X >t = RS > ST ="

Tento vysledek lze interpretovat tak, Ze exponencidlni rozdéleni nemé pamét.

=e M =P[X > ]

13.

PX <t+s|X>s)=P(X<t)
P(X <t+s5,X > s)

PIX>s) =P(X <t)
—P(S;&( ; z)+ %) _ p(x <)
ot .
s =, Hoe
ot N
W :/S f(x)dx

s+t 0o
im M = lim / f(z)dx

t—0+ fot f(z)dzx =0+

1(s) = /:0 f(x)dx

7(0)

0 f(s) o0 [~

By 0 = s [, J@as
P8
£ s

Dostaneme tedy diferencialni rovnici f(s) = —f(0)f(s), tedy f(s) = Ce™©* Oznaéme A = f(0), pak f(s) = Ce™**. Jelikoz
I3 f(s)ds = 1, dostaneme C' = A, tedy hustota ma tvar f(s) = Xe™>* co¥ je hustota exponencidlniho rozdéleni. Pokud tedy
chceme spojité rozdéleni na [0,00) se spojitou hustotou, které nema pamétf, tak mame jedinou moznost a to exponencidlni
rozdéleni.

14. Oznaéme X; ¢as v minutdch, ktery musi majitel jesté ¢ekat na dokondceni i-té opravy, i = 1, 2. Za zadani plyne, ze X; ~ R(0, 60),
tj. hustota rozdéleni této ndhodné veli¢iny je:

fl@) = =, € (0,60),

60’
=0, z¢/(0,60).
a)
EX = /QX(w)dP(w) = /Rxf(a:)dx 2/0 @dx = 30.

VarX; = E(X —EX)? =EX? — (EX)? = / 2?1 dz — 30°
0

(133 60
=|— — 900 = 1200 — 900 = 300.
180,
Stfedni doba ¢ekani na ukondéeni prvni opravy je tedy 30 minut, rozptyl je 300.

b) Ozna¢me X dobu do ukonéeni obou oprav, pak X = max{Xi, X2}. Uréime distribuéni funkci ndhodné veli¢iny X.

Fx(m)IP(X<$)=P(X1 <1’,X2 <1’)=P(X1 <LK)P(X2 <.T)

1 2 T2 x>
= —dt| =(=—=) = .
</0 60 ) (60) 3600
Z distribuc¢ni funkce F'x ur¢ime hustotu fx n.v. X.

0 o z? T
Fx(@) = 5, Fx(@) = 503566 = 1800

Rozdéleni ukonceni obou oprav je urceno uvedenou distribuéni funkci nebo ekvivalentné vypoc¢itanou hustotou.

.z € (0,60.)
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701 X+ Xo =1t > 60
1 2 =1
60
50 N
RN
SN ¢
40 ’0’0’0‘;
SN
S
T X2 SIS
LS
30 FRIRRIIRKR
RRRRERIIIN
RN
dodelet0t0 %0200 %00 %0 %)
20 L3RRI
P20 20002000 20 2020 %020 %%
LIRSS
DoSe 0 t0t0 %020 0 0% %0 %
SRIIEIRERIIIIIIRES
o200 202000 %020 %0 2000 %
10 P8RRI
02020202000 %000 0 %0 20 %t
SIS
0 R KL
-10 o] 10 20 30 40 5 60 70 80 90
o — X, X+ Xo=t < 60

Obrazek 7:
Zeleny ¢tverec [0,60]% zobrazuje mnozinu vsech realizaci nahodnych veli¢in X, Xo (tj. prostor ), éervené vysrafovana oblast
je oblast, kde Y < ¢ pro t < 60 (Gast 1.), modfe vySrafovand oblast je oblast, kde Y < t pro ¢t > 60 (st 2.).

c)
2025 9

45 x 1’2
P(X < 45) = do = - -2
(X< 45) /0 1800 [3600]0 3600 16

d) Ozna¢me Y &s ukonéeni obou oprav, pak Y = X + X». Sdruzend hustota fx, x,(z,y) = fx,(2)fx,(y) = 3055 Pro
(z,y) € [0,60]* (Jelikoz jsou n.v. X1 a Xo nezavislé). Pro jednoduchost rozdélime vypocet na dvé situace.

I. t <60, pak

t

t t—:cl 1
Fy(t)=P(Y <t)=P(X X t) = ——dydr = —— t—x)d
y (¢) (Y <) (X1 +X2<t) /o/o 3600 W9 = 3550 O( x)dx
2

1 [t—a)?]" ¢
= = t
3600 [ —2 ]0 2000 L€ (0.60)

tedy fy () = ﬁ, t € (0,60).

II. t > 60, pak
60 ,min{60,t—z} 1
Fy(t)=P(Y <t)=P(X1 + X t) = ——dyd.
y (t) (Y < t) (X1 +X2<t) /0 /o 3600 Ve
1 [t 5 1 —t2 t2 t
=—— | =—(t—60 =—— | — 4120t - 3600 | = — — —1
3600 (2 ( ) ) 3600 < 2 + 7200 + 30 ’

tedy fy(t) = —3g5 + 35, t € (60,120).
e) T = min{Xy, ..., X,,} a T» = max{Xq,.., Xn}. Pak

Frz) =Pl <x)=PX1<2,... Xpn <) = ﬁP(X,— <z)= </I %dt)n
- (&)

n—1

= a% (6%)” - ng()n ’
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Fr (z) = P(Th < z) = P(min{X1, ..., Xn} <z) =1— P(min{Xy, ..., Xn} > )
60
—P(X1 >, X, > 1) *I—HPX > ) 71—1_[/ idt

:1_<60—1:>
60

15.  a) Jelikoz je f hustota, tak plati:

(z—p)?

/Rf(m)dx:/RCe* 202 dx =1

1 / ,(Tfﬂé)Qd
- = 20 .
C ]Re X

_@=pw?
Jelikoz ale neumime pfimo vypocitat integral f]R e 202 dx, pomuzeme si nasledujicim trikem. Postupné pouzijeme sub-

V=g, w=y—p
dv = dx, dw = dy

1 _(I*H)Z 2 CE _(y=m? _m=w? (=2
oo e o2 dr) = [ e 2?2 dxr- [ e 22 dy= e 202 e 202 dydx
R R RJR
e y-w? +(y /—b)2 (%) w2402
dydr = e 202 dwdv =
RJR

OO
© 27T/ e toldt = 2no” [7(14]:0 = 270>,
0

a proto

stituce: () = ;;2: dt = Jzdr

)

Tedy

= — U

1 (w—w)2 ‘ dv = dr ‘
EX = x e 202 dx / +ﬂ

+2
T 202t

e Wdt L.

1
V2mo?

1 _@=w? 5
e 22 dr—p
V2ro?

VarX = EX” — (EX)* = / z?
R

= t+ e 202t = t —+ t + e 202 dt

2
e 20

:/f2 ! eiﬁdl‘p‘:ﬁ‘ {t ! (—0267%)} —|—02/ !
R V2102 V2ro? o R V2mo?2

16.  a) Jelikoz ma n.v. (X,Y’) rovnomérné rozdéleni na (2, tak

fX,Y(iC7Z/) =G (:E,y) €N
=0, (x,y) Z Q.

/cdxdy:1:>c:l.
Q 0

1Prvni integral je roven jedné, jelikoz integrujeme hustotu, druhy je roven nule, jelikoZ integrujeme lichou funkci.
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1—a2
fx(z) = /RfX,Y(%y)dy = ldy = = [ @

yER:z2+y2<1 ™ ™ 1—z2

c) X a Y jsou nezavislé, kdyz fxy(z,y) = fx(z)- fr(y). Jelikoz je uloha symetrickd, tak fx(z) = fy(x). Dostavame
fxy(z,y) =0 # fx(2)fy(z) pro (z,y) € [-1,1]*\ Q, tedy veliciny X a Y jsou zavislé. To lze také snadno nahlédnout z
tvaru mnoziny Q2

17.  a)
fx(z) = / 1 = m?ﬁ;ggtﬁ dy = / 1 = (nm+yz)(21t<:—)p2)m2 dy
R 27m4/1 — p? R 27m4/1 — p?
__ L% / B S e P TR N
VI~ L Vor
Tedy X ~ N(0,1).
b) Ze symetrie dostaneme Y ~ N(0,1) a fy(y) = #6_%. X aY jsou nezavislé & fxy(z,y) = fx(z)fy(y). To plati pouze

var
pro p = 0, v ostatnich pfipadech jsou n.v. X a Y zavislé.

2Aby mohly byt n.v. X a Y nezavislé, tak by musela byt tato mnozina obdelnikova. Takto nabyva sice n.v. X hodnot z intervalu [—1,1], ale

pro konkrétni hodnoty y, kterych nabyva n.v. Y uz nabyva n.v. X pouze hodnoty z intervalu [—/1 — y2, /1 — y2].
_ (pzty)?
e 20-r?) je hustota normalniho rozdéleni s parametry u = —pz a 02 =1 — p2.

3 Jelikoz

1
V2r(1-p?)
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Nahodny vektor a centralni limitni véta

1. Ostépaika Anna ma primérnou délku hodu 67 m se smérodatnou odchylkou 6 m. Ostépaika Barbora mé primérnou
délku hodu 75 m se smérodatnou odchylkou 3 m. Pfedpoklddejme, ze délky hod maji nezavisla norméalni rozdéleni.
Spoctéte pravdépodobnost, ze pfi jednom hodu hodi Anna dél nez Barbora.

2. Uvazujme nezavislé ndhodné veli¢iny X;, kde X; ~ R(0,a).

a) Necht Y = 23" | X;. Uréete EY a varY.
b) Necht Z = max{Xy,..., X, }. Uréete EZ a varZ.

¢) Zamyslete se nad vysledky z ¢asti a) a b). Co se lze domnivat o konvergnenci ndhodngch veli¢in Y a Z pron — co?

3. Na rodinné farmé se narodi primérné 8 kufat za jeden den. Pfedpokladejme, Ze pocet narozenych kurat se ¥idi Pois-
sonovym rozdélenim. Jaka je pravdépodobnost, ze se v dubnu narodilo na této farmé vice nez 230 kurat?

4. Student matfyzu jezdi kazdy pracovni den do skoly kolem devaté hodiny ranni a ze skoly kolem paté hodiny vecerni,
pouze v patek student odjizdi ze skoly jiz kolem druhé hodiny. K cesté do skoly a zpét pouziva linku metra B, kterd ma
kolem devéate ranni hodiny i paté odpoledni hodiny intervaly 3 minuty a kolem druhé odpoledni hodiny mé intervaly
7 minut. Semestr ma 14 tydnt a pfedpokladejme pro jednoduchost, ze v kazdy pracovni den semestru probiha vyuka,
na kterou student jel. Odhadnéte pravdépodobnost, Ze student stravil ¢ekdnim na metro B v daném semestru vice jak
4 hodiny? Reste pomoci CLV.

5. Letecka spole¢nost prodava letenky a chce co nejvice usSetfit. Letadlo Boeing Nexh Generation 737-900 méa 220 mist,
ale vi se, ze zhruba 5 % lidi se k odletu nedostavi.

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze pokud spoleénost prodd 225 letenek, nepfesahne podet cestujicich kapacitu letadla?

b) Kolik muZe spole¢nost prodat letenek na jeden let, chee-li drzet pravdépodobnost, Ze nepfesdhne kapacitu, kolem

90 %7

6. Plavcik v 1ét€ pomaha tonoucimu primeérné jednou za dva dny. Jakéd je pravdépodobnost, ze béhem letnich prazdnin
(Gervenec a srpen) bude pomahat tonoucimu vice nez 26 krat?
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Tabulka 1: Distribuén{ funkce ®(x) normovanino normélniho rozdéleni.
0.00 | 0.5000 | 0.24 | 0.5948 | 0.48 | 0.6844 | 0.72 | 0.7642 | 0.96 | 0.8315
0.01 | 0.5040 | 0.25 | 0.5987 | 0.49 | 0.6879 | 0.73 | 0.7673 | 0.97 | 0.8340
0.02 | 0.5080 | 0.26 | 0.6026 | 0.50 | 0.6915 | 0.74 | 0.7703 | 0.98 | 0.8365
0.03 | 0.5120 | 0.27 | 0.6064 | 0.51 | 0.6950 | 0.75 | 0.7734 | 0.99 | 0.8389
0.04 | 0.5160 | 0.28 | 0.6103 | 0.52 | 0.6985 | 0.76 | 0.7764 | 1.00 | 0.8413
0.05 | 0.5199 | 0.29 | 0.6141 | 0.53 | 0.7019 | 0.77 | 0.7794 | 1.01 | 0.8438
0.06 | 0.5239 | 0.30 | 0.6179 | 0.54 | 0.7054 | 0.78 | 0.7823 | 1.02 | 0.8461
0.07 | 0.5279 | 0.31 | 0.6217 | 0.55 | 0.7088 | 0.79 | 0.7852 | 1.03 | 0.8485
0.08 | 0.5319 | 0.32 | 0.6255 | 0.56 | 0.7123 | 0.80 | 0.7881 | 1.04 | 0.8508
0.09 | 0.5359 | 0.33 | 0.6292 | 0.57 | 0.7157 | 0.81 | 0.7910 | 1.05 | 0.8531
0.10 | 0.5398 | 0.34 | 0.6331 | 0.58 | 0.7190 | 0.82 | 0.7939 | 1.06 | 0.8554
0.11 | 0.5438 | 0.35 | 0.6368 | 0.59 | 0.7224 | 0.83 | 0.7967 | 1.07 | 0.8577
0.12 | 0.5478 | 0.36 | 0.6406 | 0.60 | 0.7257 | 0.84 | 0.7995 | 1.08 | 0.8599
0.13 | 0.5517 | 0.37 | 0.6443 | 0.61 | 0.7291 | 0.85 | 0.8023 | 1.09 | 0.8621
0.14 | 0.5557 | 0.38 | 0.6480 | 0.62 | 0.7324 | 0.86 | 0.8051 | 1.10 | 0.8643
0.15 | 0.5596 | 0.39 | 0.6517 | 0.63 | 0.7357 | 0.87 | 0.8078 | 1.11 | 0.8665
0.16 | 0.5636 | 0.40 | 0.6554 | 0.64 | 0.7389 | 0.88 | 0.8106 | 1.12 | 0.8686
0.17 | 0.5675 | 0.41 | 0.6591 | 0.65 | 0.7422 | 0.89 | 0.8133 | 1.13 | 0.8708
0.18 | 0.5714 | 0.42 | 0.6628 | 0.66 | 0.7454 | 0.90 | 0.8159 | 1.14 | 0.8729
0.19 | 0.5753 | 0.43 | 0.6664 | 0.67 | 0.7486 | 0.91 | 0.8186 | 1.15 | 0.8749
0.20 | 0.5793 | 0.44 | 0.6700 | 0.68 | 0.7517 | 0.92 | 0.8212 | 1.16 | 0.8770
0.21 | 0.5832 | 0.45 | 0.6736 | 0.69 | 0.7549 | 0.93 | 0.8238 | 1.17 | 0.8790
0.22 | 0.5871 | 0.46 | 0.6772 | 0.70 | 0.7580 | 0.94 | 0.8264 | 1.18 | 0.8810
0.23 | 0.5910 | 0.47 | 0.6808 | 0.71 | 0.7611 | 0.95 | 0.8289 | 1.19 | 0.8830
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1.20 | 0.8849 | 1.48 | 0.9306 | 1.76 | 0.9608 | 2.08 | 0.9812 | 2.64 | 0.9959
1.21 | 0.8869 | 1.49 | 0.9319 | 1.77 | 0.9616 | 2.10 | 0.9821 | 2.66 | 0.9961
1.22 | 0.8888 | 1.50 | 0.9332 | 1.78 | 0.9625 | 2.12 | 0.9830 | 2.68 0.9963
1.23 | 0.8907 | 1.51 | 0.9345 | 1.79 | 0.9633 | 2.14 | 0.9838 | 2.70 | 0.9965
1.24 | 0.8925 | 1.52 | 0.9357 | 1.80 | 0.9641 | 2.16 | 0.9846 | 2.72 0.9967
1.25 | 0.8944 | 1.53 | 0.9370 | 1.81 | 0.9649 | 2.18 | 0.9854 | 2.74 | 0.9969
1.26 | 0.8962 | 1.54 | 0.9382 | 1.82 | 0.9656 | 2.20 | 0.9861 | 2.76 | 0.9971
1.27 | 0.8980 | 1.55 | 0.9394 | 1.83 | 0.9664 | 2.22 | 0.9868 | 2.78 | 0.9973
1.28 | 0.8997 | 1.56 | 0.9406 | 1.84 | 0.9671 | 2.24 | 0.9875 | 2.80 | 0.9974
1.29 | 0.9015 | 1.57 | 0.9418 | 1.85 | 0.9678 | 2.26 | 0.9881 | 2.82 0.9976
1.30 | 0.9032 | 1.58 | 0.9429 | 1.86 | 0.9686 | 2.28 | 0.9887 | 2.84 | 0.9977
1.31 | 0.9049 | 1.59 | 0.9441 | 1.87 | 0.9693 | 2.30 | 0.9893 | 2.86 0.9979
1.32 | 0.9066 | 1.60 | 0.9452 | 1.88 | 0.9699 | 2.32 | 0.9898 | 2.88 | 0.9980
1.33 | 0.9082 | 1.61 | 0.9463 | 1.89 | 0.9706 | 2.34 | 0.9904 | 2.90 | 0.9981
1.34 |1 0.9099 | 1.62 | 0.9474 | 1.90 | 0.9713 | 2.36 | 0.9909 | 2.92 | 0.9982
1.35 | 09115 | 1.63 | 0.9484 | 1.91 | 0.9719 | 2.38 | 0.9913 | 2.94 | 0.9984
1.36 | 0.9131 | 1.64 | 0.9495 | 1.92 | 0.9726 | 2.40 | 0.9918 | 2.96 | 0.9985
1.37 | 0.9137 | 1.65 | 0.9505 | 1.93 | 0.9732 | 2.42 | 0.9922 | 2.98 0.9986
1.38 | 0.9162 | 1.66 | 0.9515 | 1.94 | 0.9738 | 2.44 | 0.9927 | 3.00 | 0.99865
1.39 | 0.9177 | 1.67 | 0.9525 | 1.95 | 0.9744 | 2.46 | 0.9931 | 3.20 | 0.99931
1.40 | 0.9192 | 1.68 | 0.9535 | 1.96 | 0.9750 | 2.48 | 0.9934 | 3.40 | 0.99966
1.41 | 0.9207 | 1.69 | 0.9545 | 1.97 | 0.9756 | 2.50 | 0.9938 | 3.60 | 0.999841
1.42 1 0.9222 | 1.70 | 0.9554 | 1.98 | 0.9761 | 2.52 | 0.9941 | 3.80 | 0.999928
1.43 | 0.9236 | 1.71 | 0.9564 | 1.99 | 0.9767 | 2.54 | 0.9945 | 4.00 | 0.999968
1.44 1 0.9251 | 1.72 | 0.9573 | 2.00 | 0.9772 | 2.56 | 0.9948 | 4.50 | 0.999997
1.45 | 0.9265 | 1.73 | 0.9582 | 2.02 | 0.9783 | 2.58 | 0.9951 | 5.00 | 0.999999
1.46 | 0.9279 | 1.74 | 0.9591 | 2.04 | 0.9793 | 2.60 | 0.9953
1.47 1 0.9292 | 1.75 | 0.9599 | 2.06 | 0.9803 | 2.62 | 0.9955




