FAKTORALGEBRY

DAVID STANOVSKY

1. KONGRUENCE A FAKTORALGEBRY

V fadé situaci se v matematice vyskytuje nasledujici myslenka: mame dan kom-
plikovany objekt, nékteré jeho prvky ,ztotoznime*, ¢imz dostaneme jednodussi ob-
jekt, tzv. faktorobjekt, se kterym se v dané situaci lépe pracuje. Jako bychom se na
objekt podivali zddlky a misto jednotlivych prvki zacali vidét obldcky (navzdjem
nerozligitelnych prvki), tak jako hvézdar neni schopen rozlisit jednotlivé hvézdy v
galaxiich. Na faktorobjekt (tj. na oblacky) pak pfetdhneme vlastnosti ptivodniho
objektu (tj. jednotlivych hvézd).

Formalng, bud A mnozina s né&jakou strukturou (algebra, graf, metricky prostor,
atd.) a ~ vhodné ekvivalence na A, kterd popisuje, které prvky ztotoznime. Fak-
torobjekt bude mit za nosnou mnozinu bloky této ekvivalence, tj. A/~ = {[a]~ :
a € A}, a strukturu pfetdhneme na bloky tak, ze blok [a]. = {b€ A: b~ a} bude
simulovat roli prvku a. Ne kazd4a ekvivalence je vsak pro tuto konstrukci vhodné:
takova ekvivalence musi néjakym zptisobem respektovat ptivodni strukturu. V al-
gebfe se takové ekvivalence nazyvaji kongruence.

Definice. Bud A algebra v jazyce X. Ekvivalence ~ na nosné mnoziné A se na-
zyvé kongruence algebry A, pokud pro kazdy m-arni symbol ¢ € ¥ a vSechna
a1y...,0n,b1,...,b, € A plati: pokud a3 ~ by, ..., ap ~ by, pak

o (a1,...,an) ~ o™ (by,... by).

Stoji za to explicitné uvést, ze pro binarni symbol * podminka fika, ze pokud
ay ~ b1 a ag ~ bQ, pak
aj * ag ~ by *x by,
a pro unarni symbol ' ¥ika, ze pokud a ~ b, pak
a ~b.
Konstanty zde nehraji zadnou roli, protoze ¢ ~ ¢ v kazdé ekvivalenci.

Piiklad. Uvazujme algebru (Z,+, —, -) a definujme na Z relaci a ~,, b pravé tehdy,
kdyZ a = b (mod n). Tvrzeni ?? ¥k pfesné to, Ze jde o kongruenci této algebry.

Definice. Bud A algebra a ~ jeji kongruence. Uvazujme mnozinu A/~ = {[a]~ :
a € A} a definujme na ni operace pfedpisem

o ([a1) s - -y [an]~) = [02 (a1, - - an)]~
pro kazdy n-arni symbol ¢ € ¥ a vSechna a1, ...,a, € A. Algebra
A/~ =(A)~, oB/™~ 5 eX)

se nazyva faktoralgebra algebry A podle kongruence ~.
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Specialné, pro bindrni symbol *, undrni symbol ’ a konstantu ¢ dostavame
@Al =la A, WA=, A =[]

Aby definice davala smysl, je tfeba dokazat, Ze jsou operace zadany korektné: po-
kud ozna¢ime bloky jinym zptsobem, dostaneme stejnou hodnotu operace o/~ ?
Potiebujeme dokazat, ze pokud [a1] = [b1], ..., [an] = [bn], Pak [02(a1,...,a,)] =
[0 (b1,...,b,)]. Ale to je piesné podminka z definice kongruence, protoze [x] = [y]
pravé tehdy, kdyz x ~ y. (V tomto odstavci i pozdéji vynechdvame dolni index ve
znaceni blokid ekvivalenci, kdykoliv je z kontextu jasné, o jakou jde ekvivalenci.)

Pfiklad. UvaZzujme kongruence ~,, na algebfe (Z, +,-) definované v pfedchozim
prikladu. Bloky této kongruence sestavaji z cisel, ktera davaji stejuy zbytek po

déleni n, mizeme je tedy reprezentovat ¢isly 0,...,n — 1, ¢ili
Operace jsou pak definovany predpisem [a]+ [b] = [a+b] = [a+b mod n] a [a] - [b] =
[a-b] = [a-bmod n], ¢ili jde jakoby o séitani a ndsobeni modulo n. Formalni popis

tohoto jevu uvidime za chvili.

Bud ¢ : A — B homomorfismus. Jeho jddrem rozumime relaci

ker(¢) = {(a,b) € Ax A: p(a) = ¢(b)}.
Nasledujici tvrzeni fika, Ze jadro je kongruenci algebry A, a Ze kaZzda kongruence
je jadrem né&jakého homomorfismu.
Tvrzeni 1.1. Bud A algebra a ~ relace na jeji nosné mnoziné A. Pak ~ je kongru-
enct algebry A prdvé tehdy, kdyZ je jadrem néjakého homomorfismu z A do néjaké
algebry B.

Diikaz. (=) Uvazujme zobrazeni
p:A— (A/~), a — [a]~.

Z definice operaci fakoralgebry ihned plyne, Ze jde o homomorfismus A — (A/~).
Jeho jadrem jsou pravé ty dvojice (a,b), pro které [a]. = [b]~, tedy a ~ b.
(<) Uvazujme néjaky homomorfismus ¢ : A — B. Jeho jadro je ziejmé ekviva-

lenci, dokdZeme, Ze jde o kongruenci. Uvazujme n-arni symbol o. Bud ay,...,ay,
bi,...,b, € A a pfedpokladejme, ze p(a1) = p(b1), - .., ©(an) = ¢(b,). Pak
plo™(ar,. .. an)) = 0B (p(ar), ..., p(an))

= UB(‘P(bl)a [ @(bn)) = <P(UA(b1a s abn))v

tedy dvojice (6 (ay,...,a,),c™(b1,...,by)) je v jadru také. O

Nésledujici fakt je stéZejnim nastrojem k porozumeéni, jak vypadaji faktoralgebry
v konkrétnich pripadech. Prvnimu tvrzeni se fikd véta o homomorfismu a druhému
1. véta o izomorfismu (standardné se uvadéji t¥i véty o izomorfismu, ale 2. a 3.
nejsou zdaleka tak dilezité jako 1., takze je uvddét nebudeme; viz cviceni).
Véta 1.2. Bud ¢ : A — B homomorfismus algeber.
(1) Je-li ~ Cker(p) kongruence algebry A, pak je zobrazent

v:(A/~) =B, [a]e = p(a)

homomorfismem.

(2) A/ker(p) ~ Im(y).
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OBRAZEK 1. Konstrukce faktorgrupy

G /H

Dikaz. (1) Pfedné musime ovéfit, Ze je 1 korektné definované zobrazeni, tj. Ze
riizné oznaceni bloki nepfedepisuji rtizné hodnoty: pokud [a]. = [b]~, pak a ~ b,
takze (a,b) € ker(y) podle predpokladu véty, a tedy ¢(a) = ¢(b). Zbyva ovérit, ze
jde o homomorfismus. Uvazujme n-arni symbol o a bud aq,...,a, € A. Pak
¢(UA([G1]= s lan])) = SD(UA(alv ey an))
=0 (p(ar),...,p(an)) = o® (¥([ar]), ..., ¥([an]))-

(2) Dosadme do véty o homomorfismu za ~ pfimo kongruenci ker(y). Vysledny
homomorfismus 1) je prosty, nebot

[a] = [b] < (a,b) €ker(p) < ¢(a) = ¢(b),
a uvazujeme-li jej jako zobrazeni A /ker(p) — Im(v¢)) = Im(y), pak je také na. O

Vétu opét ilustrujeme na prikladé celych c¢isel. Mnohem vice prikladt pak uvi-
dime v ¢asti o grupach a okruzich.

Priklad. UvaZzujme zobrazeni
- (Zv+7') - ({0,...,71— 1}a+modn7'modn), a — a mod n.

Neni tézké ovérit, ze jde o homomorfismus, ktery je na. Jeho jadrem je pravé ekvi-
valence ~,, a tedy, podle 1. véty o izomorfismu,

(Zv+7)/wn s ({07 -, N — 1}a+modn;' modn)-

2. NORMALN{ PODGRUPY A FAKTORGRUPY

Faktorgrupou grupy G rozumime faktoralgebru podle néjaké jeji kongruence ~,
tj. algebru
G/N = (G/Nv '7_1 ) [1])
s operacemi definovanymi [a] - [b] = [a - b] a [a] 7! = [a™!]. Dilezitym pozorovanim
je, ze jde opét o grupu:

(la] - (b)) - [e] = [ab] - [c] = [(ab)] = [a(be)] = [a] - [be] = [a] - ([0] - [c])
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a podobné se ové také vlastnost jednotky [a] - [1] = [a - 1] = [a] a vlastnost
inverzntho prvku [a] - [a]7™! = [a] - [a™}] = [aa™!] = [1] (analogicky ovéiime také
stranové pievracend tvrzeni).

Druhou zasadni vlastnosti, kterou si musime rozmyslet, je, jak vypadaji kon-
gruence grup. Pro kazdou kongruenci ~ grupy G tvoii blok [1]. podgrupu grupy
G, ale ne kazda podgrupa je blokem néjaké kongruence. Ukazuje se, ze kongruence
jsou urceny jistym specidlnim typem podgrup, nazyvané normalni podgrupy, které
si nyni popiseme.

Tvrzeni 2.1. Bud H podgrupa grupy G. Ndsledujici tvrzent jsou ekvivalentni:
(1) H = [1]~ pro néjakou kongruenci ~ na G;
(2) H = Ker(y) pro néjaky homomorfismus ¢ : G — K;
(3) aha=' € H pro kazdé h € H a kaZdé a € G;
(4) aH = Ha pro kaZdé a € G.

Diikaz. (1) = (2). Uvazujme homomorfismus
0:G— G/~ a — [a].

Jeho jadrem je pravé mnozina vSecha a € G spliiujicich [a] = [1], tj. pfesné blok [1].
(2) = (3). V Tvrzeni ?? jsme dokézali, Ze jde o podgrupu. Uvazujme h € Ker(yp),
tedy ¢(h) = 1, a libovolné a € G. Pak

plaha™) = p(a)p(h)p(a) ™ = p(a)p(a)™! =1,
¢ili aha™! € Ker(yp).

(3) = (4). Dokazeme obé inkluze v rovnosti a H = Ha. Nejprve uvazujme ah €
aH.Pak k = aha™! € H, a tedy ah = ka € Ha. Nyni uvazujme ha € Ha. Pak
l=a"‘tha € H, tedy ha = al € aH.

(4) = (3). Budh € H aa € G. Pak ah € aH = Ha, a tedy existuje k € H
takové, ze ah = ka. Dostavame aha™' =k € H.

(3) = (1). Definujme relaci na G vztahem a ~ b pravé tehdy, kdyz ab=! € H.
Podle Tvrzeni ?? je a ~ b pravé tehdy, kdyz Ha = Hb, a tedy z Lemmatu ?? plyne,
ze relace ~ je ekvivalence. Dokdzeme, Ze jde o kongruenci. Uvazujme a,b,c,d € G
takové, Ze a ~ bac ~ d, tedy ab™! € H a cd™! € H. Ovéfime, %e ac ~ bd a
a”!l ~ b7! tedy Ze (ac)(bd)™* € H a a=*(b=')~! € H. Prvni vlastnost plyne ze
vztahu

(ac)(bd)™t = acd bt = ab tbed bt = (ab™ 1Y) b(cd )bt € H

—— ———
€H €H

a podobné také
a0 H rt=at=a"tbata=a""(ab") ta e H
————
€H

O

Definice. Podgrupa H < G spliujici podminky pfedchoziho tvrzeni se nazyva
normalni. Zna¢ime H < G.

Priklady.
e V abelovskych grupach je kazda podgrupa normélni, obé vlastnosti (3), (4)
jsou trivialné splnény.
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e Podgrupa SL,(T) matic s determinantem 1 je norméalni v grupé GL,(T)
v8ech reguldrnich matic, jak plyne z podminky (3) uZitim soucinového
vzorce pro determinanty: det(AHA™!) = (det A)(det H)(det A)~! = det H.
e Podgrupa A, sudych permutaci je normalni v grupé S,,, jak plyne ze sou-
¢inového vzorce pro znaménko: sgn(aha™t) = (sgna)(sgnh)(sgna)™! =
sgn h.
e Podmnozina
{id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}
tvoii normalni podgrupu grupy A4 i S4. Neni tézké nahlédnout, Ze je uza-
viena na sklddani i invertovani a z Tvrzeni ?? plyne podminka (3).
{1} 94 G a G < G. Dalsi normélni podgrupy pak mizeme hledat podobnym po-
stupem jako podalgebry, pfiemz k dispozici mame navic konjugaci libovolnym
prvkem.
Pfiklad. Jediné normdlni podgrupy S, n # 4, jsou {1}, A,, S,.. Grupa S, navic
obsahuje ¢tyfprvkovou normalni podgrupu uvedenou v predchozim ptikladé. Tento
fakt lze dokazat elementarné pomoci Tvrzeni 77, ale neni to uplné snadné.

Vratme se jesté jednou k dikazu implikace (3) = (1) v Tvrzeni 2.1. Mdme-li

norméalni podgrupu N < G, definujeme kongruenci na grupé G predpisem
a~Nb < ab e N.
Jeji bloky jsou pravé rozkladové tiidy podgrupy N, tj.
[a]~ = aN = Na.
7 dtikazu Tvrzeni 2.1 plyne, Ze kazdéa kongruence vznika timto zptisobem z néjaké
normalni podgrupy. Faktorgrupu podle kongruence ~n budeme znacit
G/N=({aN: a€G},-,”' N),
pricemz z definice faktorgrupy plyne, Ze operace jsou dany predpisy
(aN)(bN) = (ab)N a (aN)"' =a"'N.

Jednotkou je rozkladova tiida N = 1N.

Véta 2.2. Bud ¢ : G — H homomorfismus grup.
(1) Je-li N < Ker(y) normdlni podgrupa grupy G, pak je zobrazeni
¥:(G/~) —H,  la]. — ¢(a)

homomorfismem.

(2) G/Ker(p) ~Im(yp).

Dikaz. Véta je okamzitym dusledkem Véty 1.2, kdyz si uvédomime, Ze (a,b) €
ker(y) prave tehdy, kdyz ab—! € Ker(p). O

Stejné jako pro obecné algebry, k prvnimu tvrzeni referujeme jako k vété o ho-
momorfismu, zatimco k druhému jako k 1. vété o izomorfismu. Ta je dobrym na-
strojem, pokud chceme vySetfit, jak vypada dana faktorgrupa. Chceme-li dokézat,
7e G/N ~ H, sta¢i najit homomorfismus z G na H, jehoZ jadro je N. Jak takovy
homomorfismus najit? Na to neni obecna odpovéd. Metodu ilustrujeme na nékolika
prikladech.
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Priklad. Jak vypadé faktorgrupa Z/nZ ? Nejprve neformdlni analyza situace: dva
prvky jsou ekvivalentni, tj. a ~,z b, pravé tehdy, kdyz a — b € nZ, tj. pravé
tehdy, kdyZ n | a — b, tj. pravé tehdy, kdyz a = b (mod n). Za reprezentanty bloki
tedy budeme volit zbytky po déleni n, vhodnou operaci pak bude sé¢itani mod n.
Formalné, uvazujme zobrazeni

QL — Ly, a — a mod n.

Jde o homomorfismus na Z,, jehoZ jidro je {x € Z: £ mod n = 0} = nZ. Podle 1.
véty o izomorfismu je

707~ T

Piiklad. Jak vypada faktorgrupa S, /A, ? Nejprve neformélni analyza situace:
dva prvky jsou ekvivalentni, tj. @ ~a, o, pravé tehdy, kdyz mo~! € A,, a je
snadné nahlédnout, ze to nastane pravé tehdy, kdyz obé permutace 7, o maji stejné
znaménko. Za reprezentanty bloki tedy budeme volit znaménko, vhodnou operaci
pak bude diky souc¢inovému vzorci ndsobeni. Formalné, uvazujme zobrazeni

w: S, =7, T+ SgN .

Znamy sou€inovy vzorec sgnwo = sgn - sgn o rika, ze jde o homomorfismus. Je to
zobrazeni na Z* a jeho jadro sestava ze sudych permutaci. Podle 1. véty o izomor-
fismu je

Sn/A, ~7Z".

Piiklad. Jak vypada faktorgrupa GL,,(T)/SL,(T)? Dvé matice jsou ekvivalentni
prave tehdy, kdyz AB~! € SL,,(T), tj. pravé tehdy, kdyz det AB~! = (det A)(det B) ™! =
1, tj. pravé tehdy, kdyz det A = det B. Za reprezentanty blokt tedy budeme vo-

lit nenulové prvky télesa T, vhodnou operaci pak bude diky souc¢inovému vzorci
nasobeni. Formalné, uvazujme zobrazeni

¢ : GL,(T) — T*, A det A.

Znamy soucinovy vzorec det AB = det A - det B tika, Ze jde o homomorfismus. Je
to zobrazeni na T* a jeho jadro sestava z matic s determinantem 1. Podle 1. véty
o izomorfismu je

GL,(T)/SL,(T) ~ T*.

Jsou vsak pripady, kdy podobné analyza nedava zadny dobry néhled. Leckdy je
mozné pouzit dalsich trikd, napiriklad tivah o pocétu prvki a znalosti maljch grup.

Priklad. Jak vypada faktorgrupa S,/H, kde H je vySe uvedend ¢tyfprvkova nor-
mélni podgrupa? Protoze |S4| = 24 a |H| = 4, podle Lagrangeovy véty je |S4/H| =
[S4 : H] = 6, tedy tato faktorgrupa je izomorfni bud grupé Ss, nebo cyklické grupé
Zgs. Dokazeme, ze grupa S, /H neni abelovskd, coz potvrdi prvni variantu:
[(123)]0[(1234)]=[123)0(1234)]=[(1342)],

[(1234)]0[(123)]=[1234)0(123)]=][(1324)],
oviem [(1342)] #[(1324)], nebof (1342)0(1324)"1=(124)¢H.

Pomoci 1. véty o izomorfismu lze provést prehlednéjsi diikaz klasifikace cyklic-
kych grup.



Alternativni dikaz Véty ?7. Bud G = (a) cyklickd grupa a uvazujme zobrazeni
p:Z— G, ki a".
Podle Tvrzeni ?? je toto zobrazeni na G. Je-li ¢ také prosté, pak je izomorfismem

G ~ Z. V opa¢ném piipadé je Ker(p) = nZ, kde n = ord(a), a podle 1. véty o
izomorfismu je G ~ Z/nZ ~ Z,,. O

3. IDEALY A FAKTOROKRUHY

3.1. Konstrukce faktorokruhu.

Faktorokruhem komutativniho okruhu R rozumime faktoralgebru podle néjaké

jeho kongruence ~, tj. algebru

R‘/N = (R/Nv =y [O])
s operacemi definovanymi [a] + [b] = [a+b], —[a] = [—a] a [a]- [b] = [a-b]. Dllezitym
pozorovanim je, Ze jde opét o komutativni okruh (¢tenaf si dokdze snadno sam,
podobnym zptisobem jako pro grupy). Ma-li R jednotku 1, pak bude [1] jednotkou
v faktorokruhu. Pozor, vlastnost byti oborem integrity zachovana byt nemusi, viz
diskuse v Sekci 3.2.

Podobneé jako v grupach, kongruence komutativnich okruht pochézeji ze special-
niho typu podokruhi, tzv. idedli. Dilezitou roli opét hraje blok [0]. Pokud a € [0]
ar € Rypaka-r ~ 0-r = 0, tedy ar € [0]. Tato vlastnost se ukazuje byt
charakterizujici.

Definice. Podokruh I < R se nazyva idedlem, pokud pro kazdé a € I ar € R
plati ar € I.

Piikladem idedlt jsou napf. mnoziny nZ = {nr: r € Z}y ={u €Z: nlu} v
oboru Z. Tento piiklad lze zobecnit na velmi dilezity pojem hlavniho idedlu.

Tvrzeni 3.1. Bud R komutativni okruh a a € R. Pak
aR={ar: re R} ={ueR: alu}
tvor idedl. Je to nejmensi idedl (nejmensi vzhledem k inkluzi) obsahugici prvek a.

Tento ideal se nazyva hlavni idedl generovany prvkem a.

Dikaz. Je ziejmé, ze jde skuteéné o idedl: a | 0, tedy 0 € aR, soudet i rozdil dvou
prvk délitelnych a je délitelny a, a pokud a | u, pak a | ru pro libovolné r € R. Bud
I libovolny ideal obsahujici prvek a. Pak I jisté obsahuje i vSechny jeho nésobky,
tedy aR C I, ¢ili aR je nejmensi ideal obsahujici prvek a. O

Uvazujme homomorfismus okruhd ¢ : R — S. Podobné jako v grupéach, jeho
jddrem budeme rozumét mnozinu

Ker(¢) ={a € R: ¢(a) =0}.
Z nésledujiciho tvrzeni (mimo jiné) plyne, Ze tato mnozina tvofi ideal.

Tvrzeni 3.2. Bud I podokruh okruhu R. Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(1) I =[1]~ pro né&jakou kongruenci ~ na R;
(2) I=Ker(p) pro néjaky homomorfismus ¢ : R — S;
(3) 1 je idedl.
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Diikaz. Dukaz se provede podobné jako u Tvrzeni 2.1. V diikazu (3) = (1) pouzi-
jeme kongruenci danou predpisem

a~1b & a—bel.

Oproti grupam je navic tfeba dokézat, Ze z a ~ b a ¢ ~ d plyne také ac ~ bd (pozor,
nésobeni v grupach odpovida s¢itani v okruzich). Cili pfedpokladdme a —b € I a
c—del, zéhozplyne (a—b)-celab-(c—d)el,éli(a—b)-c+b-(c—d)=
a-c—b-del adostavamea-c~b-d. ]

7 dikazu vidime, ze k idealu I je pfifazena kongruence na R dana predpisem
a~b & a—-bel,
pficemz kazda kongruence vzniké timto zptisobem z néjakého idealu. Jeji bloky jsou
préavé rozkladové tiidy
[a]~; = a+ 1.
Faktorokruh podle kongruence ~y budeme znagdit
R/I=({a+1: a€ R} +,—,-I).
7 definice faktorokruhu plyne, Ze operace jsou dany piedpisy
(a+D)+b+I)=(a+b)+I, —(a+I)=(-a)+I a (a+I)(b+1)=(ab)+1.

Nulovym prvek je rozkladova tiida I = 0 4+ I a eventudlni jednotkou t¥ida 1+ I.

Zv1asté dulezity je ptipad, kdy R je komutativni okruh a I jeho hlavni ideal,
tj. I = mR pro néjaké m € R. Faktorokruh pak zapisujeme zkracené R/(m). Jak
takovy faktorokruh vypada? Dva prvky jsou ekvivalentni, tj. a ~,,r b, pravé tehdy,
kdyz a — b € mR, tj. pravé tehdy, kdyz m | a — b, coz symbolicky zna¢ime a = b
(mod m). Je-li v okruhu R definovdno déleni se zbytkem, prvky R/(m) miizeme
reprezentovat jako vSechny mozné zbytky po déleni prvkem m a operace v R/(m)
budou jako operace v piivodnim okruhu modulo m:

[a] £ [b] = [a £ b] = [a £ b mod m], [a] - [b] = [a-b] = [a-bmod m].

Priklad. Obor Z je eukleidovsky, s jednoznaéné definovanym podilem a zbytkem.
Prvky faktorokruhu Z/(n) tedy mizeme reprezentovat jako véechny mozné zbytky
po déleni ¢islem n, tj. jako ¢isla 0, ...,n — 1, pficemz operace provadime modulo n.
Je vidét, ze zobrazeni Z,, — Z/(n), a — [a], je izomorfismem.

Piiklad. Obor T|z], T téleso, je eukleidovsky, s jednozna¢né definovanym podilem
a zbytkem. Prvky faktorokruhu T[x]/(f), kde f € T'[x], tedy muZeme reprezentovat
jako vSechny mozné zbytky po déleni polynomem f, tj. jako vSechny polynomy
stupné mensiho nez deg f, pricemz operace provadime modulo f. Ur¢it strukturu

NN

faktorokruhu T[z]/(f) je bez 1. véty o izomorfismu t6z8i (a zalezi na f).

Véta 3.3. Bud ¢ : R — S homomorfismus komutativnich okruhi.
(1) Je-li I < Ker(yp) idedl v R, pak je zobrazeni
¢:(R/~) =8, [a— (a)
homomorfismem.

(2) R/Ker(p) ~ Im(yp).

Dikaz. Véta je okamzitym dusledkem Véty 1.2, kdyz si uvédomime, Ze (a,b) €
ker(y) préavé tehdy, kdyz a — b € Ker(yp). O
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Stejné jako pro obecné algebry, k prvnimu tvrzeni referujeme jako k vété o ho-
momorfismu, zatimco k druhému jako k 1. vété o izomorfismu.

Piiklad. Jak vypada faktorokruh Z/(n) ? Uvazujme zobrazeni
Ol — Ly, a — a mod n.

Je to homomorfismus na Z,, a jeho jadro je {x € Z: x mod n =0} = nZ. Podle 1.
véty o izomorfismu je

Z)(n) = ZLn.

Pro urcovani struktury faktorokruhti polynomialnich okruhi ¢asto poslouzi tzv.
dosazovaci homorfismus, tedy zobrazeni

o Rlz] =8, [ f(u),
kde R < S jsou komutativni okruhy a u € S. Pripometime, Ze je-li f = Y . | a;a"
polynom z R[z] a u € S, pak vyrazem f(u) rozumime hodnotu polynomu f na u, tj.
prvek f(u) =" | a;u’ € S. Je snadné oveéFit, Ze zobrazeni pfifazujici polynomim
jejich hodnotu v daném bodé je homomorfismus.

Piiklad. Jak vypadé faktorokruh Z[z]/(z — 1) ? Uvazujme homomorfismus
p: Lz = Z, [ fQ1)
Je to zobrazeni na Z a jeho jadro je
{fezz]: f(1)=0} ={feZz]: z—1]|f}=(z—-1)Z]
Podle 1. véty o izomorfismu je
Zix)/(x — 1) ~ Z.
Priklad. Jak vypada faktorokruh Z[x]/(z% + 1) ? Uvazujme homomorfismus
¢: L) > Z, [ f(i)
Je to zobrazeni na Z[i] a jeho jadro je
{feZlz]: f(i) =0} ={f €Z[z]: f(i) = f(—=i) =0}
={fezz]: z—ilf, xv+il f}
[2]: (x—i)(x+i)=2>+1]|f}

Podle 1. véty o izomorfismu je
Zlz]/(x® 4+ 1) ~ ZIi).
Pi¥iklad. Jak vypada faktorokruh Z[x]/(2% — 1) ? Uvazujme homomorfismus
¢ L] = ZXxZ, [ (f(1), f(=1)).
Jeho jadro je
{fezlz]: fO)=f(-1) =0} ={feZz]: z—-1]f z+1]f}
—{fenfp): @D+ 1)=a>—1] f}
= (2? = 1)Z[a],
a jeho obraz je Im(p) = {(a,b) : a=b (mod 2)}. Podle 1. véty o izomorfismu je
Zlz]/(xz? — 1) ~Im(p) < Z x Z.
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v

OBRAZEK 2. Ilustrace ditkazu Véty 3.4 v pripadé R = Z.

Na zaveér jeden ptiklad s idedlem, ktery neni hlavni.

Piiklad. Jak vypada faktorokruh Z[z]/I, kde I = {f € Z[z] : 4| f(0)} ? Dva
polynomy jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz f — g € I, tj. pravé tehdy, kdyz
4| f(0) — ¢(0), tj. pravé tehdy, kdyz f(0) = ¢(0) (mod 4). Existuji tedy pfesné
Ctyti rozkladové t¥idy. Neni tézké nahlédnout, ze zobrazeni

0 : Lx] — 2y, fr f(0) mod 4

je homomorfismem, a tedy
Z|x] /1 ~ Zy.

3.2. Idealy a délitelnost.
Idealy hraji v teorii délitelnosti zasadni roli, mimo jiné z nasledujictho dtvodu:

v komutativnim okruhu R plati

e a | b pravé tehdy, kdyz bR C aR;

e a | b pravé tehdy, kdyz aR = bR.
Cili hlavni idedly s uspofadanim inkluze piesné odrazeji délitelnost az na asocio-
vanost. Historicky vznikl pojem idealu tak, ze v nékterych oborech jakoby chybé&ji
prvky, které by ¢inily teorii délitelnosti lepsi. Tyto prvky lze oznacit za ,idedlni“,
minéno myslenkové. Ukazalo se, ze roli téchto prvki lze zastoupit pocitanim s ide-
aly, pficemz ,skutecné prvky“ odpovidaji hlavnim idealtim. Hloubéji se této teorii
vénuje komutativni algebra. Zde se soustfedime na opac¢ny ptipad, totiz obory, kde
,hic nechybi“. Mezi tyto obory patii napf. cela ¢isla nebo polynomy jedné proménné

vvvvvv

Definice. Komutativni okruhy, kde je kazdy ideal hlavni, se nazyvaji okruhy hlav-
nich idealu. V pripadé oborti integrity hovorime o oborech hlavnich idedli.

Nejdtlezitéjsi priklady popisuje nasledujici véta.

Véta 3.4. V eukleidovskych oborech je kaZdy idedl hlavni.

Dikaz. Bud I idedl v eukleidovském oboru R. Je-li I = {0}, pak I = OR. V opac-
ném pripadé oznacme a takovy prvek idedlu I, ktery ma nejmensi nenulovou euk-
leidovskou normu (libovolny z nich, je-li jich vice). Dokdzeme, ze I = aR. Zfejmé
aR C I, pro spor tedy pfedpokladejme, ze existuje néjaky prvek b € I\ aR. Zvolme
q,r spliiujici b = ag +r a v(r) < v(a). Samoziejmé r # 0, protoZze b neni délitelné
a, a tedy 0 < v(r) < v(a). OvSem

r=_>b — aq €1,
~

~—
el cl
coz je spor s vybérem a jako prvku I s nejmensi kladnou normou. (]

Opacné implikace neplati, ale vymyslet néjaky protipfiklad neni snadné: asi nej-
jednodussim pfikladem je obor Z[%]. Dtikaz tohoto faktu je pomérné obtizny.

Pro télesa plati jesté siln€jsi vlastnost. Tento fakt se nam bude hodit pozdéji, az
budeme konstruovat télesa jako faktorokruhy (viz Sekce 3.3).
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Tvrzeni 3.5. Bud R komutativni okruh s jednotkou. Pak R je téleso prdvé tehdy,
kdyz md pouze nevlastni idedly.

Diikaz. (=) Bud I idedl v R a pfedpokladejme, ze I # {0}. Zvolme libovolné
0#acl Pakprokazdébe Rplatib=a-(a"!-b) €I, atedy I = R.

(<) Ke kazdému 0 # a € R hleddme prvek b € R takovy, ze a - b = 1. Uva-
Zujme hlavni idedl aR. Ten obsahuje prvek a, ¢ili je rtizny od {0}, a tudiz podle
pfedpokladu aR = R. Specidlné 1 € aR, tj. existuje b € R spliujici 1 = a - b. ([

V Sekci ?? jsme ukdzali, ze obory Z[z] ani obory polynomil vice proménnych
nejsou eukleidovské. Ukazeme, Ze to dokonce nejsou ani obory hlavnich ideald. Oba
dtikazy jsou zaloZené na nésledujici myslence. Hlavni idedl a R, ktery obsahuje dva
nesoudélné prvky w, v, je roven celému R: je-li u,v € aR, tj. a | u i a | v, pak musi
byt a || 1, z ¢ehoz plyne aR = R. Toto pozorovani lze snadno pouzit k hleddni
ideali, které nejsou hlavni.

Piiklad. Obor Z|[x] neni obor hlavnich idedlt. Uvazujme mnozinu
I={feZx]: f(0)jesudé} C Zlx].

Je vidét, ze jde o ideal. Pritom I obsahuje polynomy 2 a z, které jsou nesoudélné,
nemuze tedy byt hlavni.

Piiklad. Obor R[zy, ...,z (kde R je libovolny obor integrity a k > 1) neni obor
hlavnich ideali. Uvazujme mnozinu

I={f¢€R[x1,...,xx]: f(0,...,0) =0} C R[x1,...,xL]

Je vidét, ze jde o idedl. Pritom I obsahuje polynomy x1 a x2, které jsou nesoudélné,
nemize tedy byt hlavni.

Obory hlavnich ideald jsou dulezitou tfidou oboru integrity z toho duvodu, Ze
struktura idedlt vérné odrazi pojem délitelnosti az na asociovanost. Jako ukazku
prace s hlavnimi idealy si ukazeme vétu, ktera obory hlavnich ideali zafazuje do
hierarchie oborti z hlediska teorie délitelnosti.

Véta 3.6. Obory hlavnich idedli jsou gaussovske.

Diikaz. Bud R obor hlavnich idealti. Podle Véty ?? staéi dokdzat, ze v R (1) existuji
NSD a (2) neexistuji nekone¢né posloupnosti vlastnich délitelt. P¥ipometime, Ze pro
libovolné u, v plati u | v < vR C uR.

(1) Zvolme a,b € R a ozna¢me I nejmensi idedl obsahujici mnozinu aR U bR.
Existuje tedy ¢ € R takové, Ze I = cR. Protoze aR C ¢R, mame c | a, a analogicky
¢ | b. Pfitom pokud je d spoleénym délitelem a, b, pak aR C dR a bR C dR, tedy
I = c¢R C dR a dostédvame d | c. Tedy ¢ = NSD(a, b).

(2) Pro spor predpokliadejme, Ze v R existuje nekoneénéd posloupnost vlastnich
déliteld a1, az, ... (tj. ai+1 | a; a a; ta;41). Pak a1 R C aaR C agR C ... a oznadme
I =J;2, a;R. Tato mnozina také tvoii idedl (dokaze se podobné jako Tvrzeni ?77),
takze I = bR pro néjaké b € I. OvSem protoze b € I = U;’il a; R, existuje ¢ takové,
ze b€ a;R. Pak ale bR =a;R =a;41 R = ..., spor. O

Podobné Ize pro obory hlavnich idealit dokazat dalsi vlastnosti, napi. Bézoutovu
rovnost: neni tézké nahlédnout, ze nejmensi idedl obsahujici mnozinu aR U bR je
idedl aR + bR = {au+ bv : u,v € R}, a protoze tento ideal obsahuje NSD(a, b),
dostavame NSD(a, b) = au + bv pro n&jakd u,v € R.
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3.3. Maximalni idealy a konstrukce téles.

Ideal I okruhu R nazveme mazimdlni, pokud je I maximélni v usporadané mno-
ziné vlastnich ideall, tj. pokud neexistuje ideal J splnujici I C J C R. Konstrukce
téles zalozend na nasledujici vété nachéazi siroké pouziti v kapitole o télesech (napf.
konstrukce konecénych téles, konstrukce korenového nadtélesa, konstrukce algebraic-
kého uzévéru).

Véta 3.7. Je-li R komutativni okruh s jednotkou a I jeho maximdlni idedl, pak je
faktorokruh R/1 téleso.

Diikaz. Podle Tvrzeni 3.5 staci dokazat, Ze okruh R/I neobsahuje zddné vlastni
idedly. Pro spor tedy uvazujme vlastni idedl K v R/T a definujme

J={a€R: [a] € K}.

Ukézeme, ze J tvoii idedl okruhu R. Skuteéns, 0 € J, nebot [0] € K. A jsou-li
a,b e J, tj. [a],[b] € K, pak a £b € J, nebot [a £+ b] = [a] £ [b] € K, a navic pro
libovolné r € R je a-r € J, nebot [a-r] = [a] - [r] € K. P¥itom I C J, nebot
pro kazdé ¢ € I mame [i] = [0] € K, a I # J # R, protoze K tvofi vlastni ide4l.
Tim dostavame spor s predpokladanou maximalitou idealu I. ([

Poznamka. Plati i opa¢néd implikace: pokud je faktorokruh R/I téleso, pak je
nutné ideal I maximalni. Tento fakt se dokaze podobné, viz cviceni. Plati také
mnohem obecnéjsi véta, kterd ¥ikd, ze idedly faktorokruhu R/I jednoznaéné ko-
responduji s idedly J okruhu R, pro které plati I < J < R. Tato jednoznac¢né
korespondence je déna pfifazenim, které se objevilo v dikazu, idedlu K v R/I
odpovidd idedl J={a € R: [a] € K} v R.

Casto budeme pouzivat Vétu 3.7 v situaci, kdy je R obor hlavnich ideslt. Které
hlavn{ idedly jsou pak maximélni? P¥ipomeiime, Ze a | b préavé tehdy, kdyz bR C
aR. Pokud jsou v R vSechny idealy hlavni, pak je aR maximdlni (nejde zvétsit)
pravé tehdy, kdyZ je ¢ minimalni (nejde zmensit) vzhledem k délitelnosti, neboli
ireducibilni. (V obecngch oborech to nemusi byt pravda, protoze mezi aR a R mize
existovat ideal, ktery neni hlavni.)

Pfiklad. Faktorokruh Z/(n) ~ Z, je téleso pravé tehdy, kdyz n je prvocislo, coz
je prave tehdy, kdyz je nZ maximalni ideal.

Piiklad. Uvazujme faktorokruhy oboru Z[x], které jsme diskutovali na konci Sekce
3.1. Obor Z[z] neni oborem hlavnich ideali, a tedy idedly mR, kde m je ireducibilni
polynom, nemuseji byt maximalni, ¢ili pfislusné faktorokruhy nemusi byt télesem.
Skute¢né, pohledem do vysledk zjistime, Ze ani jeden z faktorokruht Z[z]/(x—1) ~
7 a Z[x]/(x* + 1) ~ Z[i] nen{ télesem. Ideal (z — 1)Z[z] neni maxim4lni, napiiklad
idedl T = {f € Z[z] : 2| f(1)} je vétsi. Zkuste sami najit podobny piiklad pro
(22 +1)Z]x].

Piiklad. Uvazujme faktorokruhy oboru Q[z] podle stejnych polynomt, jako jsme
diskutovali na konci Sekce 3.1. Vyjdeme z vlastnosti, ze Q[z] je oborem hlavnich
ideala.
e Polynom z—1 je ireducibilni, tedy idedl (z—1)Q]xz] je maximalni, a skute¢ns,
podle 1. véty o izomorfismu je Q[z]/(z — 1) ~ Q téleso.
e Polynom 2 — 1 neni ireducibilni, tedy ideal (2 — 1)Q[z] neni maximélni
(napt. idedl (z — 1)Q[z] je vétsi), a skutecéné, podle 1. véty o izomorfismu
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Q[z]/(z* — 1) ~ Q x Q neni téleso (odvodte si, Ze obraz homomorfismu v
tomto ptipadé vyjde celé Q x Q).

e Polynom 22 +1 je ireducibilni, tedy ideéal (z? + 1)Q[z] je maximalni, a sku-
te¢nd, podle 1. véty o izomorfismu je Q[z]/(z? + 1) ~ Q[i] téleso.

Priklad. Uvazujme ireducibilni polynom f € Z,[x], p prvoéislo, stupné k. Protoze
je Zy[z] oborem hlavnich ideald, faktorokruh Zy[z]/(f) je télesem. Jeho prvky lze
reprezentovat jako polynomy stupné < k. Tyto maji pfesné k koeficienttl ze Z,, a
tedy Z,[x]/(f) je konecnym télesem, které ma p* prvki.

V Sekci 77 o konecnych télesech dokazeme nasledujici netrividlni fakta: pro kazdé
p, k takovy ireducibilni polynom existuje, na jeho volbé (az na izomorfismus zkon-
struovanych téles) nezdlezi a Zadna jind konec¢na télesa nez tato neexistuji.

Poznamka. Analogii Véty 3.7 lze dokdzat i pro vlastnost byti oborem integrity:
faktorokruh R/ je obor integrity prdvé tehdy, kdyZ je I prvoidedl, tj. idedl, ktery
ma nasledujici vlastnost: kdykoliv a - b € I, pak a € I nebo b € I. Hlavni ideal
aR je prvoidedlem praveé tehdy, kdyz je prvek a prvocinitelem. V oborech hlavnich
idedldt tyto dva pojmy splyvaji, ale obecné ne. Prvoidedly jsou velmi dtilezitym
strukturnim pojmem, hrajicim roli ,jidealnich prvocisel.



