1. ALGEBRAICKE VLASTNOSTI POLYNOMIALNICH OBORU

1.1. Gaussova véta.

Polynom nazyvame primitivni, pokud neni délitelny zadnym neinvertibilnim konstant-
nim polynomem. Ekvivalentné (pro gaussovské obory), je-li NSD jeho koeficient 1. Uva-
zujme néjaky obor integrity R a jeho podilové téleso Q. Délitelnost v oborech R|z] a
Q[x] se pro primitivni polynomy chova velmi podobné.

Tvrzeni 1.1. Bud R gaussovsky obor, Q jeho podilové téleso a f, g primitivni polynomy
z R[z]. Pak

(1) f | 9 v R[z] prdve tehdy, kdyz f | g v Qz];

(2) [ je ireducibilni v R[x] prdvé tehdy, kdyZ [ je ireducibilni v Q|x];

(3) NSDgy(f,g) existuje a je roven primitivnimu polynomu h € Rlx] sphiujicimu
h = NSDag(f. ).

Takovy polynom h v ¢asti (3) jisté existuje: staci vzit libovolny NSD(f,g) v Q[z] a
pienasobit ho prvkem ¢ = ¢ € @, kde a je NSN jmenovatelt vech koeficientt, a b je
NSD vsech citateli koeficienti.

Je zfejmé, Ze pokud f | g a g je primitivni, pak je i f primitivni. Klicovym krokem k
dikazu uvedeného tvrzeni je fakt, ze plati také opacné tvrzeni: soucin fg je primitivni

prave tehdy, kdyz jsou oba polynomy f, g primitivni.

Lemma 1.2 (Gaussovo lemma). Bud R gaussovsky obor a f,g primitivni polynomy z
Rlz]. Pak fg je primitivni polynom.

Diikaz. Ozna¢me f = > " ja;x’ a g =Yy - b’ a predpokladejme, Ze fg neni primi-
tivni polynom. Tedy existuje ireducibilni prvek u € R, ktery déli soucin fg, tj. vSechny
koeficienty tohoto sou¢inu. Zvolme nejmensi j takové, Ze u { a;, a nejmensi k takové, ze
u t by (protoZe jsou polynomy f, ¢ primitivni, v nemuze délit vSechny jejich koeficienty).
Podivejme se na (j + k)-ty koeficient polynomu fg:

Cjtk = aobj+k + ..+ aj_lka -+ ajbk -+ aj+1bk_1 + ...+ aj+kb0.
Protoze u | a; pro vSechna i < j, mame
U | aobj+k + ...+ aj_lka.
ProtoZe u | b; pro vSechna i < k, méme
u | aj+1bk_1 +...+ CLj+kb0.

Tedy u déli vSechny ¢leny kromé a;by. Ten naopak u délitelny neni, protoze u je ireduci-
bilni a nedéli ani a;, ani b;. Dostavame, ze u { ¢j1y, spor. 0

Diikaz Turzeni 1.1. (1) Pokud ze f | g v Rlx], tj. Ze existuje h € R[z] C Q[x] spliujici
g = fh, pak tato rovnost plati i v Q[z]. Opac¢né implikace je tézsi. Predpokladejme,
ze [ | g v Qlx], tj. Ze existuje h € Qz] spliwujici g = fh. Zvolme ¢ € @ tak, aby ¢h
byl primitivni polynom z R[z]. Pak qg = f - ¢h, na pravé strané je soucin primitivnich
polynomu z R[z|, takZze podle Gaussova lemmatu je gg také primitivni polynom z R[z].
Oznac¢me q = § € Q. Plati ag = b(qg), pfitom oba polynomy g, g jsou primitivni, takze z
a|b(qg) plyne a | b, azb| aq plyne b | a (vyuzivime Tvrzeni ?7?). Tedy a || ball| ¢ € R
a dostavame h € R]x].

(2) Dokazeme nésledujici ekvivalentni tvrzeni: f méa vlastniho délitele v R[x] prave
tehdy, kdyz ma vlastniho délitele v Q[z]. (=) Protoze je f primitivni, jakykoliv vlastni
délitel je primitivni a ma stupen aspon 1. Tedy jde zaroven o vlastniho délitele v Q[z].
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(<) Necht g je vlastni délitel f v Q[x]. Pak existuje ¢ € @ takové, Ze qg je primitivni
polynom z R[z]. Pfitom qg | f v Q[z], tedy podle (1) je qg vlastni délitel f v Rlx].

(3) Polynom h déli f,g v Q[z] a je primitivni, tedy podle (1) déli f,giv Rlz], takze
je to spolecny délitel. Kdykoliv mame jiny spolecny délitel d | f, g v Rlz], pak je jisté
primitivni, podle (1) d | f,g v Q[z], tedy d | h v Q[z], a opét podle (1) d | hiv R[z]. O

Z Tvrzeni 1.1 lze snadno odvodit podobna tvrzeni pro obecné polynomy, ne nutné
primitivni. Bud f = " ; a;2" polynom z R[z]. Definujeme

c(f) = NSD(ao, ...,an)  a  pp(f) = f/c(f).

Polynom pp(f) je o¢ividné primitivni a nazyva se primitioni ¢asti polynomu f.

Véta 1.3. Bud R gaussovsky obor, Q jeho podilové téleso a f, g polynomy z Rlx|. Pak
(1) f je ireducibilni v R[x] prdvé tehdy, kdyz
e deg f =0 a f je ireducibilni v R; nebo
e deg f >0, f je primitivni a ireducibilni v Q|x].
(2) Pak NSDgp(f,g) existuje a je roven soucinu c-h, kde c = NSDg(c(f),c(g)) a h
je primitivni polynom z Rlx| spliujici h = NSDqu(pp(f), pr(9))-

Diikaz. (1) Pokud neni f primitivni, pak se rozklada na soucin neinvertibilniho konstant-
niho polynomu a primitivniho polynomu. Jinak je bud konstantni (prvni polozka), nebo
primitivni (druha polozka).

(2)Oznacme pravou stranu 7. Protoze NSDgr(c(f),c(g)) déli c(f) i c(g), a zaroven
NSDg(pp(f), pr(9)) déli pp(f) i pp(g), tak jejich soucin r déli oba polynomy f,g,
¢ili r je spolecny délitel. Dokazeme, Ze je to nejvétsi spolecny délitel: pokud néjaky h
déli f i g, pak c(h) déli c(f) i c(g), tedy c(h) | NSDr(c(f),c(g)); analogicky pp(h) |
NSDgy)(pp(f), PP(9)) a dostavame h | 7. O

Priklady.
e Polynom 2z — 2 je ireducibilni v Q[z], ale neni ireducibilni v Z[z|, protoze neni
primitivni: rozklada se jako 2 - (x — 1).
e Polynom 2 neni ireducibilni v Q[z], protoze je invertibilni, ale je ireducibilni v
Z[z].

Piiklad. UvaZzujme obor Z[z]| a polynomy
f=42"+8x+4, g=—62"+6.

Pak ¢ = NSDz(4, —6) = 2, h = NSDqy,j (2 +22+1,22 —1) = 2 +1, a tedy NSDy,(42* +
8z + 4, —62% +6) = 2(z + 1).

Véta 1.3 nejen zarucuje existenci NSD v R|[z], ale také dava névod, jak je spocitat.
Napf. vypocet NSD v Z[z] se redukuje na dva vypocty NSD, jeden v Z a druhy v Q[z].
Oba 1ze provést pomoci Eukleidova algoritmu.

Véta 1.4 (Gaussova). Je-li R gaussovsky obor, pak je R|x] také gaussovsky obor.

Diikaz. Pouzijeme charakterizaci z Véty ??. NSD v R|[z] existuji podle Véty 1.3. A je-li
fi, f2, f3, ... posloupnost vlastnich déliteld, pak deg f; > degfo > degf3 > -+ > 0,
a tedy existuje n takové, ze deg f,, = deg f,.1 = ... Oznacime-li a; vedouci koeficient
polynomu f;, pak a,,a,y1,... je posloupnost vlastnich déliteld v R, spor. U

Z Gaussovy véty ihned plyne, Ze také obory vice proménnych nad gaussovskym oborem
jsou gaussovské: pouzije se indukce podle poétu proménnych a vztah Rlzy, ..., z,] =

(Rlz1, ..oy xp_1])[2n)-
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1.2. Hilbertova véta o bazi.

Definice. Komutativni okruh R se nazyva noetherovsky, pokud ma kazdy ideal v R
konec¢nou bazi.

Priklad.

e Obory integrity hlavnich ideald jsou noetherovské, kazdy ideal ma jednoprvkovou
béazi. OIHI jsou napf. télesa, obor Z a obory T[z], T téleso.

e Obory Z[xy,...,xx] a T[xy,...,zx], T téleso, nejsou OIHI, ale jsou noetherovské
(viz Hilbertova véta o bazi 1.6).

e Obory R[X], kde X je nekoneéna mnozina, noetherovské nejsou: napf. ideal /
sestavajici z polynomu s absolutnim ¢lenem 0 nemé konecnou bazi.

Lemma 1.5. Bud R je komutativni okruh. Pak R je noetherovsky prdavé tehdy, kdyz v
R neexistuje nekonecnd rostouci posloupnost idedlu I C Io C I3 C ...

Diikaz. (=) Uvazujme takovou posloupnost I; C Iy C I3 C ... a polozme [ = [J2, I;.

Pak I je také ideal a pfedpokladejme, Ze a4, ..., a, je jeho kone¢na baze (takova existuje,
nebot R je noetherovsky). Pak a1,...,a, € I = U(;; I;, takze pro kazdé ¢ existuje
néjaké j; spliujici a; € I;,. Oznacme kK = max;—,_ ,Ji- Pak ai,...,a, € I, a tedy
(a1, ...,an) = I, = Iy41 = ... =1, spor.

(<) Predpokladejme, Ze néjaky idedl I nemé koneénou bézi. Definujme nasledujici
posloupnost idedla: polozme I; = (a1), kde a; € I je zvoleno libovolné. Déle, indukei,

zvolme a;,1 tak, aby a;41 € I \ I; a polozme I;11 = (aq,...,a;41) — takové a;,1 existuje,
protoze I # (a1, ..., a;). Ziskali jsme nekone¢nou posloupnost idedld Iy C I, C I3 C ...,
spor. O

Véta 1.6 (Hilbertova véta o bazi). Bud R komutativni noetherovsky okruh. Pak R|x] je
take noetherouvsky.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, Ze ideél I v okruhu R[z] nema koneénou bazi. Zvolme f;
néktery z polynomii nejmensiho stupné v I. Déle, indukci, zvolme f; 1 néktery z polynomu
v IN{(f1,..., fi) nejmensiho mozného stupné. Ziejmé bude deg f; < deg fo < deg f3 < ...
Pro kazdé i definujme a; jako vedouci koeficient polynomu f;, a polozme

Ji = <CL1,...,CL,’>.

Dostali jsme tedy posloupnost J; C Jo, C J3 C ... idedld v R. Protoze je okruh R
noetherovsky, nemiize tato posloupnost obsahovat ostie rostouci podposloupnost, a tedy
existuje k spliwjici J, = Jyp1 = Jigo = ... Cili aj1 € J; a miiZeme psét
k
Ap+1 = Z ria;
i=1
pro né&jakd r; € R. Definujme polynom f; = z°f; pro takové s, aby platilo deg f; =
deg fr+1, a uvazujme polynom
k
f= ZT ifi-
i=1

Ten ma stejny vedouci ¢len jako fiy1, takze polynom fi,1 — f mé mensi stupen nez fr. 1.
Pritom f € (f1..., fx), takze polynom fri1—f € IN(f1,..., fr). To je ve sporu s volbou
fr+1 jako polynomu s touto vlastnosti nejmensiho stupne. O

Vicenasobnou aplikaci Hilbertovy véty o bazi dostavame, ze okruhy polynomi konecné
mnoha proménnych nad noetherovskym okruhem jsou noetherovské.
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