NOVY UVOD DO TEORIE GRUP

DAVID STANOVSKY

1. PRIKLADY A ZAKLADNI VLASTNOSTI

Motivaci teorie grup je predevsim studium nejriznéjsich symetrii matematickych
objektt. Pojem pochézi z Galoisovy teorie a ptivodné oznacoval mnozinu (skupinu)
permutaci G uzavienou na skladéani, tj. splitujici w o 0 € G pro vSechna m,0 € G.
Abstrakci tohoto pojmu vznikla rozsahla vétev algebry, zvana teorie grup. Aplikace
nachdz{ mimo jiné v kombinatorice (zejména teorie koneénych grup) a geometrii
(zejména teorie reprezentaci, zkoumajici maticové grupy).

Teorie abelovskych grup se vyrazné lisi od teorie grup obecné nekomutativnich.
Abelovské grupy pfipominaji vektorové prostory (viz Tvrzeni 1.2) a z tohoto po-
hledu pochézi vétsina metod k jejich studiu. Aplikace ¢asto vedou do teorie ¢isel.

Definice. Grupou rozumime ¢tvetici G = (G, *,’,e), kde G je mnoZina, na které
jsou definovany bindrni operace *, unarni operace ’ a konstanta e spliiujici pro kazdé
a,b,c € G nasledujici podminky:

ax(bxc)=(axb)x*c, axe=exa=a, axa =ad xa=e.
Grupu nazyvame abelovskou, pokud navic pro vSechna a,b € G plati
axb="bxa.
Prvku e se iiké jednotka, prvku o’ inverzni prvek k prvku a.

Formalné rozliSujeme mezi mnozinou G, tzv. nosnou mnoZinou, a ¢tvefici G =
(G,*,’,e), kterd navic obsahuje informaci o algebraické struktutre definované na
mnoziné G. V konkrétnich piikladech byva typickou trojici operaci bud +, —,0,
pak hovofime o aditivnim zdpise (a misto x + (—y) piSeme x — y), anebo trojice
-, 71,1, demuz Fikdme multiplikativni zdpis.

Definice. Bud G = (G, *,’,¢) grupa a H C G podmnozina jeji nosné mnoziny
takova, ze e € H a pro kazdé a,b € H plati

a €eH a axbeH.

Pak fikdme, ze H tvori podgrupu grupy G. Ctveiici H = (H, *|x,’|m, €) pak nazy-
vame podgrupou, pfi¢emz |y znadi restrikci operaci na mnozinu H. Je ziejmé, ze
podgrupa skutecné spliiuje podminky z definice grupy. Fakt, ze H je podgrupou G,
znac¢ime H < G. Podgrupy G a {e} nazyvame nevlastni.

Zacneme piiklady abelovskych grup. Dulezité pfiklady jsou odvozeny od komu-
tativnich okruht.

Piiklad. Bud R komutativni okruh s jednotkou. Pak (R,+,—,0) je abelovska
grupa, tzv. aditivni grupa okruhu R. Za vSechny piiklady uvedme napf. ¢iselné
grupy Z = (Z,+,—,0) a Z, = ({0,1,...,n — 1}, + mod n, — mod n,0) s operacemi
+, — modulo n.



Pfiklad. Bud R komutativni okruh s jednotkou, ozna¢me R* mnoZinu vSech inver-
tibilnich prvkd v R. Pak R* = (R*,-,71 1) je abelovska grupa, tzv. multiplikationi
grupa okruhu R. (Je tfeba si uvédomit, ze 1 je invertibilni prvek, Ze inverz inverti-
bilniho prvku je invertibilni, a predevsim, zZe soucin dvou invertibilnich prvkd a, b
je invertibilni — jeho inverzem je (ab)™! = a~'b1.) Piiklady:

e Je-li R téleso, pak R* = (R~ {0},-,71,1).

e ProR=2ZjeZ* = ({1,-1},-,71,1).

e Pro polynomidlni okruhy plati R[z]* = R*, protoZe invertibilni jsou praveé
konstantni polynomy invertibilni v R.

e Dilezitym pfikladem jsou grupy Z; . Prvky této grupy jsou pravé vsechna
¢isla a € {1,...,n — 1} nesoudélnd s n. Na jednu stranu, soudélna éisla
invertibilni nejsou: je-li d Jf 1 spole¢ny délitel a,n, pak d | (ab mod n)
pro libovolné b, takze soucin ab nikdy nemutze byt 1. Naopak, jsou-li a,n
nesoudélnd, vezméme Bézoutovy koeficienty w, v splitujici 1 = NSD(a,n) =
ua + vn. Podivame-li se na rovnost modulo n, dostaneme 1 = ua (mod n),
a tedy

a”! = 4 mod n.

(Alternativné, inverzni prvek je mozné nalézt pomoci Eulerovy véty: vhle-
dem k tomu, ze a®™ = 1 (mod n), mdme a~' = a*™~! mod n. Tento
postup je vSak vypocetné mnohem néro¢néjsi.)

Radu piikladi lze sestrojit jako podgrupy jinych grup. Spoustu moznosti nabizi
napiiklad multiplikativni grupa C*.

Piiklad. Komplexni jednotky, tj. mnozina {z € C : |z| = 1}, tvofi podgrupu grupy
C*. Mezi jejimi podgrupami dale jmenujme napt. grupy C,, sestavajici ze vSech
kofent polynomu z"™ — 1 a tzv. Priferovu p-grupu Cyee = [Jp—; C,r sestavajici ze
vSech komplexnich ¢isel z splnujicich =1 pro néjaké k. Priiferova grupa je v
teorii grup oblibenym protiptikladem na fadu vlastnosti.

Existuje fada geometrickych i algebraickych konstrukci abelovskych grup, z nichz
nékteré maji vyznamné aplikace v geometrii, ale také tfeba v kryptografii — napii-
klad grupy odvozené od eliptickych kiivek (viz Diffie-Hellmantiv protokol v Sekei
4.3).

Vétsina prikladti neabelovskych grup je odvozena od dvou zakladnich konstrukei:
symetricke grupy vSech permutaci na dané mnoziné a linedrni grupy vsech reguldr-
nich matic daného rozméru nad danym télesem.

Priklad. Symetrickd grupa sestava z permutaci na dané nepriazdné mnoziné X s
operacemi o skladani permutaci, ! invertovani permutaci a konstantou id : x — x
(identické zobrazeni), tj.

Sx = ({7 : 7 je permutace na mnoziné X}, 0,7 id).
Je-li X = {1,...,n}, pak misto Sx piSeme S,,. Mezi podgrupami S,, zmifime napf.

e alternujict grupu A, vSech sudych permutaci;

e dihedrdlni grupu Da,, vSech symetrii pravidelného n-thelnika, jakozto grupu
permutaci na mnoziné jeho vrcholii (tato grupa sestdvd z n otoceni a n
osovych symetrii, proto znaceni Dy, );

e nejriznéjsi grupy symetrii geometrickych téles, automorfismi graft a dal-
Sich matematickych struktur, apod.



Priklad. Obecnd linedrni grupa nad télesem T sestava z regularnich matic dané ve-
likosti s operacemi - maticového nasobeni, ~! maticového invertovani a konstantou
FE, jednotkovou matici, tj.

GL,(T) = ({A : A je regularni matice n x n nad télesem T},-, ' F),

Mezi jejimi podgrupami zmifime napf.

o specidlni linedrni grupu SL,,(T) vSech matic s determinantem 1;

e ortogondlni grupu O, (T) vSech ortogondlnich matic, tj. takovych A, co
spliiuji AAT = E. (Nad télesem R to odpovida maticim, jejichz radky, resp.
sloupce, jsou ortonormalni vektory vzhledem k standardnimu skalarnimu
soudinu.)

Prikladem grupy, kterd nema pfirozenou definici jako permutac¢ni ani linearni
grupa, je napf. osmiprvkova grupa vsech jednotkovych kvaternionti.

Piiklad. Kvaternionovd grupa Q na mnozing {+1, +i, +j, £k} s ndsobenim danym
predpisy

P=2=k>=-1, ij=k, jk=1i, ki=1j,
a dale pravidly zy = —(yz) a (—2)y = z(—y) = —(xy) pro vSechna x,y € {i,j,k}.

Symetrické a linearni grupy jsou v jistém smyslu charakteristické piiklady. Kazda
grupa je je izomorfni (viz Sekce ?77?) s néjakou podgrupou néjaké symetrické grupy
(Cayleyova reprezentace, Véta 77). A kazda koneénd grupa je izomorfni s néjakou
podgrupou néjaké obecné linedrni grupy nad libovolnym télesem (linedrni repre-
zentace, Véta 77).

Definice. Direktnim soucinem grup G; = (Gi,*;,"'e;), i = 1,...,n, rozumime
grupu
/
Gy XX Gy =(G1 XX Gp,x, ),

jejiz operace jsou definovany po slozkach, tj.

(a1y...yan) * (b1,...,by) = (a1 %1 b1, ..., an *p by),
(a1,...,an) = ((a)™, ..., (an)™),
c=(c1y...,¢n).
pro v8echna (ai1,...,a,), (b1,...,bn) € G1 X ... X Gy,. Je snadné ovéfit, zZe direktni

soucin skutecné splituje podminky z definice grupy.

Prestoze existuje fada nejriiznéjsich konstrukci koneénych abelovskych grup, ve
skuteCnosti jich je, aZ ma izomorfismus, pomérné malo: Véta ?7 tika, ze kazda
konec¢né abelovska grupa je izomorfni direktnimu soucinu cyklickych grup

Zpllcl X ... X ZPZ"’

kde plfl, ..., pF jsou néjaké mocniny prvocisel. (Nekoneéné abelovském grupy jed-
noduse charakterizovat nelze.)

Oblibenou kratochvili je hledani malych grup. Nasledujici tabulka obsahuje Gplny
seznam (aZ na izomorfismus) vsech n-prvkovych grup pro n < 11 a n = p, 2p, p?,
kde p je prvocislo. V soucasné dobé je znam seznam vSech grup az do velikosti
2047 = 211 — 1.



n grupy s n prvky
1 VA

2 Zo

3 Zs

4 Z4, Z2 X Z2

5 Zs

6 Zs, Sz = Dg
7 Z

8 Zg, Z2 X Z4, Z2 X Z2 X Zz, Dg, Q
p Ly

P2 Lo, Ty X Loy
2p Zzp, sz

Podobneé jako u oborti integrity, definice grupy obsahuje minimalni mnozstvi pod-
minek. Nasledujici tvrzeni ukazuje nékolik aritmetickych pravidel, které z definice
snadno plynou a v dal$im textu je budeme zcela automaticky pouzivat.

Tvrzeni 1.1. Bud G = (G,*,’,e) grupa a a,b,c € G. Pak

(1) jestlize axc =bx*c nebo cxa = cx*b, pak a ="b (kraceni);

(2) jestlize axu = a nebo uxa = a pro néjaké u € A, pak u = e (jednoznacénost
jednotky);

(3) jestlize axu = e nebo uxa = e pro néjaké u € A, pak u = o’ (jednoznaénost
inverznich prvki);

(4) (@) = a;

(5) (axb) =b*d.

Diikaz. (1) Je-li a*c=bx*c, pak také (a*c) x ¢’ = (bxc)* ¢’ a pouzitim vSech t¥
axiomti dostaneme (a *c¢)* ¢ = ax (cxc’) =a*e =a a podobné (bx*c)*c =b.
Tedy a = b. Analogicky pro cxa = cxb.
(2) Je-li a*xu = a = a* e, krdcenim dostdvame u = e. Analogicky pro u *a = a.
(3) Je-liaxu=e = axa’, krdcenim dostavame v = a’. Analogicky pro uxa = e.
(4) Protoze a’ * a = e, z jednoznac¢nosti inverznich prvka dostavame a = (a')’.
(5) Protoze (axb)*(b'xa’) = ax(bxb')xa’ = axexa’ = axa’ = e, z jednoznalnosti
inverznich prvkid dostédvame (a*b) = b xa’. O

Dilezitou roli hraji v grupadch mocniny. Bud G = (G, *,’, e) grupa, a € G, n € Z.
Oznacme
e n =
a*xak---%a n >0
nxa=4{
axa x---xd n<0
—n
Uvédomte si, co tento zapis znamend v aditivnim nebo multiplikativnim zapise:
e v aditivnim p¥ipadé je mocninoun-a =a+...4+a, resp. (—a)+...+(—a),
e v multiplikativnim p¥ipadé je mocninou a® =a-...-a, resp.a"t-...-a"}
Od tohoto mista dale budeme ve vSech tvrzenich a dikazech uvazovat grupy v
multiplikativnim zapise. U tvrzeni, kde by preklad do aditivni formy mohl ¢init

obtize, situaci vysvétlime.



Tvrzeni 1.2. Bud G = (G,-,7*,1) grupa, a,b € G a k,l € Z. Pak
a" = gk gl " = (@) = ()
a je-li G abelovskd, pak navic
(ab)* = a*b*.

Diikaz. Pokud k,l > 0, ihned vidimé, ze pocet prvkl a ve vyrazu na obou stranach
kazdé rovnosti je stejny. V pripadé zadpornych exponenti je tfeba vzit v tivahu, zZe
a a a”! se navzajem pokrati. Napt. v prvni rovnosti, pro k > 0 > [, |I| < |k|, mame
na levé strané soucin k + [ prvkd a, zatimco na pravé strané soucin k prvkd a a
—I prvkii a~!. Po vykraceni dostaneme rovnost obou vyrazii. Ostatni ptipady se
rozeberou podobné. (I

V aditivnim zapise Tvrzeni 1.2 fiké nésledujici:
k+l)-a=k-a+1!-a, (kD) -a=k-(l-a), k-(a+b)=k-a+k-b,

posledni rovnost samoziejmé plati pouze pro abelovské grupy. Pokud vam tyto
podminky pfipominaji definici vektorového prostoru, jste na spravné stopé. Jak
bylo feceno vyse, teorie abelovskych grup je skutecné teorii ,,vektorovych prostort
nad Z“, odborné Z-moduld (viz Sekce ?7?).

2. PODGRUPY A RADY PRVKU

2.1. Generatory.
Bud G = (G,-,7',1) grupa. Pfipometime, %e podmnozina H C G tvoii pod-
grupu, pokud e € H,a™' € Haa-be H pro kazdé a,b € H.

Lemma 2.1. Prunik podgrup je podgrupa.

Diikaz. Uvazujme podgrupy H;, i € I, dané grupy G = (G,-,71,1). Oznacéme
H = (,c; H;. Dokdzeme, ze mnozina H spliiuje vyse uvedenou podminku. Protoze
e € H; pro vSechna ¢ € I, bude e nalezet i jejich priniku H. Nyni uvazujme a,b € H.
Tyto lezi v kazdém H; a diky uzavienosti na operace tam nalei také prvky a ' a

a - b. Takze tyto prvky lezi i v priniku vSech H;, ¢ili v H. (Il

Uvazujme podmnozinu X C G grupy G. Podgrupou generovanou mnoZinou X
rozumime nejmensi podgrupu (vzhledem k inkluzi) grupy G obsahujici podmnozinu
X, znac¢ime ji (X)q. Takova podgrupa jisté existuje: staci vzit prinik vSech podgrup
obsahujicich mnozinu X, tj.

(X)a= () H
XCH<G
Podle pfedchoziho lemmatu jde skuteéné o podgrupu, mezi vSemi podgrupami ob-
sahujicimi mnozinu X bude nejmensi.

Tvrzeni 2.2. Bud G = (G,-,71,1) grupa a 0 # X C G. Pak
<X>G:{xlf1-:v§2-...-:vk": neN, z,...,z, € X, k1,...,k, €7Z}.

n

Diikaz. Ozna¢me M mnozinu z pravé strany uvedené rovnosti. Kazdy prvek M je
obsazen v kazdé podgrupé H, kterd obsahuje mnozinu X, protoze x; € X C H pro
vSechna i, tedy :vf € H, a tudiz také :v’fl -...-xk € H. Tedy M je obsazeno v
priniku vsech takovych podgrup H. Zbyva ovéfit, ze M skutecné tvori podgrupu.
Sou¢in dvou prvkt z M je jisté v M, jednotka 1 = z - 27! je tam také, a pro
o oake e Moplati (a8 - oab)y T =g ke e R e ML O



Uvédomte si, Ze v aditivnim zdpise, tj. pro grupu G = (G, +, —,0), dostavame
(X)a ={k1z1 + kexo+ ...+ kpxn: neN, z1,...,2, € X, k1,...,kn €Z}.

Je-li G abelovskd grupa a X = {ai,...,a,} konefnd mnozina, prvky podgrupy
generované mnozinou X lze vyjadrit jednodussim zpusobem: diky komutativité
muzeme secist mocniny stejnych prvka a dostaneme (v aditivnim zapise)

<a1,...,an>g:{klal—i—kzag—i—...—i—knan: kl,...,knEZ}.

Priklady. Jednim typem tlohy je zjistit, jaké prvky obsahuje podgrupa dané grupy
generovana danou podmnozinou.
o (1+i,3—i)c ={k(14+0)+1(3—14): k,1eZ} = {(k+3)+(k—1)i: k,1l € Z}.
e (1+i,3—i)c: ={(1+49)* (340 :k,lcZ}
o (a,b)z ={ka+1b:k,l €Z} = (NSD(a,b))z diky Bézoutové rovnosti.

Priklady. Druhym typem tulohy je, ddna grupa G, najdéte co nejmensi mnozinu
generdtord, tj. podmnozinu X C G takovou, ze G = (X)g.

o Z=1), Z, =(1).

o 73 = (3), ale Z§ nelze generovat jednim prvkem; plati Z = (3,5).

e S, = (T, kde T je mnozina vSech transpozic, viz Tvrzeni 3.2.

2.2. R4ad prvku.

Rddem grupy G rozumime pocet prvki jeji nosné mnoziny, znacime jej |G| (tj.,
formalné vzato, |G| = |G|). Rddem prvku a v grupé G se rozumi ¥ad grupy (a)g a
znadi se ord(a). Je-li tato podgrupa nekoneénd, rozumi se ord(a) = oco.

Tvrzeni 2.3. Bud G = (G,-,71,1) grupa aa € G. Pak ord(a) je rovno nejmensimu
n € N takovému, Ze a™ = 1, pokud takové n existuje, resp. 0o v opacném pripadé.

Dikaz. Podle Tvrzeni 2.2 je
(ayg ={a" -a™ - ...d" :neN, k... k, €2} ={d": kecz}).

Vsimnéte si, Ze a’ = a’ pravé tehdy, kdyz a*~7 = 1. Pokud tedy Z4dné n € N s
vlastnosti a™ = 1 neexistuje, uvedené prvky podgrupy (a)e jsou po dvou rizné a
tato podgrupa je nekonecna. Uvazujme nadale nejmensi n € N takové, ze a™ = 1.
Pak a°,al,...,a" ! jsou po dvou riizné prvky podgrupy (a)g. Na druhou stranu,
kazda mocnina a™ je rovna nékterému z téchto prvki: pro ¢ = m div n, r = m mod
n plati
am =a"t" = (") -a"=17-a" =a".

Tedy (a)a = {a°, a',...,a" 1} obsahuje presné n prvki. O

V aditivnim zépise je tedy fad prvku a roven nejmensimu n takovému, ze n-a = 0.
Pozor, fad prvku zélezi na zvolené grupé! Napft.
e ord(3) = 8 v grupé Zsg, protoze 8-3 = 0 (mod 8), ale n-3 # 0 (mod 8) pro
n=1...,7;
e ord(3) = 2 v grupé Zj, protoze 3> = 1 (mod 8), ale 3! 1 (mod 8).
Priklady. V nekone¢nych grupach mohou rfady vychéazet vselijak:
e v grupé Z plati ord(0) = 1 a ord(a) = co pro vSechna a # 0;

e v grupé C* existuje prvek libovolného fadu: ord(e?™/*¥) = k a ord(z) = oo
kdykoliv |z| # 1.

Priklady. V koneénych grupach nikoliv:



o

Lle)

o
[ISH

OBRAZEK 1. Rozklad grupy G podle podgrupy H a jeho transverzéla.

e v grupé Zg je ord(0) = 1, ord(1) = 6, ord(2) = 3, ord(3) = 2, ord(4) = 3

a ord(5) = 6;
e v grupé Z3 je ord(1) = 1, ord(2) = 3, ord(3) = 6, ord(4) = 3, ord(5) = 6
a ord(6) = 2.

Vsimnéte si, ze v uvedenych ptikladech kone¢nych grup fad kazdého prvku
déli fad celé grupy. To neni nédhoda, nybrz pravidlo, které je specidlnim pfipa-
dem Lagrangeovy véty 2.4, kterou si nyni ukazeme. Dalsi restrikce ohledné fadu
prvki se pak dozvime v sekci o cyklickych grupéach.

2.3. Lagrangeova véta.

Lagrangeova véta tika, ze fad podgrupy deéli fad celé grupy. Myslenka dtkazu
je jednoducha: celou grupu rozlozime na nékolik podmnozin, které jsou po dvou
disjunktni a stejné velké jako dana podgrupa. Nesamoziejmou ¢asti dikazu je kon-
strukce tohoto rozkladu.

Definice. Bud G = (G,-,7!,1) grupa a H jeji podgrupa:

e mnoziny aH = {ah : h € H}, a € G, se nazyvaji rozkladové tridy pod-
grupy H;

e mnozina vSech rozkladovych t¥id {aH : a € G} se nazyva rozkladem grupy
G podle podgrupy H;

e pocet rozkladovych tiid se nazyva index podgrupy H v grup€ G a znaci se
[G:H] = |{aH :a € G}

e podmnozina T C G s vlastnosti [T NaH| = 1 pro kazdé a € G se nazyva
transverzdla rozkladu G podle H.

Pojmy, které jsme definovali, se nékdy pouzivaji s pfivlastkem levy, tj. levé roz-
kladové tiidy, levy rozklad, leva transverzala. Pravymi rozkladovymi t¥idami pak
rozumime mnoziny Ha = {ha : h € H} a ostatni pojmy se definuji analogicky.
Z Lemmatu 2.9 plyne, zZe velikost levého a pravého rozkladu je stejna, tedy index
podgrupy nezavisi na volbé strany.

Piiklad. Bud G =Z a H = {z € Z : n | 2}. Rozkladovou t¥idu uréenou prvkem
a € Z muzeme vyjadrit jako

aH={a+h: he H}={a+nk: k€eZ}={x€Z: x=a (modn)}.
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Dvé rozkladové t¥idy aH, bH jsou bud stejné, nebo disjunktni, pficemz aH = bH
pravé tehdy, kdyz n | (a—b), tedy a = b (mod n). Dostdvame tak n riznych rozkla-
dovych tfid, tedy [G : H] = n. Jako transverzalu lze zvolit napt. T = {0,...,n—1},
mnozinu vSech moznych zbytki po déleni n.

Priklad. Bud G =S,, a H = A,. Pak ro A, = A, o®™ = A, pro libovolnou
m sudou a mo A, = A, om sestava ze vSech lichych permutaci pro libovolnou 7
lichou. Grupa S,, se tedy rozkldda na dvé rozkladové tiidy (levé i pravé jsou stejné),
[Sn : Ay,] =2 a jako transverzalu lze zvolit napt. T = {id, (1 2)}.

Levé a pravé rozkladové tfidy nemusi byt vzdy stejné, nejmensim piikladem je
nasledujici situace.
Piiklad. Bud G = S3 a H = {id, (1 2)}. Snadno spocteme, Ze levy i pravy rozklad
obsahuje tii dvouprvkové t¥idy, avSak

(13)H={(13),(123)}, ale H(13)={(13),(132)}.
Nyni mazeme zformulovat slibovanou Lagrangeovu vétu.
Véta 2.4 (Lagrangeova). Bud G grupa a H jeji podgrupa. Pak
|G| = [H]| - [G : H].
Znéni véty dava smysl i pro nekonecéné grupy, s pouzitim kardinalnich cisel
pro oznaceni velikosti mnozin. I bez znalosti kardinalni aritmetiky lze tvrzeni in-
terpretovat tak, ze existuje bijekce mezi prvky grupy G a kartézskym soucinem

H x {aH : a € G}, tj. ze tyto mnoziny jsou stejné velké. Pro koneéné grupy mi-
zeme zformulovat tento okamzity disledek:

Dusledek 2.5. Bud G konecnd grupa a H jeji podgrupa. Pak |H| déli |G| a ord(a)
déli |G| pro kazdé a € G.

Dikaz. Aplikujte Lagrangeovu vétu na podgrupu H = (a). O

Lagrangeovu vétu dokazeme pomoci dvou zédkladnich vlastnosti rozkladd: za
prvé, dvé rizné rozkladové tiidy jsou disjunktni, a za druhé, vSechny rozkladové
tfidy jsou stejné velké. Analogicka tvrzeni plati i pro pravé rozkladové t¥idy.

Lemma 2.6. Bud G grupa a H jeji podgrupa. Pro kaZdé a,b € G plat{ bud aH =
bH, nebo aH NbH = (.

Diikaz. Piedpokladejme aH N bH # (), dokdzeme, ze aH = bH. UvaZujme ¢ €
aH NbH a napiSme ¢ = ah; = bhy pro néjakéd hy, he € H. Pak pro kazdé ah € aH
plati
ah = chi'h =bhahi'h € bH
——
€H
a podobné pro kazdé bh € bH plati
bh = chy'h =ahihy'h € aH.
——
€H
Tedy aH = bH. O

Lemma 2.7. Bud G grupa a H jeji podgrupa. Pro kaZdé a € G plati |aH| = |H|.
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Diikaz. Uvazujme zobrazeni f : G — G definované f(z) = ax. Toto zobrazeni
je prosté: kdyby ax = f(x) = f(y) = ay, krdcenim dostaneme x = y. Pfitom
f(H) = aH, tedy f|u je bijekce mezi H a aH, takZze jsou tyto mnoziny stejné
velké. ]

Diikaz Lagrangeovy véty. Zvolme néjakou transverzalu 7' a napisme
G= U aH.
acT

Podle Lemmatu 2.6 jde o disjunktni sjednoceni, takze pocet prvki lze spocitat jako
soucet velikosti jednotlivych podmnozin:

Gl =Y Jatt| = S [H| = |T|-|H| = G : H] - H].
a€T acT

V druhé rovnosti jsme pouzili Lemma 2.7 a ve ¢tvrté rovnosti jsme pouzili vztah
|T| =[G : H], ktery plyne z Lemmatu 2.6. O

Specidlnim pfipadem Lagrangeovy véty je FEulerova véta, kterou jsme diskutovali
v Sekci 7. Bud G = Z} a a € Z,, tedy a je celé ¢&islo spliujici NSD(a,n) = 1. Pak
ord(a) déli |Z¥| = p(n). Protoze a®4(®) = 1, tim spise bude

¥ =1y Zy,
jingmi slovy a*(™ =1 (mod n).

Ve zbytku sekce ukazeme dalsi dveé vlastnosti rozkladd. Zacneme dtilezitym krité-
riem, podle kterého se snadno ovéri, za jakych podminek jsou dvé rozkladové t¥idy
stejné. Toto kritérium se nam bude hodit pfi dikazu Burnsideovy véty nebo v sekci
o faktorgupach.

Tvrzeni 2.8. Bud G grupa a H jeji podgrupa. Pro kazdé a,b € G plati

(1) aH = bH prdvé tehdy, kdy? a='b € H;

(2) Ha = Hb prdvé tehdy, kdy? ab=* € H.
Diikaz. (1) (=) Protoze aH = bH, mame b € aH, a tedy b = ah pro néjaké h € H.
Tudiz a=1b = h € H. (<) Jestlize a='b € H, pak pro kazdé ah € aH plati

ah =bb"tah =b(a"'b)"*h € bH
—_———
€H
a podobné pro kazdé bh € bH plati
bh =aga 'bh € aH.
———
€H

Tedy aH = bH. (2) se dokédze analogicky. O

Na zavér ukdzeme, ze levé a pravé rozklady jsou stejné velké.

Lemma 2.9. Bud G grupa a H jeji podgrupa. Levy i pravy rozklad G podle H
maji stejny pocet pruki.

Diikaz. Dokazeme, e zobrazeni aH — Ha ™! je bijekci mezi levym a pravym roz-
kladem. Nejprve musime dokazat, ze jsme korektné definovali zobrazeni: mohlo by
se stat, ze téze rozkladové tfidé aH = bH se snazime pfifadit dvé rizné hodnoty
Ha=! # Hb~!. Podle Tvrzeni 2.8

aH=bH < a'beH < (o) '=blacH & Ha'=Hb1,
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a tedy zobrazeni je nejen dobfe definované, ale také prosté. Evidentné je i na. O

3. PERMUTACNI GRUPY

3.1. Zakladni vlastnosti permutaci.
Permutaci na mnoziné X rozumime bijekci (vzajemné jednoznacéné zobrazeni)
X — X. Pro permutace 7,0 na X definujeme operace o, ~1, id pfedpisy

e too:x— 7(o(x)),

e 71 :z s ten (jediny) prvek y spliujici 7(y) = =,

e id:x+— .
Oznacime-li Sy mnozinu véech permutaci na mnoziné X, pak Sx = (Sx,0,”!,id)
je tzv. symetrickd grupa na X. Podgrupam této grupy se ikd permutacni grupy.
Je-li X ={1,...,n}, znadime Sx = S,,.

Cyklus v permutaci 7 je posloupnost x1, . . ., xx navzajem ruznych prvkt mnoziny
X spliwjici 7(z1) = x2, m(x2) = x3, ..., 7(zr) = x1. Rozkladem na cykly se rozumi
zapis
(T11 T12 - T )(T21 T22 - Tokg) o (Tl T2 - Tk, )

kde x;1, %2, ..., 2k, jsou navzajem rtzné prvky pro vsechna i. Cykly délky 1 se ze
zépisu zpravidla vynechdvaji. (Je-li X konefnd mnozina, pak rozklad na cykly jisté
existuje; pro nekone¢né mnoziny bychom museli povolit ,nekoneéné cykly“.)
Tvrzeni 3.1. Rdd permutace © v grupé S,, je roven nejmensimu spolecnému nd-
sobku délek jejich cykli.
Diikaz. Cyklus délky n ma ziejmeé rad n a jsou-li Cq,...,C,, disjunktni cykly, pak
(Cro...0C,)F =CFo...0CF. Z toho plyne, Ze (Cy o...0C,,)* = id pravé tehdy,
kdy% je k nésobkem vsech délek cykl. Cili fa4d je roven nejmensimu spoleénému
nasobku. O

Transpozici rozumime permutaci tvaru (z y).
Tvrzeni 3.2. Grupa S, je generovand mnoZinou vsech transpozic.
Jingmi slovy, kazdou permutaci (na koneéné mnoziné) lze napsat jako sloZeni
transpozic.
Diikaz. Libovolny cyklus miizeme rozlozit jako
(CLl ag ... CLk) = (CLl ak) O0...0 (CLl a3) o} (CLl CLQ).
Danou permutaci pak mtzeme napsat jako slozeni rozkladt vsech jejich cykli. O
Permutace (na koneéné mnozing) se nazyva sudd, pokud se sklddd ze sudého
poc¢tu transporzic, lichd v opa¢ném pfipadé (mame-li dva riizné rozklady jedné per-
mutace, mohou mit rizné délky, ale, jak lze snadno nahlédnout, stejnou paritu).
Definujeme znaménko permutace: sgnm = 1, je-li 7 sudé, a sgnm = —1, je-li 7 licha.
Ptimo z definice plyne, ze
sgn(moo) =sgnm-sgno a sgnmw ' =sgnm.
(Prvni tvrzeni je oc¢ividné, druhé plyne ze vztahu ((a; b1) o ... o (an by))"! =
= (an by)o...0(ay by).) Z diikazu Tvrzeni 3.2 navic mizeme vydist, ze
sgnm = (_1)n—poéet cykli v mr _ (_1)poéet sudych cykla v

Diky uvedenym vztahtim tvori sudé permutace podgrupu v S,, tzv. alternujici
grupu A,,.
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Tvrzeni 3.3. Grupa A,, je generovand mnozinou vSech trojcykli.
Jinymi slovy, kazdou sudou permutaci lze napsat jako slozeni trojcyklti.

Diikaz. Danou sudou permutaci nejprve rozlozime na transpozice, a ty seskupime
do dvojic. Pokud jsou dvé sousedni transpozice stejné, mizeme je vypustit. Pokud
maji spoleény jeden prvek, pak (i j)o (j k) = (i j k). A jsou-li disjunktni, pak
(ij)o(kl)=(kil)o(ijk). Timto zptsobem pfepiSeme rozklad na transpozice
na slozeni trojcykla. O

Dilezitym konceptem v teorii grup je tzv. konjugace.

Definice. Bud G = (G,-,~!,1) grupaa a,b € G. Prvky a, b nazyvame konjugované
v G, pokud existuje ¢ € G takové, ze a = c-b-c L.

Je vidét, Ze relace konjugace je ekvivalenci. Jeji bloky se nazyvaji tridy konjugace.

Priklad. V linearni algebfe se konjugovanym maticim se ikd podobné. Konjugace
odpovidéd zmené béaze daného linedrniho zobrazeni, tj. dvé matice jsou podobné
préavé tehdy, kdyz jsou matici téhoz linedrniho zobrazeni vzhledem k rtiznym bazim.
Pripomenme naptiklad Jordanovu vétu, kterd fika, Ze matice A, B jsou konjugované
v grupé GL,,(C) prévé tehdy, kdyz maji stejny Jordantv kanonicky tvar.
Priklad. Pojem konjugace je velmi dulezity v permutacnich grupach. Uvazujme
permutaci

™= (CL11 a2 ... a1k1)(a21 azz ... a2k2)"'(am1 am2 ... amkm)v

a libovolnou permutaci p. Pak pomo p~! je rovno

(plar1) plarz) ... plair,))(p(az1) plazz) ... plazk,)) -+ (p(am1) plamz) ... plamk,,)),
nebot pro kazdé i, j plati

~1
(pomop )(plai;)) = p(m(ai;)) = plaier)),
kde j@&1=j7+1proj <k; ak; ®1 = 1. Konjugace permutaci p tedy funguje
jako ,kopirovani“ zapisu podle pravidel danych permutaci p, kazdy prvek a v zapise
permutace 7 se pfrepiSe na p(a), pfi¢emz struktura cykl ziistane zachovéna.

Tvrzeni 3.4. Permutace 7,0 jsou konjugované v grupé S,, prdvé tehdy, kdyz maji
stejng pocet cykli kazdé délky (Tikd se stejny typ).

Dikaz. (=) Plyne bezprostiedné z vypoctu v pfedchozim piikladu.
(<) Jsou-li
™ = (CL11 aio ... alkl)(azl ago ... a2k2) e (am1 Am2 - - . amkm),

g = (b11 b12 blkl)(b21 b22 b2k2)"'(bm1 me bmkm)a

dvé permutace stejného typu, definujeme p(a;;) = b;; a vyse uvedenym vypoctem
dostaneme o = pomo p~ 1. (Il

Piiklad. Permutace (1 2 3) a (2 3 4) jsou konjugované v grupé Sy, protoze obé
maji jeden cyklus délky 1 a jeden cyklus délky 3. Tyto permutace ovSem nejsou
konjugované v grupé€ Ay4: jak plyne z dikazu Tvrzeni 3.4, jediné permutace p spl-
tiujici (23 4) = po(123)op~tjsou (14),(1234)a(1324). Zadna z nich oviem
neni suda.
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Priklad. Ukazeme, Ze

S,=(12),(12 ... n).
Diky Tvrzeni 3.2 staci dokazat, Ze lze nagenerovat vSechny transpozice. Nejprve
nagenerujeme transpozice (k k+ 1), k=1,...,n — 1: induktivné

(k+1k4+2)=012...0)FkE+1)12...0)" L
Dale, pro kazdé k nagenerujeme ostatni transpozice (k k+1), i > 0: opét induktivné
(kk+i+l)=(k+ik+i+D(kk+i)(k+ik+it+1)"".

3.2. Pasobeni grupy na mnoziné.

V rada pripadii se hodi danou abstraktni grupu interpretovat jako grupu permu-
taci na néjaké mnoziné. Naptiklad grupu Z,, lze interpretovat jako grupu permutaci
roviny, kde ¢éislu & odpovidd otoceni o o thel k - 2w /n. Soucet dvou ¢éisel modulo
n odpovida slozeni pfislusnych otoceni, opa¢né ¢islo odpovida opac¢nému otoceni a
nula odpovida identické permutaci. Toto pozorovani motivuje nasledujici definici.

Definice. Pisobenim grupy G = (G,-,~!,1) na mnoziné X rozumime zobrazeni
m: G — Sx spliujici nasledujici podminky pro vsechna g, h € G:
o (1) =1id,
o m(g™") =m(g9)7"
e w(g-h)=mn(g)on(h).

Hodnotu permutace 7(g) na prvku z € X budeme znacdit kratce g(x). Z definice
plyne, Ze jednotka v G piisobi jako identita, g~! ptisobi jako inverzni permutace k
m(g) a plati vztah (g- h)(z) = g(h(x)). MuZeme si pfedstavovat, ze prvky grupy G
HLhybou“ s prvky mnoziny X, pficemz tak, jak se prvky v G nasobi, tak se prislusné
,pohyby* skladaji.

Priklad. Pusobeni z ivodniho odstavce odpovida nasledujici konfiguraci: G = Z,,
X =R? a 7(k) je permutace na X dané predpisem

a\ | cos(k-2m/n) —sin(k-27/n)\ (a

b sin(k - 2/n)  cos(k - 27w /n) b/
Priklad. Podobnym zptisobem lze interpretovat maticové grupy jako permutace
prislusného vektorového prostoru dané prislusnym linedrnim zobrazenim: zde G <

GL,(T), X = T" a n(A) je permutace mnoziny 7", kterd vektor v zobrazi na
soucin Av.

Priklad. Trividlnim pfipadem je pfirozené ptisobeni permutacéni grupy G < Sx
na mnozinu X, kde 7(g) = g.

3.3. Burnsideova véta.

Jako ukéazku, k ¢emu je dobra teorie permutacnich grup, si ukazeme jednu pék-
nou aplikaci v kombinatorice. Jak spocitat pocet néjakych objektd az na danou
symetrii? Naptiklad, kolika zptisoby je mozné obarvit stény krychle dvéma barvami
az na otoceni, tj. kdyz dvé obarveni povazujeme za totozné, pokud jedno z dru-
hého dostaneme otocenim krychle? Jako motivaci pouzijeme néasledujici jednodussi
ulohu.

Uloha. Kolika zptisoby je mozné obarvit policka étverce 2 x 2 dvéma barvami
az na otoceni? Tj. dvé obarveni povazujeme za totozna, pokud jedno z druhého
dostaneme otocenim ctverce.
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Tuto tlohu je samoziejmé snadné fesit prostym vyctem vsech moznych obarveni,

vyjde nam nasledujicich Sest:
=
XX L IX] LI XL

Ale pfi vétsim poctu barev nebo vétsim poctu poli¢ek bychom se nedopoditali.
Nejprve si ujasnéme, co presné znamend pocitani ,az na danou symetrii“. Dva
objekty povazujeme za totozné, pokud jeden z druhého dostaneme pomoci néjakého
povoleného zobrazeni. V nasi iloze jsou to otoceni, ktera zachovavaji dany ¢tverec,
tj. otoceni roviny o 0, 90, 180 a 270 stupnt. Uvazujme tedy ptisobeni grupy G
sestavajici z téchto ¢tyfech otoceni na mnoziné X sestavajici ze véech moznych
obarveni ¢tverce 2 x 2 dvéma barvami (tj. |X| = 2% = 16), kde 7(g) je permutace,
ktera ctverec otoci o prislusny tihel i s danym obarvenim.

XX

Nyni zpét k teorii. V celém zbytku této sekce uvazujme libovolné pisobeni grupy
G = (G,-,7%,1) na mnozinu X. Budeme potfebovat nékolik uzite¢nych definic a
vlastnosti.

Zavedeme tzv. relaci tranzitivity ~ na mnoZziné X: definujeme r ~ y, pokud
existuje g € G takové, ze g(x) = y. Volné feeno, x ~ y, pokud néjakd permutace
pfesouva z na y.

Pozorovani 3.5. Relace ~ je ekvivalence na X.
Diikaz. Reflexivita plyne z toho, ze 1(z) = id(x) = x. Symetrie z toho, ze g(x) =y

implikuje ¢g~*(y) = x. Tranzitivita: pokud x ~ y ~ z, tedy g(z) = y a h(y) = z pro
néjaka g, h, pak (h-g)(z) = h(g(z)) = h(y) = 2, a tedy = ~ 2. O

Bloky ekvivalence ~ nazyvame orbity. Orbitu obsahujici prvek x budeme znadit
[zl ={ye X:w~y} ={g9(z): g € G}.
Priklad. V motivacéni tloze jsou v relaci ~ kazda dvé obarveni takova, ze jedno

z druhého lze dostat otocenim. Mnozina vSech obarveni se tedy rozpadne na Sest
orbit nasledujicim zptisobem:

X[X]
L X [xXL]
L L] XX

HrF
XL [x]

L1

Vidime, Ze feSenim tlohy je pocet orbit v tomto plisobeni.

X ]
L]

Bod x € X se nazyva pevngm bodem prvku g € G, pokud g(z) = z. Mnozinu
vSech pevnych bodt prvku g € G budeme znacit

Xg={re X g(x) =1}
a stabilizatorem prvku x € X nazveme mnozinu

Gy ={9€G:g(z) =1z}
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Priklad. Stabilizatorem obou jednobarevnych obarveni je cela grupa G. Stabiliza-

. . . . e s K .. .
tor obarveni gﬂ obsahuje pouze identitu. Stabilizator obarveni [X7] obsahuje identitu
a otoceni o 180 stupnii.

Pozorovani 3.6. Stabilizdator tvori podgrupu grupy G.

Diikaz. Jednotka nalezi G, nebot 1(z) = id(x) = =z. Je-li g,h € Gy, tj. plati
g(x) = h(z) =z, pak g~ }(z) =z a (g h)(z) = g(h(2)) = g(z) = =. 0
Lemma 3.7. Pro kaZdé x € X plati |G| = |G| - |[z]].
Dikaz. Protoze je G, podgrupa grupy G, Lagrangeova véta fika, ze
Gl = |G.] - [G : Gal.

Stadi tedy dokazat, ze |[z]| = [G : G,] = [{9G, : g € G}|. Uvazujme zobrazeni

¢:{9Gs g€ Gt —[z],  gG.g(x)
Dokéazeme, ze to je bijekce. Pfedné je tfeba ovérit, ze jsme skutecné definovali
zobrazeni: mohlo by se stat, Zze tutéz rozkladovou tfidu méame oznacenu dvéma

riaznymi zpusoby, tj. ze ¢G, = hG, pro néjakd g # h, a pfitom se ji snazime
prifadit dvé rtizné hodnoty g(x), h(z). OvSem podle Tvrzeni 2.8 plati

9Gr =hG, & hlge G, & hlglx) =2 & g(z) = h(2),
a tedy ¢ je nejen dobie definované, ale také prosté. Navic pro kazdy prvek y € [x]
existuje g € G spliujici g(z) = y, tedy ¢ je bijekce. ([

Z lemmatu plyne, Ze velikosti orbit déli pocet prvki grupy G. (Vsimnéte si, ze
to je splnéno v nasi motivacéni tloze.)

Pifipomenime, Ze X/~ zna¢l mnozinu vSech blokt ekvivalence ~, tj. | X/~| znadi
pocet orbit daného plisobeni.

Véta 3.8 (Burnsideova véta). Necht koneénd grupa G piisobi na koneénou mnoZinu

X. Pak )
‘X/N‘ = ﬁ ’ Z ‘Xg|'
geG

Dikaz. Oznaéme
M={(g,2) € G x X : g(z) =z}

Prvky této mnoziny mizeme spocitat dvéma zptisoby: bud ke kazdému g spocitdme
pocet x takovych, ze (g,x2) € M, nebo naopak, ke kazdému z spoc¢itdme pocet g
takovych, ze (g,2) € M. Dostaneme tak nésledujici rovnost:

M| =3 1Xg| = |Gal-

geG reX

Pouzitim této rovnosti dopoéitéme uvedeny vzorec:
1 |G| 1
—_— X : _— = _— =
T€l Z' =G 216 i 2o ]
1
= Ol = = 1.
5 z )SED DETES S

Oe(X/~) xeo oe(X/~)ze0O oe(X/~)

Vysledek je tedy roven velikosti mnoziny X/~ tj. po¢tu orbit. (|
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Vzorec lze interpretovat tak, ze pocet orbit je roven prumérnému poctu pevnych
bodi, kde prumér pocitame pres vSechny prvky grupy G.

Piiklad. Vratme se k motivacni loze. Otoc¢eni o 0 stupiiti (tj. identita) zachovava
v8echna obarveni, tedy |Xo| = |X| = 16. Otoceni o 90 stupiii zobrazuje levé dolni
policko na levé horni, levé horni na pravé horni, atd., ¢ili abychom dostali stejné
obarveni, musi mit v8echna ¢ty¥fi policka stejnou barvu. Tedy |Xgo| = 2. Podobné
| Xa70] = 2. Otoceni o 180 stupiiii zaméniuje levé dolni poli¢ko za pravé horni a levé
horni za pravé dolni. Tyto dvé dvojice tedy musi byt stejnobarevné, a to lze provést
Ctyfmi zplisoby. Tedy | X1s0| = 4. Podle Burnsideovy véty je pocet obarveni az na
otoceni 1 - (16 +2+ 4 +2) = 6.

Metodu ilustrujeme na nékolika dalsich tlohéch.

Uloha. a) Détsk4 stavebnice obsahuje tfi ¢ervené, tii zelené a tii modré &tvercové
desticky. Kolika zpusoby je lze sestavit do velkého ¢tverce 3 x 37 Dvé sestavy po-
vazujeme za totozné, pokud jednu z druhé dostaneme otocenim. b) Jak se vysledek
zmeéni, pokud je mozné dilky pevné spojovat? Tedy pokud dvé sestavy povazujeme
za totozné, dostaneme-li jednu z druhé otocenim a prevracenim.

Resent. Misto sestav budeme uvaZovat barveni jednotlivych poliek ¢tverce. Cili X
bude mnozina vSech obarveni ¢tverce 3 x 3 danym poctem barev a G bude a) grupa
v8ech otoceni ¢tverce, b) grupa vSech symetrii ¢tverce (tj. G = Dg). Grupa G
plisobi na X tak, ze p¥islusnd permutace otoc¢i/pfevrati étverec i s jeho obarvenim.
Resenim tlohy je pocet orbit tohoto ptisobeni (dvé obarveni jsou v jedné orbité
pravé tehdy, kdyz jedno z druhého dostaneme otoc¢enim, resp. pfevracenim).
Napiseme tabulku, v jejimz prvnim sloupci bude seznam prvkt grupy G, pii¢emz
zobrazeni ,,podobného typu“ budeme sdruzovat, v druhém sloupci bude pocet prvki
daného typu a ve tfetim pocet pevnych boda téchto prvki. Pevnym bodem se
rozumi takové obarveni, které po daném otocéeni/pfevraceni vypadé stejné.

id 1 | 1680
otoceni o £ 90° 2 0
1

2

2

otoceni o 180° 0
osa pres vrcholy 36
osa stfedem hran 36

Podle Burnsideovy véty je pocet obarveni
a) 7-(1680+2-0+1-0) =420,
b) =-(1680+2-0+1-0+2-36+2-36) = 228.

[N

O

Uloha. Kolik nahrdelniki lze sestavit a) ze ti1 cervenych, ti zelenych a t¥i modrych
kulicek, b) z Sesti zlutych a tii ¢ernych kulidek? (Nezélezi na poloze ndhrdelniku,
je mozno jej prevracet ¢i otacet.)

Resent. Misto nahrdelnik@ budeme uvazovat barveni vrcholil pravidelného devitia-
helnika. Cili X, resp. Y, bude mnoZina vSech obarveni vrcholt pravidelného deviti-
thelnika danymi barvami a G = D;g bude grupa vsech symetrii pravidelného devi-
titthelnika, kterd ptisobi na X, resp. Y, tak, Ze pfislusnd permutace otoci/prevrati
devitithelnik i s jeho obarvenim. Kazdé orbité tohoto ptusobeni odpovida pravé
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jeden nahrdelnik (jehoz kulicky jsou uspofdddny podle toho obarveni). Napiseme
tabulku podobné jako v pfedchozi dloze.

[ X[ | [Ys]
1680 | 84

g
id
otoceni o £ 1 vrchol
otoceni o & 2 vrcholy
otoceni o £ 3 vrcholy
otoceni o + 4 vrcholy
osové symetrie

© NN Tk

O O o OO
= o Ww o o

Podle Burnsideovy véty je pocet nahrdelniki a) & - (1680 + 2 - 6) = 94, resp.

b) #5-(84+2-3+9-4)=7. O

Uloha. Kolika zptisoby je mozné obarvit stény krychle dvéma barvami? Kolika
zpusoby lze pfifadit sténam cisla 1 az 67 A kolik existuje hracich kostek, tj. kolika
zpusoby lze priradit ¢isla 1 az 6 tak, ze soucet protilehljch stén je sedm? Dvé obar-
veni/pFifazeni povazujeme za totozna, pokud lze jedno z druhého dostat otoéenim
krychle.

Reseni. Bud X mnozina viech obarveni stén krychle dvéma barvami, ¥ mnozina
vSech prirazeni ¢isel 1 az 6 sténam a Z mnozina téch pfitfazeni z Y, jejichz protilehlé
stény davaji soucet sedm. G bude grupa vsech otoceni krychle ptisobicina X, Y i Z
tak, ze piislusnd permutace otoéi krychli i s jejim obarvenim/pfifazenim. NapiSeme
tabulku podobné jako v ptedchozi tiloze.

g # | 1 Xol | Yol | 1]

identita 1] 2° 6! 48
osa pfes stiedy protilehljch stén, +£90° | 6 | 23 0 0
osa pres stfedy protilehljch stén, +180° | 3 | 2* 0 0
osa pres stfedy protilehljch hran, +180° | 6 | 23 0 0
osa pfes protilehlé vrcholy, £120° 8 | 22 0 0

Tedy pocty orbit jsou
o X/~ =g (20+3-28+12.2% +8.2%) =10,

o |Y/~| =4 -6!=30,
o |Z/~ =57 -48=2.

Jak znadmo, hraci kostky jsou dvé, pravotociva a levotociva, podle potfadi stén 1, 2,
3 pfi pohledu na piislusny roh kostky. ([

Burnsideovu vétu lze pouzit v fadé dalsich aplikaci, napf. pokud chceme zjis-
tit pocet néjakiych struktur dané velikosti aZ na izomorfismus. Metodu ilustrujeme
na grafech s ¢étyfmi vrcholy. Bud X mnozina v8ech grafti s vrcholy 1,2,3,4. Dva
grafy jsou izomorfni, pokud existuje permutace z Sy, kterd pfevadi hrany na hrany
a mezery na mezery. Uvazujme tedy ptisobeni grupy S4 na X tak, Zze dana permu-
tace prehazi vrcholy i s hranami. Orbity tohoto ptisobeni budou obsahovat pravé
vsechny navzajem izomorfni grafy, pocet neizomorfnich grafi je tedy roven poctu
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orbit. Regenim je tabulka

—
S—
o 0w o —|3k
[\
~

(

Vidime, Ze ¢tyfprvkovych graft je 11.

Na zavér jedna poucnd aplikace v teorii permutacnich grup. Permutacéni grupa
se nazyva tranzitivni, mé-1i jen jednu orbitu (ve svém pfirozeném ptisobeni). Napf.
grupy S,, A,, Da, jsou tranzitivni, grupa ((1 2)(3 4))s, neni.

Véta 3.9 (Jordanova véta). Kazdd alespori dvouprvkovd konecénd tranzitivni grupa
obsahuje alesport jednu permutaci bez pevného bodu.

Dikaz. Podle Burnsideovy véty je pocet orbit roven primérnému poctu pevnych
bodt. Tranzitivita fika, ze pocet orbit je 1. Pfitom identita ma alespon dva pevné
body, tedy nadprimeérné mnozstvi, takze musi existovat permutace, kterd ma pod-
prumeérné mnozstvi pevnych bodt. Protoze je pocet pevnych bodd nezdporné celé
¢islo, jedind podprimérna hodnota je 0. Tedy existuje permutace bez pevného
bodu. (]

4. CYKLICKE GRUPY
4.1. Podgrupy a rady prvkua.

Definice. Grupa G se nazyva cyklickd, pokud je generovana jednim prvkem, tj.
G = (a)e pro néjaké a € G.

Tvrzeni 2.2 ik, ze prvky cyklické grupy G = (G, -, ,1) = (a) lze vyjad¥it jako

G={d":kecz).

7 Tvrzeni ?? plyne, Ze je-li fad a nekonecny, pak jsou tyto mocniny po dvou rizné,
a je-li ord(a) = n koneény, pak G = {a® al,...,a" !}. Odsud je odvozen nazev
pro cyklické grupy: pfi ndsobeni danym prvkem a cyklicky prochazime pies vSechny
prvky grupy G.

Priklady.

e Grupy Z a Z,, n € N, jsou cyklické, generované prvkem 1.

e Grupy C, < C* sestavajici ze vSech komplexnich kofend polynomu ™ — 1
jsou cyklické, C,, = (e2™/"). Priiferova grupa Cpe cyklickd neni (neni ani
koneéné generovand), piestoze vSechny jeji vlastni podgrupy cyklické jsou.

e Grupy Zj jsou cyklické pro kazdé prvocislo p, jak plyne z Véty 4.5. Napti-
Klad Z3 = (2), Z5 = (3), Zi, = (2).

o Nékteré grupy Z;, n slozené, jsou cyklické, napt. Z§ = {1,5} = (5), ale
nékteré ne, napt. Zg cyklicka neni.

e Kazd4 grupa G prvociselného fadu je cyklickd. Uvazujme podgrupu (a),
a # 1. Podle Lagrangeovy véty je |(a)| déli |G|, pfitom [(a)| > 1, tedy
|{(a)] = |G| a prvek a tuto grupu generuje.

Nejprve se podivame, jak vypadaji podgrupy cyklickych grup.
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Tvrzeni 4.1. KaZdd podgrupa cyklické grupy je cyklickd.

Diikaz. Bud H podgrupa cyklické grupy G = (a). Je-li H = {1}, pak H = (1).
V opaéném piipadé oznaéme k nejmensi kladné ¢islo takové, ze a* € H (vSechny
prvky G jsou mocniny a, takové k tedy existuje). Dokazeme, ze H = (a*). Inkluze
(a*) C H je zfejma. Pro spor tedy piedpokladejme, Ze existuje n&jaky prvek a™ €
H ~ (a*). Pak k { n, jinak bychom méli a” = (a*)"/*. Dostavame

a® mod k __ anfk(n div k) _ a® - (ak)n div k € H,

protoze a™ i a* lezi v H, coz je spor s volbou k jako nejmensiho kladného ¢isla s
vlastnosti a* € H. (|

Priklad. Grupa Z je cyklickd, a tedy jeji podgrupy jsou tvaru
H=(k)=kZ={a€Z:k|a}.

Ptitom kZ = IZ pravé tehdy, kdyz k = +l. Podgrup je tedy nekonecné mnoho,
v8echny tvaru kZ, k € N U {0}, tyto jsou po dvou riizné. Ptitom kZ C IZ pravé
tehdy, kdyz [ | k, tedy pogrupy jsou vzhledem k inkluzi uspofddény opacné nez
mnozina N U {0} délitelnosti.

Pro grupy Z, bychom mohli postupovat podobné, ale neni tak jasné, za jakjch
podminek jsou dvé podgrupy totozné. Pomize ndm nasledujici vlastnost.

Lemma 4.2. Bud G = (a) konecnd cyklickd grupa #didu n. Pak (a*) = (aNSPF™)),
Dikaz. Vzhledem k tomu, ze NSD(k,n) | k, ihned vidime, ze a* € (aNSP®m))
tedy (a*) C (aNSP*™)). K opa¢né inkluzi vyuzijeme Bézoutovu rovnost: NSD(k,n) =
uk + vn, tedy

aNSD(k,n) _ auk—i—vn _ (ak)u . (an)v _ (ak)u 1Y = (ak)u c <6Lk>,
z ¢ehoz plyne dokazovand inkluze. O

Priklad. Grupa Z, je cyklickd, a tedy jeji podgrupy jsou tvaru
H= (k) =kZ, ={kumodn:u=0,...,n—1}.

Podle Lemmatu 4.2 s volbou a = 1 dostavame, ze kZ, = NSD(k,n)Z,, tedy
kZ,, = lZ,, pravé tehdy, kdyz NSD(k,n) = NSD(I,n). Podgrup je tedy tolik, kolik
je delitelu ¢isla n, vSechny tvaru kZ, k | n. Pfitom kZ, C 17, pravé tehdy, kdyz
1| k, tedy pogrupy jsou vzhledem k inkluzi uspofadény opac¢né nez mnozina vSech
délitela c¢isla n délitelnosti.

Nyni prodiskutujeme poéty generatorti. Je-li G = (a) cyklickd grupa nekonec-
ného Fadu, ma pravé dva generdtory, a a a~!. Oba tuto grupu generuji, protoze
{a* : k € Z} = {a™* : k € Z}. Kdyby G = (a™) pro néjaké n, pak a = (a™)™
pro né&jaké m, a dostavame 1 = (a™)™ -a~! = a™" ! a diky tomu, ze fad a je
nekonecny, mn = 1, tedy n = £1. Pro konec¢né cyklické grupy to je slozitéjsi, jak
uvidime za chvili.

O néco obecnéjsi tloha je spocitat pocet prvki daného fadu. Pro nekonecéné
cyklické grupy nutné ord(l) = 1 a ord(b) = oo pro kazdé b # 1. Pro koneéné
cyklické grupy muzeme pouzit Lagrangeovu vétu, kterd fika, ze piipustné rady
déli 7ad celé grupy. Pocty prvki jednotlivych pfipustnych fadt popisuje nasledujici
tvrzeni.
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Tvrzeni 4.3. Bud G cyklickd grupa koneéného fidu n. Pak G obsahuje pravé o(d)
prokid Tddu d | n.

Prvky fadu n jsou pravé generdtory této grupy, tedy cyklicka grupa fadu n
mé pravé ¢(n) generdtort. (Slusi se dodat, ze Eulerova funkce pocitd pocet ¢isel
nesoudélnych s n v intervalu 1,...,n, a tedy ¢(1) = 1.)

Diikaz. Ozna¢me G = (a). Nejprve uvazujme d = n. Podle Lemmatu 4.2 (a*) =
(NSD(k,n)). Pokud tedy NSD(k,n) = 1, dostavame (a*) = G, v opa¢ném piipadé
a g (a¥) = {(a®) : 1 € Z} = {a*'mod" . | € Z}, protoze NSD(k,n) | kl mod n. Cili
generatoru je tolik, kolik ¢isel nesoudélnych s n, tedy ¢(n).

Nyni uvazujme d | n obecné. Nejprve si vSimneme, Ze pro kazdé k | n existuje
praveé jedna podgrupa velikosti k: vSechny podgrupy jsou cyklické, podle Lemmatu
4.2 tvaru (a'), I | n, pfidemz tyto jsou po dvou riizné, protoze maji riizné velikosti
(a')| = n/l. P¥itom tato jedina k-prvkovéa podgrupa obsahuje pravé (k) generatort,
tedy prvka radu k. O

Tvrzeni o poctu generatort lze pouzit k péknému ditkazu nasledujici kombina-
torické identity.

Tvrzeni 4.4. Pro kaZdé n € N plati y_;,, o(d) = n.
Dikaz. Budeme pocitat pocet prvkia grupy Z, dvéma zpiisoby. Jeden je zptisob

trividlni: grupa obsahuje ¢isla 0,...,n — 1, tedy |Z,| = n. Podruhé spocitdme
prvky podle ¥4dt: pfipustné ¥ady jsou d | n, tedy |Z,| = Zd‘nud, kde ug znadi
pocet prvki fadu d. Tvrzeni 4.3 ¥ika, Ze ug = p(d). O

4.2. Multiplikativni grupy koneénych téles jsou cyklické.
Nasledujici véta ma dalekosahlé dtsledky v teorii konecnych téles i v teorii ¢isel.

Véta 4.5. Bud G konecnd podgrupa grupy T*, kde T je néjaké téleso. Pak G je
cyklickd.

Specidlné grupy Zj, jsou cyklické pro kazdé prvocislo p. Toto tvrzeni lze interpre-
tovat Cisté v jazyce elementarni teorie ¢isel tak, ze pro kazdé prvocislo p existuje
¢islo a (generator té grupy) takové, ze kazdé b € {1,...,p — 1} lze vyjadiit jako
b = a* mod p pro né&jaké k € N. (Viz téz sekce o diskrétnim logaritmu nize.)

K dtkazu véty pouzijeme nasledujici kritérium cykli¢nosti.

Lemma 4.6. Bud G konecénd grupa a pFedpoklddejme, Ze pro kazdé k € N ezistuje
v G nejuyse k proki a spliujicich o® = 1. Pak je grupa G cyklickd.

Dikaz. Ozna¢me ug pocet prvki fadu k v grupé G. Oznaéme n = |G|. Pokud
k 1 n, podle Lagrangeovy véty u, = 0. Naopak, pokud uj # 0, uvazujme néjaky
prvek a fadu k. Podgrupa (a) je cyklickd fadu k, a tedy vSechny prvky b € (a)
splituji b* = 1. Podle pfedpokladu jsme nalezli viechna feSeni této rovnice, takze
(a) je jedind cyklickd podgrupa fadu k v G. Podle Tvrzeni 4.3 méa ¢(k) generdtort,
tedy ug = (k).

Shrnuto, pro kazdé d | n plati ug = 0 nebo uq = ¢(d). P¥itom -, ua = n, a
zéroveil podle Tvrzenf 4.4 je 3_;, ¢©(d) = n. Tedy uq = ¢(d) pro viechna d | n,
specidlné tedy v G existuje prvek fadu n, neboli generator. ([l

Diikaz Véty 4.5. Podle Véty ?? ma polynom z*¥ — 1 nejvyse k kofenti v télese T.
Tedy grupa G < T* miize obsahovat nejvyse k prvki a splitujicich a* = 1 a miizeme
aplikovat predchozi kritérium. (Il
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4.3. Diskrétni logaritmus a aplikace v kryptografii.

Bud G = {(a) cyklickd grupa kone¢ného fadu n. Pro kazdé b € G existuje prévé
jeden exponent k € {0,...,n — 1} splitujici b = a*. Toto ¢islo nazyvame diskrétni
logaritmus prvku b o zadkladu a v grupé G a znacime log, b. Vidime, ze zobrazeni
k +— a* a zobrazeni b — log, b jsou navzajem inverzni bijekce mezi mnozinami
{0,....,n—1} a G.

Na tomto mist€ je opét dilezité zdiraznit, co je diskrétni logaritmus v aditivnim
zépise: zde se ptame po inverzenim zobrazeni k bijekci k — k - a, tedy log, b je to
jediné k € {0,...,n — 1} spliiujici k- a = b.

Piiklad. Uvazujme grupu Z, = {a), tj. NSD(a,n) = 1 (viz Lemma 4.2). Logarit-
mus log, b je roven tomu (jedinému) k € {0,...,n — 1}, pro které

ka==b (mod n).
Napf. v Z1; je log; 4 = 10, protoze 7-10 =4 (mod 11).

Takové k najdeme snadno Eukleidovym algoritmem: spocteme Bézoutovy koefi-
cienty 1 = NSD(a,n) = ua + vn a vidime, ze b = uab + vnb = ub- a (mod n), ¢ili
log, b = ub mod n.

Priklad. Uvazujme grupu Ly, = (a), p prvocislo. Logaritmus log, b je roven tomu
(jedinému) k € {0,...,p — 2}, pro které

a*=b (mod p).
Napi. v Z3, je log; 4 = 6, protoze 7¢ =4 (mod 11).

Na rozdil od pfedchoziho pfikladu neni zndm Zadny efektivni algoritmus (pra-
cujici v ¢ase, ktery je polynomidlni vzhledem k poctu cifer prvoéisla p) na vypocet
log,, b.

Cely zbytek sekce je minén jako nastin myslenek, které jsou za aplikaci diskrét-
niho logaritmu v kryptografii. Vétsina informaci je v néjakém smyslu zjednodusena,
zdjemce o presny vyklad odkazujeme na kryptografickou literaturu, napt. [Kob94],
[Sch96].

Zakladni myslenkou moderni kryptografie je pojem jednosmérné funkce. Velmi
zjednodusené feceno, je to bijektivni zobrazeni f takové, Ze hodnoty f(x) se daji
pocitat rychle, ale neni znam postup, kterym by bylo mozné pocitat rychle hodnoty
inverzniho zobrazeni f~!(y). S jednim piikladem jsme se pravé seznamili: vipocet
mocniny o daném zakladu vs. diskrétni logaritmus v grupé Z;. Druhy nejpouzi-
vanéjsi ptiklad je zalozen na vypoctu mocniny o daném exponentu vs. vypocet
odmocniny.

e Bud p velké prvocislo (podle soucasnych standardii p > 21000)

grupy Z,. Funkce
{0,....p—2}—={1,...,p—1}, x+— a”modp

a a generator

je jednosmérnd. Inverzni funkei je diskrétni logaritmus v grupé Z;.
e Bud N soucin dvou pfiblizné stejné velkych rtiznych prvocéisel (podle sou-
¢asnych standardt N > 21990) a k > 1. Funkce

{0,...,N—1} - {0,...,N -1}, z— z" mod N

je jednosmérna. Inverzni funkci je ,k-t4 odmocnina modulo N¢.
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Mocnéni a diskrétni logaritmus lze uvazovat i v fade jinych grup, nejsilnéjsi aplikace
maji grupy odvozené z eliptickych kiivek. Pro ilustraci ukazeme dva kryptografické
protokoly zalozené na diskrétnim logaritmu (Diffie- Hellmanidv protokol pro vyménu
klice a El Gamaliv protokol pro kryptografii s vefejnym klicem) a pro srovnani
jeden zaloZeny na odmocniné (asi nejznaméjsi protokol s vefejnym klicem RSA). V
soucasné dobé jde patrné o nejpouzivanéjsi kryptosystémy.
Zacneme velmi jednoduchou aplikaci, pro kterou je mozné vyuzit jakoukoliv jed-
nosmérnou funkci.

Hod minci. Alice a Bob si chtéji na dalku (t¥eba po telefonu) zahrét hru ,panna
nebo orel“. Alice bude hézet minci, Bob hadat. Jak to ale udélat, aby Alice Boba
nepodvedla, kdyz se Bob nemtize na minci podivat? Zvolme néjakou jednosmérnou
funkeci f na mnoziné {1,...,n}. Pokud Alice hodi orla, zvoli ndhodné liché ¢islo
x, v opa¢ném piipadé zvoli sudé ¢islo. Bobovi posle hodnotu f(z). Protoze je f
jednosmérnd, Bob neumi spocitat, co padlo, zvoli tedy odpovéd ndhodné. Nyni
Alice zverejni ¢islo x a Bob ihned vidi, zda vyhral nebo ne. Muze Alice podvadét?
Dejme tomu, Ze padl orel a to samé si tipnul Bob. Aby Alice Boba podvedla, musela
by Bobovi ukizat sudé y takové, ze f(y) = f(x). Jenze takové y neexistuje, kdyz je
f bijekce.

Diffie-Hellman. Jednou ze zékladnich kryptografickych tloh je néasledujici: Alice
a Bob se potfebuji dohodnout na né&jakém spole¢ném hesle (odborné klic¢i), pti-
¢emz k dispozici maji pouze vefejny kanal (napf. odposlouchévany telefon). Jak to
provést?

Nejprve se Alice a Bob dohodnou na néjaké cyklické grupé G = (a), ve které
Je mocnéni rychlé, ale vypocet diskrétniho logaritmu pomaly, tieba Z, pro velké
p. (Tato informace nepfiteli nepomtize, mohou se domluvit libovolnym vefejnym
kandlem.) Déle si Alice zvoli ¢islo m a Bob &islo n z intervalu 0, . . ., |G| — 1, p¥i¢emz
kazdy bude svoje ¢islo drzet v tajnosti. Pak provedou nasledujici operace: Alice
spoCte x = a™ a posle x Bobovi, Bob spocte y = a™ a posle y Alici. Poté Alice
spocte y™ = (a™)™ = a™™ a Bob spocte 2" = (a™)™ = a™". Oba tedy ziskali stejny
prvek a™" a ten prohlasi za hledany klic.

Kdyby nepfitel poslouchal jejich komunikaci, co zjisti? Bude znat grupu G, gene-
rator a a hodnoty x = a™ a y = a™; chtél by spocitat prvek a™". Tomuto problému
se Fika Diffie-Hellmaniv problém. V soucasné dobé je znamo jediné feSeni: pouZitim
diskrétniho logaritmu ziskat z hodnot z,y ¢isla m, n, vynasobit je a dopocitat a™".

RSA (Rivest-Shamir-Adleman). Problém je nasledujici: Alice (nebo kdokoliv jiny)
chce poslat zpravu Bobovi tak, aby nikdo jiny neprecetl, co v ni je. Bob publikuje
tzv. vefejny kli¢, pomoci néhoz mize Alice (nebo kdokoliv jiny) zasifrovat svoji
zpravu a poslat ji Bobovi. Pouze Bob ovSem zné soukromy kli¢, pomoci néhoz lze
zpravu deSifrovat. PopiSeme, jak generovat klice a jak Sifrovat a deSifrovat zpravu.
Na zacatku Bob vygeneruje dvé rtizna priblizné stejné velka prvocisla p, g a spocte
N = pq. Dale ndhodné zvoli ¢islo e nesoudélné s p(N) = (p — 1)(¢ — 1) a pomoci
Eukleidova algoritmu spocte ¢islo d spliujici
de=1 (mod p(N)).
Cisla N,e budou vefejnym klicem (ten Bob rozhlési do svéta), ¢&isla d, p, ¢ budou
soukromym klicem (ten bude Bob drzet v tajnosti).

Nyni kdykoliv chce nékdo poslat Bobovi zpravu, provede nésledujici (pro jedno-
duchost budeme predpokladat, ze zpravu tvori néjaké prirozené ¢islo 0 < z < N
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nesoudélné s N): vypocita
y = x° mod N

a vysledek posle libovolnym komunika¢nim kanalem Bobovi.

I kdyz y zachyti nepfitel, nejsou v soucasné dobé znamy prostfedky, jak ziskat
z Cisel N, e,y ¢islo z: je-li N dostatecné velké, neumi se v rozumném case spocitat
ani e-t4 odmocnina mod N, ani prvodéisla p, ¢ (pomoci nichz by $lo rychle dopoéitat
soukromy kli¢ d), a neni zndm ani jiny zptsob, jak RSA prolomit.

Bob, se znalosti soukromého kli¢e d, ovsem deSifruje snadno: protoze ed = 1
(mod ¢(N)), podle Eulerovy véty je

yl = (xe)d =z =2'=2 (mod N),
takze Bob ziska x vypoctem
z = y? mod N.

Protokol RSA vyuziva tzv. zadni vrdtka (trapdoor) pro funkci odmociiovani mo-
dulo N. Obecné se zadnimi vratky rozumi dodatec¢né informace, ktera ¢ini jedno-
smérnou funkci obousmérnou. V tomto pfipadé jde o znalost d spliujiciho de = 1
(mod ¢(N)), které umoziiuje pocitat /y jako y?. Utok proti RSA tak lze vést dvéma
zpisoby: proti jednosmérné funkei (najit rychly algoritmus na vypocet odmocniny)
i proti zadnim vratktum (nalezeni rychlého zpiisobu vypoctu d bez znalosti p, q).

El Gamal. Tento protokol fesi stejnou tlohu jako RSA, ale je zalozen na diskrét-
nim logaritmu, nikoliv odmocniovani. Bob zvoli vhodnou cyklickou grupu G = {(a),
nahodné ¢islo k € {0,...,|G| — 1} a spocte b = a*. Verejnym klicem bude G, a, b,
soukromym klicem bude k.

Odesilatel zpravy zvoli ndhodné &slo [ € {0,...,|G| — 1} (které bude drzet
v tajnosti) a zpravu = € G zasifruje jako dvojici

y= (Cl7 02)7
kde ¢; = a! a cg = x - b'. Desifrovani pomoci k je snadné:
co-ciF=x-0 (@) F =z () (d)F =2

Je vidét, ze kdybychom uméli rychle pocitat diskrétni logaritmus, okamzité zis-
kéame soukromy kli¢. BohuZel to neni jediny zndmy zptusob utoku na El Gamalav
protokol, napriklad byl nalezen zptuisob, jak jej prolomit v pripadé grup Z;. Nékdy
se tento algoritmus pouziva s grupami odvozenymi z eliptickych krivek.

(Znovu zopakujme, ze bezpeénost zadného z uvedenych protokolt neni proka-
zatelna: spoCiva v tom, ze pres veskerou mnohaletou snahu nikdo dosud nenasel
zpisob, jak rychle spoéitat tajnou informaci bez znalosti informace soukromé.)



