Doméci tlohy 2.
odevzdat do 21.10. 15:40

1. (5 bodt) Bud T' < S télesa. Bud F' C T'[zy,...,x,] a A C S™. Oznaéme

V(F)={(a,...,a,) € S": f(ay,...,a,) =0 pro vSechna f € F'},

I(A) ={f €T[r,...,z,): f(a1,...,a,) =0 pro vechna (ay,...,a,) € A}.
Jinymi slovy, V(F') je mnozina vSech FeSeni soustavy polynomidlnich rovnic dané poly-
nomy z F'. Je snadné nahlédnout, ze I(A) je vidy idedl. Zadani:

a) Bud Fi, Fy C Tlxy,...,x,| takové, ze (Fy) = (F,) (tj. generuji stejny idedl).
Dokazte, ze tyto mnoziny urcuji ekvivalentni soustavy polynomialnich rovnic, tj.
ze V(Fy) = V(F3). Pouzijte Hilbertovu vétu o bazi k zavéru, ze ke kazdé soustavé
rovnic existuje ekvivalentni kone¢nd soustava rovnic.

b) Dokazte, ze pokud |A| = 1, pak I(A) je prvoideal.

c¢) Uvedte piiklad, kdy |A| = 2 a pfesto I(A) prvoidealem je.

2. (5 bodt) Dokazte, ze
a) Zlx]/(z* — 1) ~{(a,b) :a=b (mod 2)} <Z X Z.
b) Qlz]/(2?2 —1) ~Q x Q.
3. (5 bodu) Zjistéte, kolik riznych okruhii (az na izomorfismus) lze ziskat jako R[z|/(f),

kde f € R[z] stupné 3. Navod: dokazte, Zze R[x]/((z —u)¥) ~ R[z]/((z — v)*) pro viechna
u,v € RakeN.



Doplnujici cviceni

4. Dokazte, ze

(1) Zz]/(2® + 1) = Zi).
(2) Rlz]/(2* + 1) ~ C.
(3) Clz]/(* +1) ~C x C.

. S jakymi znadmymi okruhy jsou izomorfni Z[z]/(z* — 3), Q[z]/(z* — 3) a R[x]/(z* — 3)

6. S jakymi zndAmymi okruhy jsou izomorfni Q[z|/(z* — 4), R[z|/(z* —4) a Clx]/(z* —4)
?

7. S jakym zndmym okruhem je izomorfni Q[z]/(x® — 2) ?

8. Zjistéte, které okruhy (az na izomorfismus) lze ziskat jako R[z]/f volbou riznych
polynomii f € R[z] stupné 2. Zde R znadi téleso a) C, b) R, ¢) Q.

9. Zjistéte, kolik rtiznych okruhii az na izomorfismus lze ziskat jako C[z|/ f volbou riznych
polynomt f € C[z] stupné 3.

10. Dokazte, ze Rlx,y]/(y) =~ R[z] a Rlz,y]/(z —y) =~ R[z].
11. Bud X spocetnad mnozina a = € X. Dokazte, ze R[X]/(x) ~ R[X].

12. Rozhodnéte, zda jsou faktorokruhy a) Z[i|/(2), b) Z[z]|/(x), oborem integrity, pii-
padné télesem.

13. S kterym znamym okruhem je izomorfni Z[i]/(2) 7

14. Dokazte, ze Rlx1, z2, 3]/ (23 4+ 23 + 23) je obor integrity.



