Doméci tlohy 7.
odevzdat do 28.11. 14:00 (étvrtek)

Na prednésce jsme dokazali, Ze ve volném modulu nad oborem integrity jsou vSechny
volné baze stejné velké. Diikaz byl zalozen na prechodu k vektorovému prostoru nad podi-
lovym télesem (proto fungoval jen pro obory integrity), kde se pouzilo analogické tvrzeni
pro vektorové prostry znamé z linearni algebry. Napft. pro Z-modul Z" jsme prechazeli k
vektorovému prostoru Q" nad télesem Q.

V ramci domaécich cviceni predvedu diikaz analogického tvrzeni pro vsechny komutativnd
okruhy. Dilkaz bude zalozen na pfechodu k jistému faktormodulu nad faktorokruhem
podle maximéalniho idedlu (coz je vektorovy prostor nad télesem). Napt. pro Z-modul Z"
piejdeme k vektorovému prostoru Z; nad télesem Z,. Méjte tento priklad na paméti!

(Pro nekomutativni okruhy tato véta neplati, pfiklad viz néjakd prednaska o nekomu-
tativnich okruzich a modulech.)

Diikaz. Bud E = {e; : i € I} néjaka volna baze volného R-modulu F'. Bud M maximéalni
idedl v R.

1. (5 bodi) Dokazte, ze MF = {> mu; : m; € M,u; € F} je podmodul modulu F,
a dokazte, ze F//MF je R/M-modulem (tj. vektorovym prostorem na télesem R/M).
Skalarni nasobeni se rozumi

[rlar - [e]aer = [ra]ur.
(Nezapomerite ovéfit, ze jsou operace dobfe definovanél!)

Uvazujme E' = {[e;Jyr : @ € I}. Plati |E| = |E'|: kdyby [e;|mr = [e;lmr, pak
e, —e; € MF, tedy v F plati e; —e; = Y, mpuy - >, rie; = Zk,l(mkukrl)el, ¢ili jeden
prvek mame vyjadfeny dvéma riznymi zptsoby v téZe volné bazi E (rtiznymi, protoze
vlevo jsou koeficienty 41 a vpravo jsou vSechny koeficienty z M, tedy # +1), spor.

Pokud dokéZzeme, ze E’ je béazi vektorového prostoru F'//MF nad R/M, jsme hotovi —
kazdé dvé baze vektorového prostoru maji stejnou velikost.

2. (5 bodt) Dokazte, ze E’ generuje vektorovy prostor F'/M F nad R/M.

3. (5 bodu) Dokazte, ze E’ je linedrné nezavisla ve vektorovém prostoru F/MF nad
R/M. Navod: Napiste si [0]yr = > [rilmle e = D) riei]mr a pouzijte stejny trik, jako
v dikaze |E| = |E’'| uvedeném vyse. O



