ZAKLADNI ALGEBRAICKE KONSTRUKCE

DAVID STANOVSKY

1. OBECNE ALGEBRY

Cil. Zavedeme obecny pojem algebry jakoZto mmnoZiny s danou
sadou operaci. Budeme diskutovat pojem podalgebry, gemerujici
mnoziny a direktntho soucinu.

1.1. Algebraické struktury.

Dosud se ¢tenaf seznamil se zaklady tii klasickych algebraickych teorii: linearni
algebry, komutativni algebry a teorie grup. Objektem studia téchto disciplin je vzdy
specidlni typ algebraické struktury (vektorovy prostor, komutativni okruh, grupa),
popsany jako mnoZina, na niz jsou definovany néjaké operace, priCemz kazda teorie
na tyto objekty klade néjaké podminky, tzv. ariomy, které vychézeji z vlastnosti,
které sdileji dilezité piiklady (napf. v komutativni algebie obory polynomi a ¢iselné
obory). Tyto spole¢né znaky jsou abstrahovany v definici obecného pojmu algebry,
ktery formalizuje pfedstavu, co rozumime algebraickou strukturou.

Definice. n-drni operaci na mnoziné A rozumime zobrazeni z kartézské mocniny
A" = A x ... x A do A. Specialné, 0-arni operace je zobrazeni z jednoprvkové
mnoziny do A, tedy konstanta. Misto 1-arni fikdme undrni, misto 2-arni fikdme
bindrni. Cislu n se ¥ika arita operace.

Jazykem rozumime mnoZinu ¥ spolu se zobrazenim ar : ¥ — N U {0}. Vyznam
této definice je nasledujici: ¥ je mnozina operac¢nich symboli, které budeme v dané
teorii pouzivat, a zobrazeni ar udava aritu kazdého symbolu. Pro binarni symboly
se zpravidla pouZivaji infixové znaky +, -, *, o apod., pro unarni symboly se nékdy
pouZivaji postfixové znaky ’,~! apod.

Definice. Algebra v jazyce ¥ je dvojice A = (A, @), kde A je neprazdnd mnozina,
zvana nosnd mnozina, a ® je zobrazeni z mnoziny ¥ do mnoziny vsech operaci na
A pfifazujici symbolu ¢ né&jakou ar(c)-arni operaci o.

Algebry budeme znaéit tuénym pismenem, jejich nosné mnoziny tenkym, s vyjim-
kou standardnich znacdeni pro bézné ¢iselné obory (Z, Q apod.). Nebude-li vyslovné
uvedeno jinak, nosnou mnozinu algebry A budeme znacit A apod. V bézné mluvé
se rozdil mezi algebrou a jeji nosnou mnozinou ¢asto stird a v ruénim zapise je (ne-
dobrym) zvykem znacit algebru i jeji nosnou mnozinu stejné, byt, formélné vzato,
jde o ruzné véci.

Nyni si ukdzeme, jak lze v pravé zavedeném smyslu definovat algebraické struk-
tury, které jiz znate.

Priklady.



e Grupa je algebra G = (G, ®) v jazyce {*,’ e}, kde ar(x) = 2, ar(’) = 1,
ar(e) = 0, splitujici nésledujici podminky pro vSechny prvky a, b, c € G:

ax% (bx%c) = (axCb)+% ¢,

ax8eC =48 q=q,

ax%a'C =a'¢ % qa=cC.

Algebra v jazyce {x,e} spliiujici prvni dvé podminky se nazyvd monoid,
algebra v jazyce {*} spliiujici prvni podminku se nazjva pologrupa.

e Komutativng okruh s jednotkou je algebra R = (R, ®) v jazyce {+,—,-,0, 1},
kde ar(+) = ar(-) = 2, ar(—) = 1, ar(0) = ar(l) = 0, takova, Ze
(R, +,—,0) je abelovska grupa, (R, -, 1) je komutativni monoid a pro vSechna
a,b,c € R plati

aBO+Rc)=(a Bb)+B (a-Ro).

Je-li z kontextu zfejmé, zda mluvime o symbolu nebo prislusné operaci, budeme
pro piehlednost vynechavat horni index. Algebry v kone¢ném jazyce {o1,...,0,}
budeme zapisovat ve tvaru

A=(Ao0q,...,04).
Piiklady.

e Téleso je komutativni okruh s jednotkou T = (T, +, —, -, 0, 1) spliiujici navic
podminku, Ze pro vSechna 0 # a € T existuje pravé jedno b € T takové, Ze
a-b=1. Toto b sice zna¢ime a1, ale pozor: formalné vzato, ~!
operace na 1', protoze neni definovana pro 0.

o Vektorovy prostor nad télesem T je algebra V v jazyce {+,—,0, fo : « € T'},
kde ar(+) = 2, ar(—) = 1, ar(0) = 1 a ar(f,) = 1 pro v8echna o € T,
takova, ze (V,+, —,0) je abelovskd grupa a pro vSechna a,b € V, o, € T,
plati

neni unérni

favrsy(@) = fala) + fa(a),  farpla) = fa(fs(a)),
fala+b) = fola) + fa(b), fi(a) = a.
Symboly f, interpretujeme jako skaldrni ndsobeni prvkem a, tj. fo(v) = -

v. Striktné vzato, skalarni souéin neni bindrni operace, nebot jde o zobrazeni

TxV—=>V.

Dalsi ptiklady algebraickych teorii uvidime v posledni kapitole. Za vSechny zminme
nasledujici dva:
Piiklady.

e Svaz je algebra v jazyce {V, A}, kde ar(V) = ar(A) = 2, spliiujici jisté axi-
omy, které umoznuji interpretovat operace V, A jako supremum a infimum
dvouprvkové mnoziny v néjaké svazové uspordadané mnoziné. Detaily viz
Sekce 77.

e Booleova algebra je algebra v jazyce {V,A,—,0,1}, kde ar(V) = ar(A) =2,
ar(=) = 1 a ar(0) = ar(l) = 0, spliujici jisté axiomy, které vychazeji z
vyrokové logiky. Detaily viz Sekce ?7.

Ve zbytku kapitoly se seznamime s nékolika pojmy, které se opakuji ve vSech vyse
uvedenych teoriich, a ddme jim spole¢ny ramec. Jde pfedevsim o pojmy podalgebry,
direktniho soucinu, homomorfismu a faktoralgebry.



OBRAZEK 1. Podalgebra B algebry A.

1.2. Podalgebry.

Definice. Bud f n-arni operace na mnoziné A a B C A. Rekneme, Ze podmnoZina
B je uzavrena na operaci f, pokud

f(by,...,b,) €B
pro vsechna by,...,b, € B.

Stoji za to explicitné uvést, ze podmnozina B C A je uzaviena na
e binarni operaci *, pokud pro kazdé a,b € B plati a xb € B;
e undrni operaci ’, pokud pro kazdé b € B plati ¥/ € B;
e nuldrni operaci (konstantu) ¢, pokud ¢ € B.

Definice. Bud A algebra v jazyce . Rekneme, Ze neprazdna podmnozina B C A
tvori podalgebru algebry A, pokud je uzaviend na vSechny operace algebry A.
Podalgebrou algebry A pak rozumime algebru B ve stejném jazyce, jejiz nosnd
mnozina tvofi podalgebru algebry A a jejiz operace jsou restrikce operaci algebry
A, tj. 0B = o4 |p pro viechna ¢ € ¥. Zna¢ime B < A.

Uvédomte si, Ze tato definice je kompatibilni s analogickymi definicemi, které
jsme jiz slySeli: podalgebra vektorového prostoru je totéz co podprostor, podalgebra
komutativniho okruhu je podokruh, podalgebra grupy je podgrupa.

Piiklad. Na operacich dané algebry zélezi:

e podmnozina N tvofi podalgebru algebry (Z,+), ale nikoliv (Z, +, —);
e podmnozina {z € C : |z| = 1} tvofi podalgebru algebry (C,-), ale nikoliv
(C,+).

Tvrzeni 1.1. Bud A algebra a By, i € I, jeji podalgebry. Pak ()
prdzdnd mnozina, nebo tvori podalgebru algebry A.

er Bi je bud

Jde-li o podalgebru, budeme ji znacit ;. ; Bs.

Diikaz. Oznaéme B = (),c; B; a pfedpokladejme B # (). Bud ¢ symbol arity n a
bi,...,b, € B. Pak by,...,b, € B; pro viechna i € I, tedy o®(b1,...,b,) € B;
pro vsechna ¢ € I, nebot kazd4 mnozina B; je na tuto operaci uzaviena, a tedy
JA(b1,~'~7bn)€mqu]Bi:B~ O



OBRAZEK 2. Podalgebra algebry A generovani mnozinou X.

Pro sjednoceni obdobné tvrzeni neplati: napt. v algebie (Z,+) uvazujte pod-
mnozinu A sudych ¢isel a podmnozinu B ¢isel délitelnych tfemi. Sjednoceni neni
uzavieno na séitani, tfeba 2 + 3 ¢ A U B. Pro posloupnost do sebe zanofenych
algeber je vSak situace jina.

Tvrzeni 1.2. Bud A algebra a By < By < B3 < ... jeji podalgebry. Pak |J;cy Bi
tvori podalgebru algebry A.

Tuto podalgebru budeme znacit | J; .y B:.

Diikaz. Ozna¢me B = | J;c B;. Bud o symbol arity n a by, ..., b, € B. Pak existuje
k € N takové, ze by, ...,b, € By: vzhledem k tomu, Ze b; € By, pro néjaké k; € N,
stadi zvolit k = max(ky,...,k,). Pro toto k pak plati c®(by,...,b,) € By, a tedy
G'A(bl,...7bn)EUi€NBi:B. [l

Uvazujme podmnozinu ) # X C A v algebie A. Podalgebrou generovanou mno-
Zinou X rozumime nejmensi podalgebru (vzhledem k inkluzi) algebry A obsahujici
podmnozinu X, znaéime ji (X)a. Takova podalgebra jisté existuje: staci vzit pranik
vsech podalgeber obsahujicich mnozinu X, tj.

(X)a= () B
XCB, B<A
Podle Tvrzeni 1.1 je tento prinik skutecné podalgebrou, jisté obsahuje mnozinu X
a mezi vSemi takovymi podalgebrami je nejmensi.
Prvky podalgebry (X)a zpravidla poc¢itdme tak, Ze za¢neme s prvky mnoziny X
a aplikovanim operaci algebry A ziskavame postupné dalsi prvky. Postup se zastavi
ve chvili, kdy jiz zadné nové prvky nevznikaji, tedy kdyz je vysledna podmnozina
uzaviena na vSechny operace algebry A. Tento postup lze formalizovat podobné
jako pro grupy ve Tvrzeni 77, ale tim se zde zabyvat nebudeme.
Podalgebry generované koneénou mnozinou ¢asto zapisujeme zkracené (as, ..., a,)
misto ({a1,...,an}).
Piiklad. Na operacich dané algebry zalezi: pro dané n € Z
(] <n>(z,+) = {k n:ke N},
o (n)(z,) ={n*:keN}L
Priklad. Uziteénou tlohou je nalézt co nejmensi mnozinu generatort dané algebry:
b (N7+) = <1>7 (Zv +) = <1’ _1>7 (Zv+7_) = <1>
V prvni algebie kazdy prvek nagenerujeme jako soucet konecné mnoha jed-
nic¢ek. U celych ¢isel potfebujeme nagenerovat i zaporna ¢isla a k tomu



potfebujeme prvek —1 (nulu dostaneme jako 1+ (—1)). V posledni algebie
vSak mame operaci —, takze prvek —1 nagenerujeme z jednicky.

e (N,:) = (1,p : pje prvocislo) diky zakladni vété aritmetiky. Je vidét, ze
tato generujici mnozina je nejmensi mozna: zadné prvocislo neni mozné
nagenerovat pomoci jinych prvki.

1.3. Direktni souéiny.

Definice. Direkinim soucinem algeber A;,...,A,, ve stejném jazyce ¥ rozumime
algebru A; x --- x A,, v témze jazyce, jejiz nosnou mnozinou je kartézsky soucin
Ay X -+ X Ay, a jeji operace jsou definovany po slozkéch, tedy

A x---xXA 1 1 n n _ A 1 n A 1 n
o™ m((ayy ..y ar)y e (al, o am)) = (6P (ag, .. al), o 00 (ag,, - am
pro kazdy n-arni symbol o € ¥ a viechna a¥,...,ak € Ay, k=1,...,m.

Stoji za to explicitné uvést, ze pro binarni symbol * definujeme operaci predpisem

(al, - 7am) * (bh A ,bm) = (a1 *Al bl, ey Qo *Am bm)7
pro unérni symbol / definujeme operaci (ay, ..., am) = (a/**,...,a/A") a pro kon-
stantni symbol ¢ definujeme konstantu (c1,...,cAm).

2. HOMOMORFISMY

Cil. Zavedeme pojem homomorfismu, tedy zobrazeni zachovdvaji-
ctho strukturu dané algebry. Specidlni pozornost budeme vénovat
bijektivnim homomorfismim, tzv. izomorfismum, které formdlné
popisuji jev, kdy jsou dvé algebry ,stejné aZ na prejmenovdni
proku“.

2.1. Homomorfismy.

Zobrazenim mezi dvéma matematickymi objekty, kterd zachovéavaji jejich struk-
turu, se fikd homomorfismy. Tento pojem by mél ¢tenaf znat napt. z diskrétni mate-
matiky pro grafy, nebo z linearni algebry pro vektorové prostory. Pod jinymi nazvy
pak tento princip najdeme v fadé dalSich disciplin: napf. pro metrické prostory
hraje podobnou roli izometrie, tj. zobrazeni zachovavajici vzdalenosti (metriku).
Nyni zavedeme pojem homomorfismu pro obecné algebry.

Definice. Budte A, B algebry ve stejném jazyce Y. Zobrazeni ¢ : A — B se
nazyva homomorfismus algeber A, B, pokud

p(a™(ar, ..., an)) = 0P (p(ar),. .., ¢(an))
pro kazdy n-arni symbol o € ¥ a vSechna ay,...,a, € A. Rikdme, Ze ¢ zachovdvd
operace téchto algeber. Piseme ¢ : A — B.

Stoji za to explicitné uvést, ze ¢ zachovava binarni symbol *, pokud
p(a ™ b) = p(a) ¥2 p(b)
pro v8echna a,b € A; zachovava unarni symbol /, pokud
p(a?) = p(a)®
B

pro viechna a € A; zachovava konstantu ¢, pokud ¢(c?) = ¢B.
Pro specialni typy homomorfismi se pouziva néasledujici terminologie:



OBRAZEK 3. Homomorfismus ¢ : A — B.

e monomorfismus, neboli vnofent, je prosty homomorfismus (nékdy se uziva
znaceni A — B),

e epimorfismus je homomorfismus na (znaceni A — B),

e izomorfismus je homomorfismus, ktery je bijekci (znadeni A ~ B),

a déale

e endomorfismem algebry A rozumime homomorfismus z A — A,
e automorfismem algebry A rozumime izomorfismus z A — A.

Uvédomte si, ze uvedend definice homomorfismu je v p¥ipadé vektorovych pro-
storti totozna s definici linedrniho zobrazeni, tak jak jej znate z linedrni algebry.

Priklad. Identické zobrazeni id : A — A, x — z, je vZzdy homomorfismem.
Priklad. UvaZzujme zobrazeni

p:R—>R, x> €.
Zobrazeni ¢ je homomorfismem (R, +) — (R, ), nebot p(z +y) = e®T¥ =% - e¥ =
p(@) - o(y).
Piiklad. Uvazujme zobrazeni

p:C—oR, z—|zl.
Zobrazeni ¢ je homomorfismem (C,-) — (R, -), ale nikoliv (C,+) — (R, +).

Oboru hodnot daného homomorfismu ¢ : A — B se v algebfe fika obraz a znaci
se
Im(p) = {b € B:b=p(a) pro n&jaké a € A}.
Obraz vzdy tvoii podalgebru algebry B: je-li o n-drni symbol a by, ..., b, € Im(p),
pak by = p(a1),...,b, = p(a,) pro néjaka ai,...,a, € A a plati

oB(by,....b,) = B(p(ar),...,olan)) = ga(JA(al, .oy ap)) € Im(p).

Dilezitou tlohou je urédit, jak vypadaji vSechny homomorfismy mezi dvéma da-
nymi algebrami. Jedna metoda feseni vychazi z toho, Ze homomorfismy jsou urceny
svymi hodnotami na generdtorech (podobné jako u vektorovych prostort). Obecny
princip vysvétlime na konkrétnim piikladé.

Uloha. Najdéte vSechny homomorfismy (N, +) — (N, +).
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Regeni. Uvazujme homomorfismus ¢. ProtoZe (N, +) = (1), z hodnoty v bodé 1 lze
spocitat hodnoty ve vSech ostatnich bodech: je-li ¢(1) = k, pak

=pl+...4+1)=¢(1 e 1) = kn.
pn)=p(l+.. .+ =p1)+...+p(1) =kn
Tedy kazdy homomorfismus (N, +) — (N, +) je jednim ze zobrazeni y;, definovanych
¢k(n) = kn pro vSechna n € N. Zbyva ovétit, ze vSechna zobrazeni ¢, jsou skutecné
homomorfismy, coZ je snadné: o (x+y) = k(z +y) = kx + ky = pr(x) + v (y) pro
vsechna z,y € N. O

Pokud nejsme schopni efektivné pouzit generujici mnozinu, jako tfeba v na-
sledujici tloze, muzeme zkusit vyuzit prvkd se zvlastnimi vlastnostmi, které jsou
zachovany kazdym homomorfismem (viz téZ diskuse invarianti v Sekci 2.2).

Uloha. Najdéte véechny homomorfismy (Z,-) — (Z,+).

Reseni. Uvazujme homomorfismus ¢. Ze zachovani operace plyne, Ze p(0) = ¢(0 -
0) = ¢©(0) + ©(0), tedy ¢(0) = 0 a dostavame 0 = ¢(0) = p(n - 0) = p(n) + ¢(0) =
o(n) pro kazdé n € Z. Existuje tedy jediny homomorfismus n — 0. |
Tvrzeni 2.1. Bud A,B,C algebry ve stejném jazyce a p : A - B a1y : B — C
homomorfismy. Pak

(1) slozené zobrazeni 1 o ¢ je homomorfismus A — C;
(2) je-li v izomorfismus, pak inverzni zobrazeni o' je izomorfismus B — A.

Dikaz. (1) Ovéfime, Ze slozené zobrazeni ¢ o ¢ zachovava vSechny operace. Pro
prehlednost dikaz provedeme pro binarni symbol %, pro symboly ostatni arity se
dikaz provede analogicky. Protoze ¢, jsou homomorfismy, plati

plar ™ ag) = p(ar) ¥° p(az), by +° by) = P(br) x© ¥ (by)
pro vSechna a1,as € A a by, bs € B, a tedy
(%0 @)(a1 #* ag) = Y(p(ar ¥ a2)) = Y(p(ar) *® p(az))
= 9(p(a1)) *© P(p(asz)) = (¥ o p)(a1) © (¥ 0 ¥)(az)
pro vSechna a1, as € A.
(2) Ovéfime, Ze inverzni zobrazeni ¢~ ' zachovavd vSechny operace. Pro piehled-

nost dikaz opét provedeme pouze pro binarni symbol *. Pro vSechna b1,b, € B
plati

1

b1 *% by = (™ 1 (01)) ¥ (0 (b2)) = (" (b1) ¥ 71 (b2)),
a tedy

@7 (b1 #B ba) = o (o7 (b1) ™ 07 (B2)) = @ (by) ¥ 0T (ba).
0

Pfipomenme, ze automorfismy algebry A jsou bijektivni homomorfismy A — A,
tj. permutace na nosné mnoziné A, které zachovavaji vSechny operace. Z Tvrzeni 2.1
plyne, Ze slozeni automorfismii dané algebry je opét automorfismem, a ze inverzni
zobrazeni k automorfismu je také automorfismem. Vidime, ze vSechny automorfismy
dané algebry A tvofi podgrupu symetrické grupy S4. Tuto podgrupu nazyvame
grupa automorfismi a znacime

Aut(A) = ({¢: A — A automorfismus}, o, ,id) < S4.



Tato grupa popisuje symetrie dané algebry a je velmi dutlezitd v fadé situaci.
Priklady si ukdzeme v Sekci 3.4.

2.2. Izomorfni algebry.

Rekneme, ze algebry A a B jsou izomorfni, znaéime A ~ B, pokud existuje izo-
morfismus A — B, tj. vzdjemné jednoznac¢né zobrazeni mezi nosnymi mnozinami,
které zachovava vSechny operace. Tento pojem si lze predstavit jako ,kopirovani
algeber“: mame-li algebru A, pro jednoduchost uvazujme bindrni A = (A, %), a bi-
jektivni zobrazeni ¢ : A — B, miZeme na mnozinu B ,ptekopirovat operaci *
predpisem

aob=p(p~ (a) 7 (b))
Vidime, Ze zobrazeni ¢~ ", a tedy podle Tvrzeni 2.1 i zobrazeni ¢, bude izomorfismus
algeber (A, %) a (B, o). Navic kazdy izomorfismus si lze pfedstavit timto zpiisobem.
Izomorfni algebry maji stejné ,algebraické vlastnosti“ (nebudeme se poustét do
toho, co to presné znamend). Jedna je kopii druhé, doslo pouze k piejmenovini
prvkt popsaném kopirovacim zobrazenim .

Je dobré si uvédomit, Ze relace ~ je ekvivalenci na t¥idé vSech algeber v daném
jazyce, jak plyne z Tvrzeni 2.1. Reflexivita relace je disledkem toho, Ze identita je
izomorfismus. Symetrie toho, Ze inverzni zobrazeni k izomorfismu je izomorfismus.
A tranzitivita toho, Ze sloZeni izomorfismu je izomorfismus.

Pojem izomorfismu ma $irsi kontext. Z diskrétni matematiky znate pojem izo-
morfismus grafi: dva grafy jsou izomorfni, pokud existuje bijekce mezi jejich vr-
choly, kterd zachovava hrany, tj. vrcholy z,y jsou spojeny hranou v jednom grafu
pravé tehdy, kdyz jsou jejich obrazy spojeny hranou v druhém grafu; tedy druhy
graf je kopii prvniho, pouze s jinym oznacenim vrcholi. Podobny pojem najdete v
kazdé matematické strukturni teorii.

Piiklad. Algebry

1

({071}7+m0d 2) a ({1’_1}a')
jsou izomorfni. Podivejme se na tabulky téchto operaci:

+]10 1
00 1
111 0

Tyto tabulky vypadaji podobné: jedna je kopii druhé, pokud prepiSeme 0 +— 1,
1 — —1. Neni tézké ovérit, ze toto zobrazeni je skutecné izomorfismem uvedenych
algeber.

Priklad. Algebry

C,+) a [R,+)xR,+)
jsou izomorfni. Intuitivné, komplexni ¢isla se séitaji tak, Ze se scitaji jejich realné
slozky, jednu algebru z druhé dostaneme piepisem a+bi — (a,b). Neni tézké ovérit,
Ze toto zobrazeni je skuteéné izomorfismem uvedenych algeber.

K dtkazu, Ze jsou dané dvé algebry izomorfni, stac¢i explicitné uvést néjaky izo-

MV

izomorfismus mezi nimi neexistuje.

Priklad. Algebry (Z,-) a (Z,+) nejsou izomorfni, protoZe, jak jsme ukédzali v Sekci
2.1, jediny homomorfismus mezi témito algebrami je n — 0 a to neni bijekce.



Spocitat vSechny homomorfismy mezi dvéma algebrami nebyva viibec snadné
a ani to neni potieba. Neexistence izomorfismu se obvykle prokazuje pomoci tzv.
invariantd. Invariantem rozumime vlastnost V' takovou, ze kdykoliv jsou dvé alge-
bry A,B izomorfni a A mé vlastnost V', pak B méa také vlastnost V. Prikladem
invariantd jsou:

e velikost nosné mnoziny (mezi rtizné velkymi mnozinami neexistuje bijekce,
tedy ani izomorfismus);

e minimalni pocet generatori;

e rovnosti, napt. komutativita, asociativita, apod.;

e existence prvki s vyznacnymi vlastnostmi, napi. existence tzv. nulového
prvku, tedy prvku z spliujicitho ,\Vz z x x = z2“;

e pocty prvkd daného fadu v dané grupé, viz Tvrzeni 3.4.

Nebudeme se zde poustét do systematického studia invariantt, detailné tuto pro-
blematiku pokryva matematicka logika. Obecné lze Fici, Ze invariantem je jakakoliv
vlastnost, kterou lze vyjadfit pomoci pomoci tzv. formuli v daném jazyce, tj. vy-
razu pouzivajicich kvantifikdtory, proménné, logické spojky, rovnitko a operace z
daného jazyka. Metodu ilustrujeme na nékolika prikladech.

Piiklad. Algebry
((Cv ) a (R7 ) X (R7 )

nejsou izomorfni. (Zobrazeni a+bi — (a, b) evidentné izomorfismus neni, komplexni
¢isla se nendsobi po slozkach.) Invariantem je napf. vlastnost Vo Jy y -y = ¥,
kterd fikd, Ze pro kazdy prvek existuje jeho druhd odmocnina. Algebra (C,-) tuto
vlastnost mé, zatimco v algebie (R,-) x (R,-) jsou prvky, které odmocnit nelze,
napt. (—1,-1).

Zbyva dokazat, ze to je skuteéné invariant. Méjme tedy algebry A = (A4,-),
B = (B, ), izomorfismus ¢ : A — B a predpokléddejme, ze algebra A m4 uvedenou
vlastnost. Zvolme prvek a € B. Jak najit prvek b € B splnujici b-b = a? Protoze je
¢ bijekee, existuje z € A takové, ze p(x) = a. K nému existuje y € A s vlastnosti

y -y = x, polozme tedy b = ¢(y). Pak a = ¢(x) = p(y - y) = o(y) - p(y) =b-b.
Piiklad. Algebry
N+, @+), R,+)

nejsou navzajem izomorfni, hned z nékolika duvodi. Pfedné, nosnd mnozina algebry
(R, +) je striktné vétsi, nez ostatni nosné mnoziny. Dale (N, 4+) = (1), zatimco druhé
dveé algebry nelze nagenerovat jednim prvkem. Jiny argument lze provést pouzitim
invariantu ,3zr Yy y + = = y“, ktery postuluje existenci nulového prvku, ktery v
(N, 4) neni, ale v ostatnich algebrach je. (Dokazte sami, Ze jsou uvedené vlastnosti
invariantem!)

3. GRUPOVE HOMOMORFISMY

Cil. V této sekci vztdhneme obecnou teorii homomorfismi na pri-
pad grup. Na grupdch ilustrujeme obecny fenomén klasifikacnich a
reprezentacnich vét. Na zavér se podivdme na grupy automorfismi

grup.
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3.1. Zakladni vlastnosti.

Bud G, H dvé grupy. Abychom se vyhnuli psani hornich indexd u operaci,
ozna¢me je riiznou sadou symboltl, tieba G = (G, *,’,e) a H = (H,-,~1,1) (tohoto
znaceni se budeme drzet v celé sekei). Podle definice z pfedchozi sekce, zobrazeni
¢ : G — H je homomorfismem téchto grup, pokud pro kazdé a,b € G plati

p(axb) =p(a)-ob), ¢)=pa)™" a @) =1

Je dobré si uvédomit, ze druhé dvé podminky plynou z té prvni, coz znatelné

zjednodusi praci pfi ovéfovani, zda je dané zobrazeni homomorfismem.

Lemma 3.1. Bud G = (G,*,",e), H= (H,-,7,1) grupy a ¢ : G — H zobrazeni.
Pak ¢ je homomorfismem téchto grup prdvé tehdy, kdyz

p(axb) = p(a) - ¢(b)
pro vsechna a,b € G.
Dikaz. Musime dokazat, ze ¢ zachovava také invertovani a jednotku. Nejprve
dokdzeme, ze p(e) = 1. Protoze p(e) = ¢(e xe) = p(e) - p(e), kradcenim do-
staneme ¢(e) = 1. Dale dokdzeme o(a’) = (a)~! pro kazdé a € G. Protoze
1=p(e) = plaxd) = p(a) - p(a’), z jednoznacnosti inverznich prvki v grupé H
plyne p(a’) = ¢(a)~". =
Pfipomenme obraz homomorfismu
Im(yp) ={b€ H : b= p(a) pro né&jaké a € G}
a definujme jddro homomorfismu ¢ predpisem
Ker(¢) ={a € G: ¢(a) =1}.

Tvrzeni 3.2. Bud G = (G,*,",e), H= (H,-,7',1) grupy a ¢ : G — H homo-
morfismus. Pak

(1) Ker(p) tvort podrupu grupy G a Im(p) tvori podgrupu grupy H;

(2) ¢ je prosty prdvé tehdy, kdyz Ker(p) = {e}.

Diikaz. (1) Uzavienost obrazu na operace jsme ovéfili v Sekci 2.1, nyni dokdZzeme
uzavienost jadra. Bud a,b € Ker(p), tedy ¢(a) = ¢(b) = 1. Pak p(a *b) = ¢(a) -
o) =1-1=1adéile p(a’) = pla)™! =171 =1 a p(e) = 1, tedy Ker(p) tvori
podgrupu grupy G.

(2) Je-li  prosté, dva rtzné prvky se nemohou zobrazovat na 1, takze Ker(y)
musi obsahovat jen prvek, a tim je e. Naopak, neni-li ¢ prosté, tedy ¢(a) = ¢(b) pro
n&jakd a # b, pak 1 = ¢(a)-p(b) ™! = p(a*b'), takze mame e # a*b’ € Ker(p). O

Dulezitym prikladem grupového homomorfismu je modularni zobrazeni z ¢inské
véty o zbytcich.

Tvrzeni 3.3. Budte my,...,m, po dvou nesoudélnd prirozend ¢&isla a oznaéme
M=mq-...-m,. Zobrazeni

O Lp = Ly X oo X L,
x +— (x mod my, ...,z mod my).

je izomorfismem téchto grup.
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Diikaz. Ovéfime, Ze to je homomorfismus. Podle Lemmatu 3.1 sta¢i nasledujici:
@(x) 4Lmi X XLmn p(y) = (£ mod my, ...,z mod m,) + (y mod my, ...,y mod m,)
= ((x +y) mod my,...,(x +y) mod m,) = p(z +% y),

pfi¢emz v posledni rovnosti vyuzivame faktu, ze vSechna m; déli M. Pohledem do
dikazu ¢inské véty o zbytcich 77 zjistime, Ze je zobrazeni ¢ bijektivni. O

7 tvrzeni vidime, Ze pro m,n nesoudélnd plati Z,,, ~ Z,, X Z,. Naopak, pro
m,n soudélné tyto grupy izomorfni nejsou. To se nejsnaze prokaze tak, Ze grupa
Lomn je cyklickd, zatimco Z,,, X Z,, neni, protoze vSechny jeji prvky maji fad nejvyse
NSN(m,n). Myslenku prokazovani neizomorfnosti pomoci faddu prvka lze zobecnit.

Tvrzeni 3.4. Bud ¢ : G — H izomorfismus grup. Pak
ord(a) = ord(yp(a))
pro kazdé a € G.

Diikaz. Vsimnéte si, ze p(z*) = () pro vSechna k € Z, protoze p(z * ... *x) =

o(x) - ... p(x) a analogicky ¢(z’ x...x2') = @(x)~! ... p(x)"!, pro kazdé
r € G. Protoze ¢ je bijekce, plati a* = e pravé tehdy, kdyz p(a*) = ¢(e), tedy
kdyz p(a)* = 1. O

7 tvrzeni plyne, Ze existence daného poc¢tu prvkt daného fadu je invariantem.
Jinymi slovy, jsou-li dvé grupy izomorfni, pak maji stejny pocet prvkia kazdého
fadu. Opacné implikace neplati, ale konecné protipfiklady jsou ridké.

Piiklady.

e Grupy Q a Q* nejsou izomorfni, nebot grupa Q* obsahuje prvek —1 fadu
2, zatimco grupa Q Zadny prvek Ffadu 2 neobsahuje.

e Grupy Q a Q" (podgrupa Q* sestavajici z kladnych ¢isel) nejsou izomorfni,
prestoze v obou grupach maji vSechny prvky kromé jednotky rad neko-
nec¢no. Neni tézké dokazat, ze invariantem je napf. vlastnost ,\Vy Jx zxx =
y“, ktera plati pouze v (Q,+).

e Kvaternionovd grupa Q a dihedralni grupa Dg nejsou izomorfni, nebot
grupa Q obsahuje Sest prvki fadu 4, zatimco grupa Dg pouze dva. (Obé
grupy obsahuji prvky fadu 1, 2, 4 a zaddny fadu 8.)

3.2. Klasifika¢ni véty.

Jednim ze zakladnich cilt kazdé algebraické teorie je tzv. klasifikace objektt, tj.
uplny seznam vsech prikladl aZ na izomorfismus. To zpravidla neni mozné provést
v uplnosti, ale casto je mozné klasifikovat objekty s néjakou specidlni, nicméné
dileZitou vlastnosti. Asi nejjednodussi vétou svého druhu je klasifikace cyklickych
grup: kazda cyklickd grupa je izomorfni pravé jedné z grup Z nebo Z,, n € N, tj.
tyto jsou, az na izomorfismus, vSechny piiklady cyklickych grup.

Véta 3.5. Bud G cyklickd grupa. Je-li G nekonecnd, pak je izomorfni grupé Z.
Je-li G konecnd tadu n, pak je izomorfni grupé Z,,.

Diikaz. Oznaéme G = (G,-,71,1) = (a). Nejprve piedpokladejme, Ze je G neko-
necnd, tedy ord(a) = oo, a uvazujme zobrazeni

7Z— G, ks a®.
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Toto zobrazeni je homomorfismus, nebot a* - a' = a**!. P¥itom jadro je trivialni,
protoze a* # 1 pro viechna k # 0, takze podle Tvrzeni 3.2 jde o prosté zobrazeni.
Tvrzeni 77 o vyjadfeni prvkia podgrup generovanych danou mnozinou pak rika, ze
je toto zobrazeni na G.

Nyni pfedpokladejme, ze je G fadu n, tedy ord(a) = n, a uvazujme zobrazeni

Zn — G, ks a*.

Toto zobrazeni je homomorfismus, nebof a” - a! = aF+! = gkt mod n piigemz druha

rovnost plyne z nasledujici ivahy: pokud k + [ < n, tvrzeni je trividlni. Pokud
k+1>mn,pak k+Ilmodn = k+1—n, a tedy abtimedn — ghtl . g—n — gh+l
protoze a” = 1. Podobné jako pro nekonec¢nou grupu dostavame, ze jadro je trivialni
a ze jde o zobrazeni na G. ([l

Poznamka. 7 dtukazu predchoziho tvrzeni je vidét, Ze pro libovolnou grupu G a
jeji prvek a je zobrazeni

VoL — G, k— a”

homomorfismem. Jeho obrazem je cyklickd podgrupa Im(p,) = (a)qg, jeho jadrem
je Ker(yp,) = nZ, kde n = ord(a) v kone¢ném piipadé a n = 0 v pripadé ord(a) =
00.

Mnohem silnéjsi vétou je klasifikace koneénych abelovskych grup, kterd iik4, ze
kazda konecnd abelovska grupa je, aZ na izomorfismus, direktnim souc¢inem konec-
nych cyklickych grup. Navic, diky ¢inské vété o zbytcich ve formé Tvrzeni 3.3, staci
uvazovat pouze cyklické grupy ¥4du mocniny prvodisla, nebot

kmn,

7 ~7 k X...X7
Pyt ph pit PR
kdykoliv jsou p1,...,pm po dvou rizna prvocisla. Navic plati, ze jednotlivé kom-

ponenty direktniho sou¢inu jsou uréeny jednozna¢né (az na pofadi).

Véta 3.6. Bud G konecnd abelovskd grupa, |G| > 1. Pak existuji prvodislapy, ..., pm
(ne nutné po dvou riznd) a prirozend cisla ki, ..., ky, takovd, Ze

G vy XZ kg X+ XL b
Py Po Pm
Cisla pi,...,pm a ki,...,kny jsou uréena jednoznacné aZ na poradi.

Diikaz této véty je relativné elementarni, ale pfesto dosti dlouhy. Bude obsahem
Sekce ?? na konci skript.

Priklad. Grupy Zf i Z3, jsou étyfprvkové, a tedy izomorfni bud grupé Z4, nebo
grupé Zo X Zo. Vidime, ze Zf ~ Z4, protoze ZF = (2). Na druhou stranu Zj, ~
Zo x L2, protoze vSechny prvky Z;j, maji fad 1 nebo 2, tedy nejde o cyklickou grupu.

Priklad. Grupa Z3; je dvanactiprvkova. Je tedy izomorfni bud grupé Zs x Z,,
nebo grupé€ Zs X Zo X Zs. Podle ¢inské véty o zbytcich je Zz x Z4 =~ Z14. Protoze
grupa Zs, neobsahuje zadny prvek fadu 12, plati Z35, ~ Zs X Zo X Zo.

Oblibenou kratochvili je hledani malych grup, coz je svym zpusobem také klasi-
fika¢ni véta. Nasledujici tabulka obsahuje klasifikaci vSech grup fadu n pro n < 11
a pron = p, 2p, p?, kde p je prvoéislo. V soucasné dobé je znam seznam vsech grup
az do velikosti 2047 = 211 — 1.



13

n grupy fadu n
1 Zq

2 Lo

3 Zs3

4 Z4, Zz X Z2
5 Zs

6 Zg, S3 = Dg
7 Ly

8 Zg, ZQ X Z4, ZQ X ZQ X Zg, Dg, Q
p Zp

P2 Lz, Ly X Ly
2p Zgp, Doy

Elementarni dikaz pro n < 6 neni tézky. Pro n prvocislo je klasifikace disledkem
Lagrangeovy véty a klasifikace cyklickych grup: grupy prvociselného fadu nemohou
mit vlastni podgrupy, a tedy jsou generovany kazdym svym prvkem kromé jednotky.

vvvvvv

3.3. Reprezentace grup.

Jinym, slabsim, typem véty popisujici objekty v dané t¥ide, jsou tzv. reprezen-
tacni vety. Kazdy objekt je popsan, az na izomorfismus, jako podobjekt objektu
néjakého konkrétniho typu. Formélné, existuje vnofeni (prosty homomorfismus) do
tohoto objektu. Reprezentacni véty ukazuji, Ze zkoumani obecné teorie je stejné
tézké, jako zkoumani podobjektd téchto konkrétnich objekti.

V avodu kapitoly o grupach jsme zminili, ze dvéma zékladnimi pfiklady grup
jsou grupy permutaci a grupy regularnich matic. To proto, ze kazdou grupu lze re-
prezentovat jako grupu permutaci a kazdou konecnou grupu jako grupu regularnich
matic. Tyto dvé reprezentacni véty si nyni ukazeme.

Véta 3.7 (Cayleyova reprezentace). KaZdou grupu lze vnofit do néjaké symetrické
grupy.
Forméalné, pro kazdou grupu G existuje mnozina X a prosty homomorfismus
¢: G — Sx. Cili G je izomorfni s permutac¢ni grupou Im(p) < Sx.
Diikaz. Bud G = (G,-,71,1) grupa a uvazujme pro kazdé a € G zobrazeni
L,:G—G, xz—a-zx
(témto zobrazenim se fikd levé translace). Tato zobrazeni jsou permutace: jediné
feSeni rovnice L,(z) = a-x = y je prvek = a~! -y, tedy zobrazeni L, je jak
prosté, tak na. Uvazujme nyni zobrazeni
AN:G—>Sq, aw— L.

Dokazeme, ze A je homomorfismus. Podle Lemmatu 3.1 sta¢i ovérit, ze A(a - b) =
A(a) o \(b), tj. Ze zobrazeni L,.p, je totoZné se sloZzenim zobrazeni L, o L. Dosazenim
x € G vidime, Ze

Lop(x)=(a-b)-z=a-(b-x) =Ly(b- ) = Lo(Lp(x)) = (Lg o Lp) ().

K ovéfeni prostosti sta¢i spocitat jadro: kdyby L, = id, pak a = L,(1) = id(1) = 1.
Tedy Ker(A) = {1} a A je prosty homomorfismus. O
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Véta 3.8 (Linedrni reprezentace). KaZdou konecnou grupu lze vnotit do néjaké
obecn€ linedrni grupy, nad libovolnym téelesem.

Diikaz. Bud T libovolné téleso, G dana koneénd grupa a ozna¢me n = |G|. Bez
Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze nosnd mnozina G sestava z Cisel 1,...,n

(pFejmenovani prvki odpovida izomorfismu). ProtoZze mame k dispozici Cayleovu
reprezentaci A : G — S,,, staéi nalézt vnofeni ¢ grupy S,, do GL,(T), hledanym
vnofenim pak bude slozeni 1) o A\. Uvazujme

Y:8, = GL,(T), o+~ (5i,o(j))zj:1,
kde 6, = 1 pokud v = v a d,,, = 0 v opaéném pripadé. Tedy (o) je matice, ve
které je v kazdém radku a kazdém sloupci pravé jedna jednicka a jinak samé nuly,
pii¢em? ta jednicka na i-tém ¥adku je v o1 (i)-tém sloupci. Evidentné jde o prosté
zobrazeni, zbyva tedy dokéazat, Ze to je homomorfismus, tedy ze plati
Y(moo) =1(m) (o)

pro vSechny permutace m,0 € S,,. Prava strana je rovna
Ginti)y * Bio)y = (D Gint) * Oroi)) -
k

Pfitom &; (k) 0k,0(j) = 1 pravé tehdy, kdyz i = w(k) a k = o(j), coz je pravé tehdy,
kdyz i = w(c(j)) a k = o(j). Tedy celd suma je rovna jedné pro i = w(o(j)) a nule
v opa¢ném piipadé. Tim padem je to pfesné matice 1(m o o). a

Priklad. Rozebereme si reprezentaci grupy S3 v grupé GL3(T). Podle ndvodu
uvedeného v dikazu Véty 3.8 zkonstruujeme

100 00 1 010
Yid)=[0 1 0], »@23)=1{1 0 o, »(@32)=(0 0 1],
00 1 01 0 100
010 10 0 0 0 1
p(12)=[(1 0 0), ¥(23)=(0 0 1], (13)=1{0 10
00 1 010 100

3.4. Automorfismy grup.

V Sekci 2.2 jsme definovali pojem grupy automorfismt dané algebry. Nyni se po-
divame na specialni pfipad, kde je touto algebrou grupa. Za¢neme tim, ze spocteme,
jak vypadaji automorfismy cyklickych grup.

Tvrzeni 3.9. Bud G = (a) cyklickd grupa.
(1) Endomorfismy G jsou prdvé vsechna zobrazeni x — z*, k € Z.

(2) Automorfismy G jsou prdvé viechna zobrazeni x +— ¥ pro k € 7 spliujici
G = (d*).
Drikaz. Bud ¢ endomorfismus a k € Z takové, ze p(a) = a* (kazdy prvek grupy G

je takového tvaru). Pro dané = = a' dostavame

o(z) = pla’) = p(a)! = a* = 2"

Tato zobrazeni jsou skuteéné endomorfismy, protoze pro z = a!, y = a™ plati

pla-y) = pla -a™) = o k= gt = 2y = () - e(y).
Které z téchto endomorfismi jsou permutace? Vidime, Ze

Im(p) ={z*:2€ G} ={d" :1 € 2} = (d")q,

atmy = af
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tedy podminka G = (a*) je ekvivalentni pozadavku, Ze je homomorfismus ¢ na.
Je-li G konecné, ¢ je prosty podle Lemmatu ??. Je-li G nekonec¢n4, jedind moznost,
jak splnit tuto podminku, je k = +1, pri¢emz obé volby daji prostd zobrazeni. [J

Priklad. Endomorfismy grupy Z, jsou pravé zobrazeni x — kx, k=0,...,n — 1.
Automorfismy jsou pouze ty z nich, kde NSD(k,n) = 1 (viz Lemma ??). Vidime,
ze Aut(Z,) ~ Z, kde prvku k € Z! odpovidd zobrazeni ¢i(x) = kx, nebot
(row)(z) =k -(I-2)=(k-1) 2= pux).

Priklad. Endomorfismy grupy Z jsou pravé zobrazeni x — kz, k € Z. Automor-
fismy jsou pouze dva, z — +x. Vidime, Zze Aut(Z) ~ Z*, ze stejného dtivodu, jako
v pfedchozim prikladé.

Pro grupy s vice nez jednim generatorem je situace v obecnosti komplikovana,
neni snadné urcit, které hodnoty na generatorech urc¢uji endomorfismus. DileZitou
roli pfi uréovani grupy automorfismt hraje konjugace: zobrazeni

ke :G— G, zw—a-z-a !

je vzdy automorfismem grupy G, pro kazdé a € G, protoze k,(ry) = azya™! =
ara~taya~! = k4 (x) ke (y). Témto automorfismiim se ¥ika vnitini. Je snadné ovéfit,
Ze vnitini automorfismy tvoi{ podgrupu grupy Aut(G), znaéime ji Inn(G). Toto
pozorovani nam muze pomoci najit potfebny priklad automorfismu dané grupy,

aniz bychom museli hledat slozitou konstrukci.

Priklad. DokéZzeme, ze Aut(S3) = Inn(S3) ~ S;. Protoze je S5 = ((1 2), (2 3)),
kazdy jeji automorfismus je urceny hodnotami na téchto dvou transpozicich. Ty
se pfitom mohou zobrazit jen na transpozice (Tvrzeni 3.4), které navic musi byt
navzajem rizné, takze Aut(S;) je nejvyse Sestiprvkovd grupa. Neni t&7zké ovéfit,
Ze vnitfni automorfismy jsou po dvou rizné, tedy Aut(S3) = Inn(Ss), a dale, ze
spolu vnitini automorfismy nekomutuji, takze z tabulky malych grup vycteme, ze
jde, aZ na izomorfismus, o grupu Ss.

Poznamenejme, Ze podobné tvrzeni plati i pro vétsi symetrické grupy, ale je o
dost téz81 to dokazat: Aut(S,) = Inn(S,) = S,, s jedinou vyjimkou n = 6.



