POLYNOMIALNI ALGEBRA

DAVID STANOVSKY

1. POLYNOMY NAD GAUSSOVSKYMI OBORY

1.1. Gaussova véta.

Polynomy jedné proménné nad télesem tvoii eukleidovsky obor, a podle Véty
77 jsou gaussovské. Polynomy vice proménnych, nebo tfeba polynomy nad Z, eu-
kleidovské nejsou. K dikazu jejich gaussovskosti potiebujeme jiny trik: délitelnost
polynomt nad oborem R lze do jisté miry prevést na délitelnost polynomu nad
jeho podilovym télesem Q a na délitelnost v oboru R (viz Lemma a Véta
. Dtisledkem bude, Ze z gaussovskosti R plyne gaussovskost R[z], éemuZ se fika
Gaussova véta (Véta [1.4).

Pro tcely této sekce se ndm budou hodit nésledujici definice. Bud f = "I, a;x’
polynom z R[z]. Definujeme

c(f) =NSD(ag,...,an) a  pp(f)= o )-f~

2|~

Polynom se nazyva primitivni, pokud c(f) = 1. Polynom pp
tivni a nazyva se primitivni ¢dsti polynomu f.

Ditikaz uvedenych vét je zaloZen na tvrzeni zndmém jako Gaussovo lemma, které
tika, ze soucin primitivnich polynomi je primitivni.

—~

f) je o€ividné primi-

Lemma 1.1 (Gaussovo lemma). Bud R gaussovsky obor a f, g primitivni polynomy
z Rlz]. Pak fg je primitivni polynom.
Diikaz. Oznatme f = Y » ja;x' a g = > .~ bz’ a predpoklddejme, ze fg neni
primitivni polynom. Diky existenci ireducibilnich rozkladd existuje ireducibilni pr-
vek p € R, ktery déli vSechny koeficienty soucinu fg. Zvolme nejmensi j takové,
ze p 1 a;, a nejmensi k takové, Ze p { by (protoze jsou polynomy f,g primitivni,
p nemtize délit vSechny jejich koeficienty). Podivejme se na (j + k)-ty koeficient
polynomu fg:
Cjt+k = aobj_;,_k + ...+ aj_lbk+1 + ajbk + aj+1bk_1 +...+ aj+kb0.

ProtoZe p | a; pro vSechna ¢ < j, mame

P | aobj+k + ...+ aj,lbkﬂ.
ProtoZe p | b; pro vSechna i < k, mame

P | CLjJrlb}c,l +...+ ajJrkbo.
Tedy p déli vSechny cleny sou¢tu vlevo i vpravo od a;b;. Tento ¢len naopak p
délitelny neni, protoZze p je ireducibilni, tedy prvoéinitel (Dusledek ?7?), a pfitom
nedéli ani a;, ani by. Cili pt Cj+tk, SPOT. (]
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Diisledkem je slibovana souvislost délitelnosti nad oborem a nad jeho podilovym
télesem.

Lemma 1.2. Bud R gaussovsky obor, Q jeho podilové téleso a f,g primitivni
polynomy z Rlx]. Pak f| g v R[z] prdvé tehdy, kdyz f | g v Q[z].

Diikaz. f | g v R[z] znamend, Ze existuje h € R[z] spliiujici ¢ = fh. Podobn§,
f | g v Q[z] znamena, 7e existuje h € Q[x] spliujici g = fh. Cili implikace (=) je
trividlni a musime dokézat tu opa¢nou. Méjme takovy polynom h € Q[z] a zvolme
q € Q tak, aby byl gh primitivni polynom z R[z] (staci vzit ¢ = § € Q, kde a je
NSN jmenovatelt vSech koeficientt, a b je NSD citatelt vSech koeficient polynomu
h). Dostévame qg = f - gh. Na pravé strané je soudin primitivnich polynomt z R][z],
takze podle Gaussova lemmatu je qg také primitivni polynom z R][z]. Protoze je
g primitivni, jmenovatel ¢ musi byt invertibilni. ProtoZe je gg primitivni, ¢itatel ¢
musi byt také invertibilni. Cili 1 || ¢ € R, a tedy h € R[z]. O

Véta 1.3. Bud' R gaussovsky obor, Q jeho podilové téleso a f, g polynomy z Rlz].
Pak

(1) NSDgs(f,9) existuje a je roven soucinu c-h, kde ¢ = NSDgr(c(f),c(g)) a
h je primitivni polynom z R[z] sphiujici h = NSDq,(pp(f), PP(9))-
(2) f je ireducibilni v R[z] prdvé tehdy, kdyz
e deg f =0 a f je ireducibilni v R; nebo
e deg f >0, f je primitivni a ireducibilni v Q[z].

Pfedné je tieba vyjasnit, pro¢ je formulace bodu (1) tak slozita, pro¢ nemtzeme
rovnou psat vzorec ve tvaru

Je to kvili nejednoznacénosti operatoru NSD. Nésledujici tvrzeni jsou platnéd v Q[z]:
NSDg(y) (2 + 22 + 1,2 — 1) = 2z + 2, NSDgy(2? 4+ 22 + 1,2% — 1) = 2z + 3.
Prvni odpovéd nemizeme v Z[x] pouZit, protoze vysledek je délitelny 2, ale ani
jeden z polynomii 2 délitelny neni. Druhou odpovéd nemiiZeme pouzit, protoze
vysledek ani nelezi v Z[x]. Véta iiké, ze pouzit mame primitivni vysledek, tj. v
nasem pfipadé x+1 nebo —z — 1. Takovy polynom jisté existuje: staci vzit libovolny
h = NSDgqp,(f, g) a piendsobit jej vhodnym zlomkem (viz diikaz Lemmatu .

Diikaz Véty[1.3 (1) Nejprve dokdzeme, Ze pro primitivni polynomy f,g existuje
NSDg.(f, 9) aje roven primitivnimu polynomu i z R[z] splitujicimu h = NSDq,(f, 9)-
Polynom h déli f, g v Q[z] a je primitivni, tedy diky Lemmatu[L.2]déli f,giv R[z],
takze je to spoleény délitel. Kdykoliv mame jiny spoleény délitel d | f,g v R[z],
pak je jisté primitivni, d | f,g v Qlz], tedy d | h v Q[z], a opét podle Lemmatu
d|hvR[z]

Nyni odvodime obecny vztah. Protoze ¢ = NSDg(c(f),c(g)) déli c(f) i c(g),
a zérovenn h = NSDg,(pp(f), pp(g)) déli pp(f) i pp(g), tak jejich soucin ch déli
oba polynomy f, g, ¢ili ch je spoleény délitel. Dokazeme, Ze je to nejvétsi spoleény
deélitel: pokud néjaky d déli f i g, pak c(d) déli c(f) i c(g), tedy c(d) | ¢; analogicky
pp(d) | h a dostavame d | ch.

(2) Rozlozme f = c(f) - pp(f). Je-li f ireducibilni, pak ¢(f) || 1 nebo pp(f) || 1.
V druhém pripadé je f konstantni a musi byt ireducibilni v R. V prvnim pfipadé
je f primitivni. Zbyva si uvédomit, Ze primitivni polynom je ireducibilni v R|x]
pravé tehdy, kdyz v Q[z]. Pokud by mél v Q[z] vlastniho délitele g, pak uvazujme
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q € Q takové, 7e qg je primitivni polynom z R|[z], a tento bude diky Lemmatu
vlastnim délitelem v Rlz]. O

Priklad. Uvazujme obor Z[x] a polynomy
f=4z%+ 8z +4, g = —62% +6.

Pak ¢ = NSDz(4,—6) = 2, h = NSDgy (2% + 2z + 1,2%> — 1) = z + 1, a tedy
NSDz(f,9) =2+ (x +1).

Priklad. Z bodu (2) plyne, Ze primitivn{ polynom je ireducibilni v R[z] pravé
tehdy, kdyz v Qlz], ale obecné to neplati:
e polynom 2z — 2 je ireducibilni v Q[x], ale neni ireducibilni v Z[z], rozklada
se jako 2+ (x — 1);
e polynom 2 neni ireducibilni v Q[z], protoze je invertibilni, ale je ireducibilni

v Z[z].
Nyni mazeme pfistoupit k dikazu samotné Gaussovy véty.

Véta 1.4 (Gaussova véta). Je-li R gaussovsky obor, pak je R[x]| také gaussovsky
obor.

Dikaz. Pouzijeme charakterizaci z Véty ?7?7. Existenci NSD v R[z] jsme dokézali
ve Vété Bud f1, f2, f3,... nekone¢nd posloupnost vlastnich déliteld v R[x].
Pak deg f1 > deg fo > deg f3 > --- > 0, a tedy existuje n takové, ze deg f,, =
deg fn+1 = ... Oznacime-li u; absolutni ¢len polynomu f;, pak w,, tpt1, Unta .- -
tvofi nekone¢nou posloupnost vlastnich déliteli v R, spor. ([

Z Gaussovy véty ihned plyne, Zze také obory vice proménnych nad gaussov-
skym oborem jsou gaussovské: pouzije se indukce podle po¢tu proménnych a vztah
Rizi,...,z,]) = Rlz1, ..., xn—1])[zn].

1.2. Racionalni kofeny a Eisensteinovo kritérium.

Pfipomerite si dikaz Gaussova lemmatu (Lemma . Na podobném principu
jsou zaloZena dvé uzitecna kritéria, jedno na existenci racionédlnich kofent, druhé
na ireducibilitu.

Tvrzeni 1.5. Bud R gaussovsky obor a Q jeho podilové téleso. Md-li polynom
f =Yl ax" € Rlz] koten £ € Q (predpokliddme r,s nesoudélnd), pak r | ap
as|ap.

Diikaz. Dosadme prvek = do f. Protoze > ai(g)i = 0, pfendsobenim prvkem s”
dostavame

aps™ + a1rs" V4 aar?s" 2 4+ ap_1r" s+ apr™ = 0.

Protoze r déli viechny ¢leny a17s™ 1, ..., anr™ i pravou stranu, musi délit i prvni

¢len ags™. Protoze jsou r, s nesoudélné, musi r délit ag (zde vyuzivame gaussovskost,
konkrétné Disledek ??(2) aplikovany na vSechny ireducibilni prvky v rozkladu r).
Analogicky, protoze s déli viechny ¢leny ags”,...,an,—17" s, musi délit i posledni
¢len a,r", tedy s | ap,. O

Piiklad. Najdeme viechny raciondlni kofeny polynomu 2z° — 3z* + 22 — 3. Podle

Tvrzeni jsou jedinymi 3kandidéty Cisla +1, £3, i% a i%. Dosazenim zjistime,

ze vyhovuje pouze ¢islo —3.



Piiklad. Racionalnimi kofeny polynomu z™ — p, p prvocislo, mohou byt pouze
¢isla 1, £p a ani jedno o¢ividné nevyhovuje (pro n > 2). Dtsledkem je, Ze vSechny
odmocniny prvocisel {/p jsou iraciondlni.

Tvrzeni 1.6 (Eisensteinovo kritérium). Bud R obor integrity a f = > ., a;a"
primitivnd polynom z R[z|. Pokud existuje prvocinitel p € R splitujici p | ag, p | a1,
., 0| an_1 ap*tag, pak je polynom f ireducibilni v R[z].

Pfipomerime, Ze podle Disledku ??(2) jsou v gaussovskych oborech prvocinitelé
totéz, co ireducibilni prvky.

Diikaz. Pro spor uvazujme rozklad f = gh, kde g = Zf:(] bz’ a h = Zi:o c;x’
jsou polynomy z R[x] stupné alesponi 1. Protoze prvocinitel p déli ag = bgco, plati
p | bo nebo p | co, ale uréité ne oboje zaroven, protoze p? { ag. Necht je to bez Gjmy
na obecnosti by. Podobné, protoZe p | a; = bgcy + bico a pt co, musi p | by. Protoze
D | as = boca + bicy +bacy a ptco, musi p | by. Postupné zjistime, ze p déli vSechny
koeficienty b;, tedy p | g | f, coz je spor s primitivitou. O

Priklad. Z Eisensteinova kritéria plyne ireducibilita polynomu " +a v oboru Zx]
pro kazdé a takové, Ze existuje prvoéislo p spliujici p | a, p? t a.

2. Po¢iTANT MODULO POLYNOM

2.1. Cinska véta o zbytcich a interpolace.

Cinska véta o zbytcich hovoii o tom, jak vypadaji feseni soustav linearnich kon-
gruenci. V sekci 77 jsme vidéli jeji variantu pro obor celych ¢isel, nicméné tato véta
plati daleko obecnéji. V této sekci si ukdzeme dalsi specialni pfipad, pro polynomy.
V sekci 7?7 pak uvidime jeji obecnou formulaci pro libovolné okruhy.

Véta 2.1 (¢inské véta o zbytcich pro polynomy). Bud T téleso. Bud my,...,m, €
T[z] po dvou nesoudélné polynomy, oznacme d = degm;. Bud uy, ..., u, € T[z]
libovolné polynomy. Pak existuje pravé jeden polynom f € T|x] stupné < d, ktery
rest soustavu kongruenct

f=u1 (modmy), ..., f=u, (modm,).

Diikaz. Nejprve dokdzeme jednoznacnost. Piredpokladejme, Ze soustava ma dveé
feSeni f, g stupné < d, tj. pro kazdé ¢ plati
f=g=u; (modm;).
Polynom f — g je také stupné < d, je délitelny kazdym m;, a protoze jsou polynomy
m; navzajem nesoudélné, dostdvame (diky gaussovskosti oboru T[z])
M=mi-...-m, | f—g.

Cili polynom stupné d déli polynom stupné < d, coz je mozné pouze v tom piipadé,
ze f—g=0,t. f=g.

Nyni dokaZeme, ze néjaké feseni existuje, indukci podle poc¢tu rovnic. Nejprve
uvazujme soustavu dvou kongruenci. Z kongruence f = us (mod ms) vyjadiime
f = gma + us pro néjaky polynom g € T[z] a dosadime do prvni kongruence

f=gma+us=u; (mod my).

Oznaéme my inverz polynomu mo modulo mq, tj. takovy polynom, pro ktery
plati moms = 1 (mod mq). Ten najdeme pomoci Bézoutovy rovnosti: napiSeme



1 = NSD(my,mz2) = umy + vms a vidime, Zze vms = 1 (mod my). Pfendsobenim
ptvodni kongruence polynomem 75 dostavame

g =ma(u; —uz) (mod my),

feSenim tedy je kazdy polynom g = hm; + ma(u; — u2), pro libovolné h € T[z].
Zpétnym dosazenim dostaneme obecné feseni

f =gma+us = hmyms + (ma(u; — ug) mod mq)ms + usg

a volbou h = 0 FeSeni stupné < d.

Vsimnéte si, ze ptvodni dvojice kongruenci je ekvivalentni jedné kongruenci
f = u (mod myms), pro jisté u. Soustavu n kongruenci tak muzeme Fesit redukci
na soustavu n — 1 kongruenci. Podminka nesoudélnosti je zachovana: jsou-li oba
polynomy mq,mo nesoudélné se vSemi m;, pak je s nimi nesoudélny i polynom
mims (opét se vyuzije gaussovskost). |

Diikaz existence je zaroven navodem, jak feSeni najit. Analogicky postup funguje
i pro celoéiselné kongruence, pouzivali jsme jej v piikladech v sekci ?? (tehdy jsme
existenci feSeni dokazali nekonstruktivné, ale pro polynomy tento dikaz neprojde,
rozmyslete si proc).

Uloha. Najdéte polynom f € Q[z] stupné < 4 spliujici
f=1 (modz?—-1) a f=z+1 (modaz?+1).

Reseni. Budeme sledovat postup z dikazu Véty 7 druhé kongruence vyjadiime
f=g-(@?>+1)+ 2+ 1 a dosadime do prvni kongruence: budeme hledat g € Q|x]

splitujici g - (22 + 1) = —z (mod 2% — 1). Viimnéte si, ze 22 +1 = 1 (protoze
2?2 + 1 = 2), takZe dostaneme vyjadieni g = —%x (mod 2 — 1), ¢ili fesenim je
kazdy polynom g = h - (z? — 1) — %x, h € Q[z]. Zpétnym dosazenim dostaneme

obecné feseni
1
f=h (@ =1+ 1) ~ 5+ 1) + @+ 1), heQl,
a hledany polynom f = —%x?’ + %1} + 1 dostaneme volbou i = 0. O

Specidlnim pfipadem ¢inské véty o zbytcich je véta o interpolaci: ta fika, zZe
pokud pfedepiseme hodnoty v n riznych bodech, pak existuje pravé jeden polynom
stupné < n, ktery téchto hodnot v danych bodech nabyva.

Dusledek 2.2 (véta o interpolaci). Bud T téleso. Méime po dvou rizné body
a1, 0, €T alibovolné hodnoty uy, ... ,u, € T. Pak existuje pravé jeden polynom
f € Tlx] stupné < n spliugict f(a;) = u; pro vSechna i =1,...,n.

Drikaz. P¥ipomenime, 7ze f = f(u) (mod = — u). Re§ime tedy soustavu kongruenci
f=wu; (mod z — a;). O

Na rozdil od obecné véty o zbytcich neni tézké nalézt vzorec, ktery urcuje feseni
interpolacni tlohy: je jim tzv. Lagrangetv interpolacni polynom

Tr— aj;
U,Il J
ai—aj

1 J#i

f=

i

n



Dosazenim do vzorce snadno zjistime, ze

ar — aj;
flag) =0+ ...+ 0+u [[ =2 +0+...+0=u.
jk Ml

Jednoznacnost pak plyne z véty o poétu kofenti vztazené na rozdil f —g dvou feseni.

Dusledek 2.3. Bud T konecné téleso. Pak pro kaZdé zobrazeni o : T — T emistuje
prdvé jeden polynom f € Tx] stupné < |T| takovy, Ze f(a) = ¢(a) pro kazdé a € T.

Dikaz. Interpolujme v bodé a hodnotou ¢(a) pro kazdé a € T. O

Pro nekonecnd télesa nic takového platit nemiize, presto polynomy hraji dilezi-
tou roli i v redlné analyze: kazdou spojitou realnou funkci 1ze libovolné presné apro-
ximovat polynomidlni funkci, v rdznych smyslech. Naptiklad, lokalni aproximaci
(na okoli daného bodu) popisuji Taylorovy polynomy, globdlni (na intervalu) t¥eba
Weierstrassova véta, kterd iika, ze pro kazdou spojitou redlnou funkci f : [u,v] = R
na omezeném uzavieném intervalu a pro kazdé € > 0 existuje polynom g € Rlz]
takovy, ze |f(a) — g(a)| < € pro kazdé a € [u,v].

2.2. Faktorokruh modulo polynom.

Pripomenme konstrukci oborti Z,,,. Zacali jsme s oborem celych ¢isel a uvazovali
vSechny mozné zbytky po déleni m, tj. ¢isla 0,...,m — 1, a na nich operace modulo
m. Pokud bylo m prvocislo, dostali jsme téleso. Podobny postup lze provést i s
polynomy, dostaneme tzv. faktorokruhy. Aby se nepletla proménné v polynomech s
prvky faktorokruhu, obvykle se v konstrukci pouziva proménna a.

Bud T téleso a zvolme polynom m € T'[a] stupné n > 1. Faktorokruhem T[a]/(m)
rozumime mnozinu vSech polynomi stupné < n se standardnimi operacemi s¢itani
a od¢itani a s operaci ndsobeni modulo m. Ve zkratce,

Tlel/(m) = ({f € Tla] : deg f <n},+,-,0,0,1),

kde f ® g = f-g mod m. Pfedné je potfeba dokazat, Ze to je skute¢né komutativni
okruh. Axiomy obsahujici pouze s¢itani a od¢itani jsou zfejmé, protoze tyto operace
jsou totozné jako v T[z]. Pro tivahy s ndsobenim je tieba si pfipomenout, Ze f = g
(mod m) & fmod m = gmod m, a ze f modm = f (mod m). Timto zplsobem
lze vSechny identity prelozit do kongruenci, kde je platnost zfejma. Napriklad pro
asocitivitu dokazujeme

(fOgoh=[fo(90h),
tj.
(f-gmodm)-hmodm= f-(g-hmodm)modm,

coz je ekvivalentni kongruenci

(f-9)-h=f-(¢g-h) (modm),
coz je pravda pro vSechny polynomy f, g, h. Podobné mtzeme ovérit distributivitu.
P¥iklad. Uvazujme faktorokruh R[a]/(a? +1). Jeho prvky jsou polynomy a + b,
a,b € R. S¢itani probiha po slozkach, tj. (a + ba) + (¢ + da) = (a+¢) + (b + d)a.
Nasobeni vypada takto:

(a+ba) ® (c+ da) = ac + (ad + be)a + bda® mod (a® + 1)
= (ac — bd) + (ad + bc)a.



Vsimnéte si, Ze jsme dostali stejné vzorce jako pro s¢itani a nasobeni komplexnich
¢isel. P¥i ztotoznéni symbolfl i a o bychom mohli psat, ze R[a]/(a? + 1) = C.
Vysvétleni je prosté: pii pocitani modulo a? + 1 vlastné zaméhujeme o za —1,
nebot a? = —1 (mod o? + 1). Cili pracujeme piesné s vlastnosti, kterd definuje
komplexni jednotku.

Podobné lze nahlédnout, ze faktorokruh Q[a]/(a? + 1) lze ztotoznit s télesem

Q(2).
Piiklad. Pro koneéna télesa je situace zajimavéjsi.

e Faktorokruh Zs[a]/(a? + 1) mé &tyti prvky, ale neni to téleso, dokonce ani
obor integrity, protoze

(@+1)®(a+1)=a*+1mod (a® + 1) = 0.

e Faktorokruh Zs[a]/(a? + 1) ma devét prvki. Je to téleso, ale na prvni
pohled to vidét neni.

Kdy dostaneme téleso vysvétluje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.4. Bud T téleso a m € T|a] stupné > 1. Ndsledujici tvrzend jsou ekvi-
valentni:

(1) T[a]/(m) je téleso,

(2) T[]/ (m) je obor integrity,

(3) m je ireducibilni prvek v T[a].

Dikaz. (1) = (2) viz Tvrzeni ?7.

(2) = (3). Pro spor pfedpoklddejme, Ze v T|[a] existuje rozklad m = f - g, kde
deg f,deg g < degm. Pak ale v T[a]/(m) plati f ® g = m mod m = 0, spor.

(3) = (1). Uvazujme polynom f # 0 stupné mensiho nez degm. Protoze je m
ireducibilni, plati 1 = NSD(f,m) = uf + vm pro néjaké polynomy u,v € T[a].
Ozna¢me 4 = u mod m. Pak v T[a]/(m) plati 2 ® f = 4f modm = uf = 1
(mod m), ¢ili @ je hledany inverzni prvek k f. O

V dalsim textu budeme misto symbolu ® psat standardni symbol nasobeni; z kon-
textu bude vzdy jasné, Ze jde o nasobeni ve faktorokruhu, tedy modulo m (stejné
se pouzivéa standardni symbol pro ndsobeni v okruzich Z,).

2.3. Korenova rozsireni téles.

Nyni si ukédzeme jednu dileZitou aplikaci konstrukce faktorokruhu: kazdé téleso
lze rozsitit tak, aby v ném mél dany polynom kofen. Pro racionélni polynomy to
zni trividlné, kazdy racionalni polynom méa prece komplexni kofen, ale tento fakt
je predmétem Zékladni véty algebry (Véta , kterou zatim nemame dokazanou.
Naopak, existence rozkladového nadtélesa je stéZejnim krokem k jejimu dikazu. A
pro konec¢né télesa zadnou analogii pouzit nelze.

Tvrzeni 2.5. Bud T téleso a f € T[x] stupné > 1. Pak existuje téleso S > T, kde
md polynom f koten.

Diikaz. Bud m n&jaky ireducibilni délitel polynomu f, oznaéme m = > a;z°. Staci
najit nadtéleso, kde ma kofen polynom m, ten bude kofenem i pro f. Uvazujme

faktorokruh S = T[«a]/(m(«)). Podle Tvrzeni [2.4] je S téleso. Vyhodnotime-li v S
polynom m na prvku «, dostaneme

m(a) = Zai(ai mod m(«a)) = Zaiai =m(a) =0 (mod m(a)),



¢ili prvek « je kofenem obou polynoma m, f v nadtélese S. O

Priklad.

e Pro polynom x? — 2 nad télesem Q dostaneme téleso Q[]/(a® — 2), které
lze pomoci tvah v piedchozi podsekei ztotoznit s télesem Q(+/2).

e Pro polynom z® — 2 nad télesem Z; dostaneme téleso Zr[a]/(a® — 2), coz
je téleso s T3 prvky, které jste jesté asi nepotkali.

Indukci snadno dokézeme, Ze existuje také nadtéleso, kde ma dany polynom
v8echny kofeny, tj. kde se rozkladd na soucin linedrnich ¢initelti (polynomi stupné

1).

Véta 2.6. Bud T téleso a f € T[x] stupné > 1. Pak ezistuje téleso S > T, kde se
polynom f rozklddd na soucin polynomi stupné 1.

Diikaz. Budeme postupovat indukci podle stupné polynomu f. Je-li f stupné 1,
f = ax — b, pak ma kofen a~'b jiz v télese T. V opaéném piipadé uvazujme
nadtéleso U > T, kde mé polynom f kofen u, a uvazujme polynom g € Ulx]
takovy Ze f = g - (x — u). Protoze degg < deg f, podle indukéniho ptredpokladu
existuje nadtéleso S > U, kde se g rozklada na soucin polynomtu stupné 1, ¢ili se
tam rozklada i f. O

3. KONECNA TELESA A JEJICH APLIKACE

3.1. Koneéna télesa a pocitacova reprezentace dat.
Diilezitou aplikaci faktorokruhii je konstrukce koneénych téles. Bud p prvocislo

a uvazujme ireducibilni polynom m € Zp[a] stupné k. Faktorokruh Z,[a]/(m) je
podle Tvrzeni télesem, jeho prvky jsou polynomy stupné < k nad Z,, ¢ili toto
téleso ma pravé p* prvki. Napiiklad,

e Ctyfprvkové téleso miizeme zkonstruovat jako Zs[a]/(a? + o+ 1),

e osmiprvkové jako Zs[a]/(a® + a + 1) nebo Zz[a]/(a® + a? + 1),

e devitiprvkové jako Zs[a]/(a? + 1) nebo Zs[a]/(a? + a + 2).

Pozor, pF-prvkové téleso je néco jiného nez okruh Zypr !V sekei 77 si dokdzeme Véty
77 a 77, které fikaji, ze

(1) pro kazdé p, k existuje ireducibilni polynom stupné k nad Z,,

(2) kazdé koneéné téleso lze sestrojit jako faktorokruh Z,[a]/(m),

(3) na volbé m nezalezi, tj. riizné volby m daji télesa, kterd ,vypadaji stejné“

(formélné, jsou izomorfni, viz sekce 77).

kone¢nych téles plyne z teorie rozkladovych nadtéles (sekce ??) a k reprezentaci
pomoci faktorokruhu budeme navic potifebovat teorii rozsifeni konecéného stupné
(sekce ?7?). Kone¢né téleso velikosti p* se zpravidla znaci F,. (nékdy téz GF(p"),
jako Galois field).

Konecna télesa, zejména ta velikosti 2, maji zasadni vyuziti v informatice. Jejich
pomoci lze reprezentovat pocitacova data a provadét s nimi rtizné operace, anebo v
nich datové operace analyzovat. Velky vyznam mé Disledek[2.3]a jeho zobecnéni pro
zobrazeni vice proménnych (viz cviceni v sekci , které ik, ze kazdou operaci
na datech lze interpretovat jako polynomialni zobrazeni nad pfislusnym télesem.
Tento fakt je zékladem moderni kryptologie. Reprezentaci dat si nyni vysvétlime.



Zakladnim datovym objektem, se kterym pracuji pocitace, jsou tzv. bitvektory,
tedy k-tice nul a jednicek, tzv. biti. Délka k byva mocnina dvojky, na starych poci-
tac¢ich byl standard k = 8 (osmicim se ika bajty), na modernich strojich je obvykle
k = 32 nebo k = 64. Bitvektory délky k lze pfirozené reprezentovat pomoci konec-
ného télesa For = Zs]a]/(m), kde m je ireducibilni stupné k: slovo (aq,...,ax—1)
se reprezentuje polynomem _._ a;a’.

Standardni operace na bitvektorech jsou posouvéni vlevo/vpravo a rizné operace
po jednotlivych bitech. Posouvani odpovida nasobeni a déleni prvkem «. Logické
spojka XOR po bitech odpovida télesovému séitani, logicka spojka AND po bitech
odpovida ,skalarnimu soucinu®, tj. nasobeni v Zs po koeficientech. Konec¢na télesa
prinaseji navic dvé zajimavé operace, které pracuji se vSemi bity najednou: télesové
nasobeni a invertovani. Tyto operace michaji zajimavym zptsobem jednotlivé bity,
coz nachézi uplatnéni v konstrukci Sifer.

Priklad. V soucasnosti nejpouzivanéjsi symetricka sifra AES (Advanced Encryp-
tion Standard) pracuje s bitvektory délky 32, které reprezentuje pomoci ¢tyt prvkil
télesa

Foss = Z[a]/(@® + a* + o + a + 1).
Text je reprezentovan jako matice 4 x N prvku télesa Fas6, pro jisté V. Zjednodusené
feCeno, Sifra nékolikrat za sebou opakuje ¢tyfi faze. V prvni se provadi pro kazdy
prvek matice nasledujici operace:

uu - (I+at+a®+a®+at)+(1+a+a®+ab) mod (o +1),

kde inverz se bere nad télesem Fosg a zbytek vypoctu probihd v Zs[a]. V druhé fazi
se rotuji fadky o jisty pocet pozic, ve tfeti se mixuji sloupce interpretované jako
polynomy stupné < 4nad Fa56[2z] pomoci operace

ff-(a+z+2?+ (a+1)2%) mod (2* + 1).

Ve &tvrté fazi se pak pricita kli¢ (po bitech). Smysl prvnich t¥{ fazi je rozprostiit
zménu provedenou pFi¢itanim klice do celé tabulky (michani prvki, fadkd, sloupci)
tak, aby se co nejlépe ztratily slabiny opakovani klice (ktery byva mnohonésobné

krat$i nez zprava). Detaily najdete naptiklad v ucebnici [Ruo].

Jiny navrh kryptografického protokolu vyuzivajici konecnéa télesa najdete v sekci
Dalsi uplatnéni kone¢nych téles najdeme v kryptoanalyze (kazdou Sifru lze in-
terpretovat jako polynomiélni zobrazeni diky Dusledku , nebo také v konstrukci
samoopravnych kédt (ptiklad najdete v sekci . Zajimavé jsou také konecné ge-
ometrie (afinni a projektivni prostory nad koneénymi télesy), které jsou zdrojem
velmi symetrickych objekti, ale také zajimavych vypocetnich problémi, jako je na-
priklad poé¢itani na eliptickych kiivkach, opét s aplikaci v navrhu sifer. V sekci
si ukdzeme konstrukci navzajem ortogonalnich latinskych ¢tverci pomoci afinnich
zobrazeni.

3.2. Sdileni tajemstvi.

Motivacéni tloha je nésledujici: armada ma tajny kod, ktery umoznuje odpalit
jaderné rakety. Ziejmé neni dobré, aby jeden silenec mohl odpélit rakety o své
vuli. Ani dva $ilenci by neméli mit moznost odpélit rakety. Prezident nafidil, Ze
k odpaleni raket je potfeba souhlas aspon tii Silenct z péticlenného generalniho
stabu. Jak to zafidit?
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Obecné hovofime o (k, n)-schématu sdilend tajemstvi, pokud se n G¢astnikt déli o
tajemstvi, k jehoz odhaleni je potfeba pfitomnost alesponl & z nich (kterychkoliv).
V celém odstavci budeme uvazovat, ze sdilime tajemstvi z néjakého télesa T. V
praxi se typicky sdili néjaké heslo, tedy bitvektor délky m, k jehoZ reprezentaci se
pouZzije bud téleso s 2™ prvky, anebo m hodnot z télesa Zs.

Pro pripad k£ = n lze pouzit jednoduché schéma zalozené na maskovdni hodnot.
Vlastnik tajemstvi vyda kazdému tcastniku ndhodny prvek a; € T a zvefejni hod-
notu ¢ = t+Y  a;. Pokud mé dojit k odhaleni, kazdy Gcastnik sdéli své a; a spoleéné
spoctou t = ¢ — 3 a,. Pokud se sejde Gcastnikt méné, byt jen n — 1, o hodnoté ¢
nemohou fici viibec nic: chybéjici prvek mtze hodnotu souctu zmeénit na libovol-
nou jinou hodnotu, s pravdépodobnosti presné ﬁ (protoze zobrazeni x — a + x je
permutace). V praxi se pouziva téleso Zs: pravdépodobnost uhodnuti jednoho bitu
je %, ¢ili pro m-bitovy kli¢ je pravdépodobnost (%)m

Klasickym feSenim obecného (k, n)-schématu je tzv. Shamirdv protokol. Vlastnik
tajemstvi ndhodné zvoli polynom f € T[z] stupné < k takovy, ze f(0) = t (tj.
tajemstvi je absolutni ¢len f), vybere n po dvou rtznych prvkt 0 # aq,...,a, €T
(ta mohou byt vefejnd) a jednotlivym téastniktum rozda hodnoty f(a1),..., f(an)-
Pokud se sejde libovolnych k Giéastniki, vezmou své hodnoty, provedou interpolaci
ve svych bodech a spoctou (ten jediny) polynom stupné < k, ktery vyhovuje jejich
podminkdm; tajemstvi je jeho absolutni ¢len. Naopak, pokud se jich sejde méné, byt
jen k—1, o absolutnim ¢lenu nezjisti nic: k— 1 nenulovymi body lze prolozit polynom
s libovolnou hodnotou v bodé 0, a navic rozlozeni hodnot v 0 je rovhomérné. V praxi
se pro m-bitovy kli¢ pouziva téleso s 2™ prvky (musi byt 2™ > n), které zajisti
pravdépodobnost ndhodného uhodnuti QL

Schéma lze snadno modifikovat pro sofistikovanéjsi tlohy. Naptiklad, co kdyby
prezident rozhodl, Ze rakety mohou odpélit bud aspon t¥i z péti Silenych generalt,
nebo on sdm? Snadnd pomoc: vyrobime (3, 8)-schéma, kazdému z generalti ddme
po jednom dilu a prezidentu dame tii. A tak podobné.

Cviceni. V dvoupatrovém ufadé v Kocourkové sidli 20 tfednikii, v kazdém patte
10, a feditel. Ufad smi vydat rozhodnuti s kulatym razitkem, je-li pfitomno aspon
5 ufednikt z 1. patra a 3 z 2. patra, nebo aspon 2 z 1. patra, 8 z 2. patra a
feditel. Navrhnéte schéma sdileni klie k sejfu s kulatym razitkem. (Podobnost s
Rektordtem Univerzity Karlovy je ¢isté ndhodna.)

3.3. Samoopravné kédy.
TODO Hamming, Reed-Salomon

3.4. Ortogonalni latinské ¢tverce a navrh experimentii.
TODO
4. SYMETRICKE POLYNOMY A VIETOVY VZTAHY

Bud R libovolny komutativni okruh. Polynom f € Rlzy,...,%,] nazveme sy-
metricky, pokud po libovolném preusporadani proménnych dostaneme ten samy
polynom. Formélné, pokud

f(xlv s azn) = f(xﬂ'(l)ﬂ cee ?‘Tﬂ'(’ﬂ))
pro libovolnou permutaci 7 na mnoziné indext {1,...,n}.
Piiklad. Polynomy z*+4* + 2% a 2¥y* 2" tfech proménnych z,y, z jsou symetrické,
pro libovolné k.
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Priklad. Rozndsobme soucin (y — x1)(y — x2)(y — x3) a podivejme se na néj jako
na polynom v proménné y, jehoz koeficienty jsou z R[z1, z2, x3]:

(y—a1)(y—x2)(y—x3) = ¥* — (21 + T2+ 23)y° + (2122 + 2173 + 3223)y — (v12273).

Vidime, ze vSechny koeficienty jsou symetrické polynomy vzhledem k proménnym
Z1,X2,T3-

Predchozi priklad lze zobecnit na libovolny pocet ¢initeli. Oznacéme
(V) (y—z1) .- (y—zn) =y — 519"+ 50y % — 83y 2 . 4 (—1)"s,,.

Vzhledem k tomu, Ze v soucinu nezélezi na poradi, vSechny koeficienty budou sy-
metrické polynomy, pricemz je snadné dopocitat, ze

S1 =21+ T2+ + Ty = E Ti,
i

So =1 X2+ X123+ ... +Tp_1Ty = E x5,

i<j
Sk = E Lig = Ly
11<...<1p
Sp = T1X2 " Tp.
Témto polynomum se fika elementdarni symetrické polynomy v proménnych x1, ..., x,.

Z rovnosti (V) pak plynou znadmé Vietovy vztahy.

Tvrzeni 4.1 (Vietovy vztahy). Bud T téleso a f = > a;x* polynom z T[x] stupné
> 1. Uvazujme jeho rozklad f = an(x —uy) - ...  (x — u,) v néjakém nadtélese
S >T. Pak

Gp—j

an = (—1)i . si(ul, PN un).
Diikaz. Uvazujme polynom g = a,, ' f. Do rovnosti (V) dosadime za proménné x;
prvky u; € S a dostaneme
n a n ) )
g= Z — 2 =(r—uw) ... (r—u,) =2" + z:(—l)lsi(m7 N LA
i=0 " i=1

Porovnanim koeficientd dostaneme Vietovy vztahy. ]

Diky Vietovym vztahtim muzeme urcit nékteré vlastnosti kofenti daného poly-
nomu, aniz bychom znali jejich konkrétni hodnoty. Napriklad vime, ze jejich soucet
je —™=L (dosadte do s1), jejich soucin je (—1)"22 (dosadte do s,,).

Qan a

Piiklad. Vsimnéte si, ze

2 2 2
i +...+ T, =87 — 282

(ovéfte roznasobenim!). Z Vietovych vztaht plyne, Ze soudet ¢tverci vSech kofentt
daného polynomu Y a;z" je roven

2
2 2 2 An—1 Ap—2
uf .o urn =8s1(Ur, o Un)C — 282(Ur, L Up) = -2 .
an an
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Vsimnéte si, ze soucet, rozdil a soucin symetrickych polymu je symetricky poly-
nom (¢ili symetrické polynomy tvoii podokruh okruhu vSech polynomt). Speciélné,
rizné soucty a souciny elementarnich symetrickych polynomi jsou symetrické. Je
pravda i opac¢né trvrzeni? V pfedchozim prikladé jsme vidéli, Ze soucet Ctvercu,
coz je symetricky polynom, lze takto vyjadfit. Dulezitym poznatkem je, Ze tuto
vlastnost ma kazdy symetricky polynom.

Véta 4.2 (Zakladni véta o symetrickych polynomech). Bud R obor integrity a
f € Rlx1,...,x,] symetricky polynom. Pak ezxistuje prévé jeden polynom g €
R[z1, ...,z takovy, Ze f = g(s1,...,8n).

Polynom ¢ ve znéni véty popisuje, jak ziskat f pomoci souéti a soucint elemen-
tarnich polynomii. Napiiklad pro f = 23 + ...+ 22 = s? — 255 bude g = 22 — 225.

Ve zbytku sekce dokdzeme Vétu Pfedvedeme si Gausstv ditkaz obsahujici
algoritmus, ktery vyjadreni daného symetrického polynomu najde. Nejprve si vsak
musime vysvétlit, jak usporadat ¢leny v polynomech vice proménnych, abychom
mohli pracovat s pojmem vedouciho ¢lenu.

Termem v proménnych 1, . .., T,, rozumime vyraz x’flmg"‘ coegkn kdeky, ...k, >
0. Definujeme relaci na termech:
oot < alial - oal,
pokud existuje ¢ > 0 takové, ze kv = l1, ..., k; = l; a kiy1 < l;4+1. Definujeme

t < s pravé tehdy, kdyz t < s nebo t = s. Jak si ukdZzeme, jde o usporadani, tzv.
lexikografické uspordddni, velmi podobné usporadani slov ve slovniku. Vedoucim
élenem polynomu f € Rxy,...,2,] se pak rozumi ten ¢len, ktery méa lexikograficky
nejvétsi term; znacime jej £(f).
Piiklad. Pro polynomy t¥i proménnych se zpravidla pouZivaji proménné x,y, z,
implicitné se rozumi v tomto potadi.
o {(x+y+2) =z, nebot x = x1y°2° je vétsi nez y = 20920, a to je vétsi
nez z = 299021,
o /(100210 + 222y — 52%2%) = 22%y, nebot 2%y > 2222 > 2'0 (koeficienty
nerozhoduji).
Lemma 4.3. Relace < md nasledujici vlastnosti:
(1) je to linedrni uspordddns,
(2) pro libovolné termy plati, Ze t1 > to a s1 > so implikuje t181 > ta289,
(3) neezistuje nekonecny klesajict tetézec termi t; > to > t5 > ...

Diikaz lemmatu prenechavame ¢tenédri jako snadné, byt ponékud pracné cvideni.

Lemma 4.4. Bud R obor integrity a f,g € R[x1,...,2,]. Pak
(1) &(fg) = Uf)g),

2) je-li f symetricky a £(f) = az’ ke coxkr pak b > ke > > k.
1 2 n

Dikaz. (1) Diky Lemmatu 2) plati, Ze soucin termi vedoucich ¢lentt je vétsi nez
soucin libovolnych jinych termit. ProtoZe jsme v oboru integrity, koeficient sou¢inu
nebude nulovy.

(2) Kdyby k; < kj, mohli bychom prohodit proménné x;, x;, ze symetrie bychom

dostali ten samy polynom, ale ¢len s prohozenymi proménnymi by byl vétsi. (]
Lemma 4.5. Bud ki > ko > ... > k, nezdpornd c¢dsla. Pak existuje prévé jedna
k1 ,.k2 kn

n-tice nezdpornych ¢isel ly, . ..,l, takovd, Ze E(slf sl22 coosly = atag? ke
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Diikaz. Nejprve spocteme vedouci &len £(s)'s2 ---sln). Diky Lemmatu 1) je

roven soucinu

U(s1)10(s9)2 - (sp) ! = a:lf (z1ze)? - (zmoms) L (T a)ln
_ :cl11+"‘+l”xl22+"'+l" . .x,lrzz:11+lnx’lr;'
Mame dany exponenty ki, ..., k,, hledame [y, ...,[, spliujici soustavu rovnic
ki=l+...4+0l, ko=lo+...+1ln, ..., kn_1=1lp_1+1n, kn=1,.

Odectenim dvou po sobé jdoucich rovnic zjistime, Ze existuje pravé jedno Feseni, a
to
li=Fki—ke, la=ka—ks, ..., ln-1 =kn—1 — kn, ln =kn.

Tato feseni jsou nezdporné, protoze k; > k;y1 pro vSechna . [

Nyni zformulujeme Gausstuv algoritmus na vypocet vyjadieni daného symetric-
kého polynomu pomoci elementarnich.

Gaussuv algoritmus. Bud R obor intergrity.

VSTUP: f € R[z1,...,x,] symetricky

VYSTUP: g € R|z1,...,2,] takovy, ze f = g(s1,...,8n)

fl = f7 g1 = 0

pro i = 2,3, ... provadéj nasledujici:

najdi Iy, ..., 1, takové, 7e £(f;) = c- £(s} - - sl») pro ngjaké c € R
firr=fi—c-sp s

Gir1 = gi+ ezl

pokud je fi11 € R (konstantni polynom), odpovéz g; 11 + fit1

Nyni dokadzeme spravnost algoritmu. Vsimnéte si, ze pro vSechna ¢ plati

e f; je symetricky polynom,

® g; € R[Zl, .. .,Zn],

o fitgi(si,...,80)=f.
(Pro i = 1 to plati trividlné a dale postupujeme indukci.) Z téchto ti{ pozorovani
plyne spréavnost odpovédi i fakt, ze takova Iy, .. ., 1, vZidy najdeme (Lemmata 2)
a resp. algoritmus vypoctu skryty v dikazu). Na zavér zbyva zpozorovat, Ze se
termy vedoucich ¢lend polynomu fi, fo,... zmensuji, ¢ili podle Lemmatu 3) se
algoritmus musi zastavit.

P¥iklad. Méjme na vstupu polynom f = 23 + ...+ 3.

o fi=al+...+ad, 9. =0.
e Vidime, ze £(f1) = 23 = £(s3), ¢ili

fo=fi—s= —32%‘?1‘]‘ —6 Z TR, o = g1+ 25 = 2.

i#] i<j<k
e Vidime, Ze ((fy) = —3231y = —3{(s152), ¢ili:
f3 = f2 — (73)5182 = 3 Z I‘Z‘Z‘jl‘k, gg = gg + (73)2’12’2 = Z% — 32122.
i<j<k
o Vidime, Ze {(f3) = 3z1x2x3 = 3€(s3), ¢ili
fi=1fs—3s3=0, gs=gs+323 =2 — 322 +3z.
Odpovédi je polynom gy, ¢ili f = ga(s1,...,8,) = 83 — 35152 + 3s3.
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Dikaz Véty[{.4 Existence byla prokdzana Gaussovym algoritmem. Jednozna¢nost
dokédZzeme sporem. UvaZzujme dvé vyjadfeni f = ¢1(s1,...,5,) = g2(81,--+,8n),
g1 # g2, a oznacme g = g1 — g = . a;t;, kde ¢; jsou jednotlivé termy. Tyto termy
jsou rtzné, a tedy diky jednoznac¢nosti v Lemmatu maji polynomy ¢;(s1,...,8,)
rizné vedouci Cleny. Uvazujte ten lexikograficky nejvétsi z nich. Tim, Ze je striktné
vétsi nez v8echny ostatni ¢leny, se v souétu > a;t;(s1,...,s,) nemiZe pokratit, a
tedy g(s1,...,8,) # 0, spor. O

Zakladni véta o symetrickych polynomech ma zajimavy dusledek, ktery pouzi-
jeme v dikazu Zakladni véty algebry. Uvazujme celocisleny polynom a jeho kom-
plexni koreny. To mohou byt komplexni ¢isla, kterd nelze nijak pékné vyjadrit.
Pfesto, pokud je dosadime do symetrického polynomu, vyjde racionalni ¢islo (do-
konce celé, pokud byl tento polynom monicky).

Dausledek 4.6. Bud'T téleso a f polynom z T[x] stupné n > 1. Buduy, ..., u, jeho
koteny (véetné ndsobnosti) v néjakém nadtélese. Pak pro kazdy symetricky polynom
s€Tx,...,xy) plati s(ug,...,u,) € T.

Diikaz. Ozna¢me f = Y a;xz'. Diky Vietovym vztahiim plati s;(ui,...,u,) =
(-1)"*2=* € T. Diky Véte existuje polynom g € T|z1,...,2,] spliujici s =
g(s1,...,8n), ¢li s(uy,...,u,) je rovno hodnoté polynomu g na n-tici prvka z T,
coz je opét prvek T. (I

5. ZAKLADNI VETA ALGEBRY

Cilem této sekce je dokazat, ze kazdy komplexni polynom ma komplexni kofen.
Tomuto faktu se fika Zakladni véta algebry, i kdyz nazev je ponékud zastaraly a
odpovidé dobé svého vzniku, tedy prelomu 18. a 19. stoleti, kdy se algebra zabyvala
predevsim feSenim polynomidlnich rovnic. Trochu zavadéjici je i samotny odkaz na
algebru: ditkaz nutné musi vyuzit néjaké analytické metody, nebot se principidlné
tyka vlastnosti redlnych funkci, resp. jejich komplexnich rozsiteni.

Véta 5.1 (Zakladni véta algebry). Kazdy komplexni polynom stupné > 1 md néjaky
komplexni koven.

Dtikazii zdkladni véty algebry existuje celd fada, at uz ¢isté analytické (pomoci
komplexni analyzy), geometrické, ¢i algebraické, snazici se minimalizovat potfebné
mnozstvi vlastnosti redlnych ¢isel. Ukazeme si Gausstuv dikaz z roku 1816, ktery
patii do posledni rodiny, je pomérné jednoduchy a pékné oddéluje analytické a
algebraické principy potfebné k dukazu. Z algebry jsou stéZejnim nastrojem

o existence rozkladovych nadtéles (Véta 7

e teorie symetrickych polynomt (kli¢ovy krok diikazu je zaloZen na tdvaze

podobné Diisledku [4.6)).

7 realné analyzy pak vyuzijeme

e spojitost polynomidlnich funkeci,

e vétu o stfednim bodé,
které implikuji, Zze realné polynomy lichého stupné maji aspon jeden realny koren.
Zacneme uziteénym pozorovanim, ze problém lze zredukovat na reilné polynomy.
K dtkazu staci par elementarnich vypocti s komplexné sdruzenymi ¢isly.
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Lemma 5.2. Predpokladejme, Ze kazZdy redlny polynom stupné > 1 md néjaky
komplexni koten. Pak md kaZdy komplexni polynom stupné > 1 néjaky komplexni
koren.

Diikaz. Bud f € Clz] stupné > 1. Oznacme g = f - f, kde f zna¢i komplexné
sdruzeny polynom, tj. pro f = > a;x" definujeme f = > a;z'. Viimnéte si, ze
g € R[z]: sou¢in ma tvar

f-f:Zaixi~Zdixi:Z Z aia; | =
ko \iti=k
Vsechny koeficienty jsou realné, protoze pro ¢ = j mame a;a; € R, a pro i # j
méame a;a; + a;a; € R (viimnéte si, ze 5 + 7s € R pro kazdé r, s € C). Cili podle
piedpokladu ma polynom g komplexni koten u. Cili f(u) = 0 nebo f(u) = 0. V

prvnim pfipadé jsme hotovi a v druhém pFipadé si vSimneme, ze 0 = f(u) = f(a),
a tedy f ma kofen u nebo . O

Lemma 5.3. Komplexni polynom stupné 2 md komplexni koten.

Diikaz. Kofeny polynomu az? +bx + ¢ lze spocitat vzorcem vy = —bEyb-—dac Vg;_‘l‘w (dtikaz
najdete v sekci ??), vysledkem je komplexni ¢islo. Ponékud skryty je fakt, Ze v kom-
plexnich ¢islech lze odmocrtiovat, protoze Vreie = et/ kde vyuzivame faktu,
7e kladna redlné ¢isla lze odmociiovat, coz je diisledek spojitosti funkce z — z2 a
véty o stfednim bodé. |

Lemma 5.4. Redlny polynom lichého stupné md redlny koven.

Diikaz. Reédlny polynom f urcéuje spojitou redlnou funkci. Ma-1i lichy stupen, pak v

zévislosti na znaménku vedouciho koeficientu bud lim,_, ., = —o0 a lim,_,o, = o0,
nebo naopak, tedy existuji body a,b takové, ze f(a) < 0 a f(b) > 0. Z véty o
stfednim bodé plyne, Ze existuje bod u € R, kde f(u) = 0. O

Dikaz Véty[5.1 Diky Lemmatu [5.2] sta¢i uvazovat redlny polynom f stupné n =
2%m, kde m je liché. Budeme postupovat indukei podle k. Je-li k = 0, odpovéd dava
Lemma V indukénim kroku uvazujme rozkladové nadtéleso T pro polynom f
nad R, ozna¢me uyq, ..., u, kofeny f v T (véetné ndsobnosti). Chceme dokédzat, ze
aspon jeden z téchto korenu je v C. Pro kazdy parametr z € Z definujeme polynom

h, = H (@ — (uw; +uj + zuu;)) € Tlx).
i<j
Klicovym krokem je ukazat, ze to je ve skutecnosti redlny polynom. Uvazujte po-
lynom

h, = H (x — (yi +yj + 2viy5)) € Rlz][v1,- - -, Yn)-
i<j
Ten je symetricky v proménnych y1, . .., y, s koeficienty v R[z] a h, = Nz(ul7 cey Up).
Podle Véty existuje polynom g € R[x][y1,...,yn] takovy, Ze h, = g(s1,...,55).
Z Vietovych vztaht plyne, ze s;(u1,...,u,) € R, a tedy
h, =g(s1(u1y--sun), -y Sn(u,...,u,)) € Rlz).
Pfitom stupen polynomu h, je

degh, — <n> _2"q-(2Mgq—1)

=omly2mg—1
5 5 q(2™q - 1),
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takZze muzeme pouzit indukéni predpoklad a dostavame, Zze h, ma koren v C.
Shrnuto, dokézali jsme, ze pro kazdé z € Z existuji néjakd ¢ < j takova, zZe
u; + uj + zu;u; € C. Takovych z je nekoneéné mnoho, ale dvojic indext je jen
konec¢né mnoho, musi tedy existovat dvojice ¢ < j, ktera se opakuje aspon dvakrat
(dokonce nekoneénékrat). Oznacme piislusna ¢isla z1, 2o, tj.

U +uj + z1uu; € Coa u +uy + zouuy € C
Odectenim obou rovnic vidime, ze (z1 —22)u;u; € C, ¢ili také wyu; € Cau;+u; € C.
Z toho plyne, Ze oba kofeny u;, u; jsou komplexni, nebot
(x —u)(x —uj) = 2 — (u; + Uj)T + U,
a podle Lemmatu[5.3] vime, Ze komplexni kvadraticky polynom mé nutné komplexni

kofeny. O

Dtisledkem je, Ze polynom f € C[x] stupné n ma pravé n komplexnich kofenii
(véetné ndsobnosti) a rozklada se v C[z] na soudin
Fl@ =)o (@ —up),
kde uy,...,u, € C. Dukaz provedeme snadno indukci: mame-li jeden komplexni
koten, u, vydélime f polynomem z—u a pouzijeme vétu znovu, na polynom mensiho
stupné.
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