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Cvičeńı 5, 23.11.2020

Př́ıklady označené (!) jsou zásadńı a nutně muśıte pochopit řešeńı. Př́ıklady označené (*)
jsou těžš́ı.

Galoisova korespondence
Bud’ U rozkladové nadtěleso polynomu f nad tělesem T . Urči [U : T ], Gal(U/T ) (jej́ı
prvky i izomorfismus na některou známou grupu) a popǐs všechna tělesa U ⊃ V ⊃ T .

1. (! ukážu, jak se dělá ) f(x) = x3 − 2, T = Q.

2. (! ukážu, jak se dělá) f(x) = (x2 − 2)(x2 + 1), T = Q.

3. (!) f(x) = (x2 − 2)(x2 + 1)(x2 − 3), T = Q. Vycházejte z faktu, že [U : Q] = 8.

4. (!) f(x) = (x2 − a1) . . . (x
2 − an), T = Q, kde a1, ..., an splňuj́ı předpoklady věty

2.28. Vycházejte z faktu, že [U : Q] = 2n. Řešeńı je popsáno ve skriptech (věta
2.28), pořádně si ho rozmyslete. Speciálně bych rád, abyste si pečlivě dokázali izo-
morfismus Gal(U/T ) ' Zn2 .

5. (!*) f(x) = x12 − 1, T = Q.

6. (!) f(x) = xn − 1, T = Q. Vycházejte z faktu, že že [U : Q] = ϕ(n), kde ϕ je
Eulerova funkce (to je ta těžš́ı část). Řešeńı je popsáno ve skriptech (pod větou
2.28), pořádně si ho rozmyslete. Speciálně bych rád, abyste si pečlivě dokázali izo-
morfismus Gal(U/T ) ' Z×n .

7. (!) f(x) = x5 − 2, T = Q(e2πi/5)

8. (!*) f(x) = x20 − 1, T = Q(i).

Abstraktńı Galoisovy korespondence

1. Bud’ V vektorový prostor se skalárńım součinem. Bud’ (A,⊆) = (B,⊆) uspořádaná
množina všech podmnožin V , uvažujte α(X) = β(X) = X⊥. Dokažte, že jde o
Galoisovu korespondenci. Co je Im(α) a Im(β) ?

2. (pro studenty, kteř́ı absolvovali kurz logiky) Bud’ L jazyk. Bud’ (A,⊆) uspořádaná
tř́ıda všech množin model̊u v jazyce L. Bud’ (B,⊆) uspořádaná množina všech
množin formuĺı v jazyce L. Pro X ∈ A uvažujte α(X) = {ϕ : A � ϕ pro všechna
A ∈ X}. Pro Y ∈ B uvažujte β(Y ) = {A : A � ϕ pro všechna ϕ ∈ Y }. Dokažte, že
jde o Galoisovu korespondenci.

Daľśı fakta o Galoisových grupách

1. Mějme tělesa V ⊃ U ⊃ T taková, že V ⊃ T a U ⊃ T jsou normálńı rozš́ı̌reńı. Pak
Gal(V/U) /Gal(V/T ) a Gal(V/T )/Gal(V/U) ' Gal(U/T ).

Zájemc̊um též doporučuji četbu d̊ukazu, že [Q(
√
a1, . . . ,

√
an) : Q] = 2n, viz odkaz ve

skriptech (věta 2.28).


