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Cvičeńı 2, 20.10.2020 - návody a řešeńı

Noetherovskost

1. (!) Rozhodněte, zda je okruh Q konečně generovaný jako a) Z-modul, b) Q-modul,
c) okruh, d) těleso.

Návod: Ptám se: existuj́ı č́ısla a1, . . . , an ∈ Q taková, že každé racionálńı č́ıslo
lze vyjádřit jako a) lineárńı kombinaci a1, . . . , an s celoč́ıselnými koeficienty, b)
lineárńı kombinaci a1, . . . , an s racionálńımi koeficienty, c) jako hodnota polynomu
f ∈ Q[x1, . . . , xn] na (a1, . . . , an) (což je to samé, jako že se dostanu z č́ısel a1, . . . , an
kamkoliv pomoćı +,−, ·), d) to samé pro racionálńı funkce, resp. nav́ıc operaci −1.

Řešeńı: a,c) ne, problém je nagenerovat všechny zlomky 1
p
, b) ano, stač́ı jeden

generátor 1, každé q je q · 1, d) ano, stač́ı jeden generátor 1, z ńı dostanete sč́ıtáńım
všechna celá č́ısla, inverzem zlomky 1

a
, součinem všechny zlomky

2. (!) Bud’ M noetherovský modul a N jeho podmodul. Dokaž, že pak je faktormodul
M/N noetherovský.

Řešeńı: Použijme definici, že modul je noetherovský právě tehdy, když je každý
podmodul konečně generovaný. Vemte podmodul v M/N , ten bude podle 2. věty o
izomorfismu tvaru U/N , kde U je modmodul M . Z noetherovskosti je U je konečně
generovaný, generátory onačme u1, . . . , un, čili každý prvek u ∈ U lze napsat jako
lineárńı kombinaci u =

∑
riui pro nějaká ri ∈ R. Čili každý prvek [u] ∈ U/N lze

napsat jako [u] = [
∑

riui] =
∑

ri[ui], tedy [u1], ..., [un] generuj́ı podmodul U/N .

3. (*) Bud’ M modul a N jeho podmodul. Pokud jsou N a M/N oba noetherovské,
pak je noetherovský také M (použij tvrzeńı 1.10).

Návod: Uvažujte ideál U , koukněte na U/M , rozšǐrte jeho konečnou bázi pomoćı
konečné báze N .

4. Bud’ K těleso. Dokažte, že K[x1, x2, . . . ] (nekonečně mnoho proměnných) je gaus-
sovský, ale ne noetherovský, a neńı to ani obor hlavńıch ideál̊u.

Návod: Kdybych měl posloupnost vlastńıch dělitel̊u zač́ınaj́ıćı f , pak ten f je jen
v k proměnných a měl bych taky posloupnost vlastńıch dělitel̊u v K[x1, . . . , xk],
spor s Gaussovou větou. Podobný argument pro NSD(f, g). Rostoućı posloupnost
ideál̊u: Ij = (x1, . . . , xj).

Čı́nská věta o zbytćıch

1. (!) Popǐs všechny ideály v okruhu Z/(150) a charakterizuj, které dvojice z nich jsou
komaximálńı.

Návod: Je to OHI, takže pátrám po dělitelnosti č́ısel 0..149, maximálńı je totéž co
prvoč́ıslo, komaximálńı je totéž co ???

2. (!) Bud’ R obor hlavńıch ideál̊u, m1, . . . ,mn jeho po dvou nesoudělné prvky a
označme M = m1 · . . . ·mn. Dokažte pomoćı č́ınské věty o zbytćıch, že

R/(M) ' R/(m1)× . . .×R/(mn).

Návod: Ověřte předpoklady ČVZ. Proč je pr̊unik všech (mi) = miR roven (M) =
MR? Koukněte na minulá cvičeńı. Proč jsou miR po dvou komaximálńı? Koukněte
na předchoźı úlohu.
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Idea: když nějaká abstraktńı myšlenka funguje v Z, nejsṕı̌s bude fungovat ve všech
OHI.

3. (!) Bud’ R okruh a I1, . . . , In po dvou komaximálńı ideály v R. Dokaž, že pak máme
izomorfismus multiplikativńıch grup

(R/(I1 · · · In))× ' (R/I1)
× × · · · × (R/In)× .

Řešeńı: Vezměte zúžeńı izomorfismu z ČVZ na invertibilńı prvky. Násobeńı to za-
chovává, prosté to bude. Chceme dokázat, že to je dobře definované (tj. obraz
invertibilńıho prvku je invertibilńı) a že to je na (vzor n-tice invertibilńıch prvk̊u
je invertibilńı). Ale to je obecná vlastnost, kdykoliv mám izomorfismus okruh̊u
ϕ : S → T , pak a je invertibilńı v S právě tehdy, když ϕ(a) je invertibilńı v T .

PS: Připomeňte si d̊ukaz vzorce na výpočet Eulerovy funkce, který jste nejsṕı̌s
dělali v druháku. Tohle pro R = Z vám dá rozklad ϕ(n) na součin ϕ(p...).

4. Bud’ R komutativńı okruh s jednotkou, který má pouze konečně mnoho ideál̊u.
Dále předpokládejme, že pr̊unik maximálńıch ideál̊u v R je triviálńı. Dokažte, že R je
direktńım součinem konečně mnoha těles. Uved’te př́ıklad konečného komutativńıho
okruhu s jednotkou, který má netriviálńı pr̊unik maximálńıch ideál̊u.

Axiom výběru

1. (!) Pomoćı Zornova lemmatu dokaž, že každá lineárně nezávislá podmnožina vek-
torového prostoru jde rozš́ı̌rit na bázi. (Skripta obsahuj́ı podrobný návod.)

Návod: M = {A ⊆ V : A je lineárně nezávislá posloupnost vektor̊u}, uspořádáńı ⊆.
Dokažte, že splňuje přepdoklady Zornova lemmatu a dokažte, že maximálńı prvek
výsledek je báze, tj. že generuje V .

2. (!) Pomoćı Zornova lemmatu dokaž, že každé zobrazeńı f : A → B, které je na
B, má pravý inverz, tj. že existuje zobrazeńı g : B → A takové, že fg(x) = x pro
všechna x ∈ B.

Návod: M = {g : B → A : fg = id}, uspořádáńı ⊆ (ve smyslu: jedna funkce je
větš́ı než druhá, pokud má vetš́ı definičńı obor a na něm se shoduj́ı). Dokažte, že
splňuje přepdoklady Zornova lemmatu a dokažte, že maximálńı prvek je definovaný
všude.

3. (!) Pomoćı Zornova lemmatu dokaž, že každé částečné uspořádáńı na dané množině
lze rozš́ı̌rit do lineárńıho uspořádáńı. (Rozš́ı̌reńım uspořádáńı≤ se rozumı́ uspořádáńı
4 na téže množině takové, že pokud x ≤ y, pak x 4 y.)

Návod: M = množina všech částečných uspořádáńı na dané množině, uspořádáńı
rozš́ı̌reńım (ve smyslu zadáńı). Dokažte, že splňuje přepdoklady Zornova lemmatu
a dokažte, že maximálńı prvek výsledek je lineárńı.

4. (*) Pomoćı Zornova lemmatu dokaž, že pokud v okruhu R existuje vlastńı ideál,
který neńı konečně generovaný, pak v něm také existuje prvoideál, který neńı
konečně generovaný.


