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Cvičeńı 3, 2.11.2020

Př́ıklady označené (!) jsou zásadńı a nutně muśıte pochopit řešeńı. Př́ıklady označené (*)
jsou těžš́ı.

Kořenová a rozkladová nadtělesa

1. (!) Určete kořenové a rozkladové nadtěleso polynomu x2 + 3 nad tělesem R.

Návod: Je to C. Ale nemohlo by to být nějaké menš́ı těleso R < T < C ?

2. (!) Určete všechna možná kořenová nadtělesa pro f nad Q obsažená v C (existuj́ı i
jiná než obsažená v C ?), nějaké rozkladové nadtěleso pro f nad Q, stupně rozš́ı̌reńı
všech těchto těles a popǐste jejich Galoisovy grupy nad Q (vypǐste jej́ı prvky a
určete, které známé grupě je izomorfńı).

a) f(x) = x2 − 1

Řešeńı: Q stupně 1, Q stupně 1, Gal triviálńı

b) f(x) = x3 − 1

Řešeńı: koř. Q stupně 1, koř. i rozkl. Q(e2πi/3) stupně 2, Gal = {id, x 7→ x̄}.
c) f(x) = x2 + 3

Řešeńı: koř. i rozkl. Q(
√

3i) stupně 2, Gal = {id, x 7→ x̄}.
d) f(x) = x4 − 1

Řešeńı: koř. Q, koř. i rozkl. Q(i) stupně 2, Gal = {id, x 7→ x̄}.
e) f(x) = x4 + 1

Návod: Je to ireducibilńı polynom a dokažte, že čtyři r̊uzné kořeny generuj́ı to samé
těleso tvaru Q(a). Gal má nejvýše čtyři prvky, protože a 7→ jeden ze čtyř kořen̊u, Gal
má aspoň čtyři prvky, protože je tranzitivńı na kořenech. Přitom všechny netriviálńı
automorfismy maj́ı řád 2, protože a 7→něco 7→ a (pokud nechápete, co z toho plyne,
napǐste si obraz obecného prvku r + sa+ ta2 + ua3 v daném automorfismu).

Řešeńı: koř. i rozkl. Q(e2πi/8) stupně 4, Gal ' Z2 × Z2.

f) f(x) = x3 − 2

Řešeńı: Koř. Q( 3
√

2), Q( 3
√

2e2πi/3) stupně 3, Gal je cyklická tř́ıprvková. Rozkl.
Q( 3
√

2, e2πi/3), Gal se vnořuje do S3, obsahuje prvek x 7→ x̄ řádu 2, obsahuje aspoň
tři prvky d́ıky tranzitivitě, takže muśı být izomorfńı S3. Z toho je vidět, že všech 6
permutaćı kořen̊u muśı dát automorfismus, vzorce si snadno explicitně naṕı̌sete.

3. Popǐste Galoisovu grupu rozš́ı̌reńı Q(
√

2,
√

3) nad Q.

Řešeńı: Aplikaćı Tvrzeńı 2.11 na polynomy x2−2 a x2−3 vid́ıme, že každý ϕ ∈ Gal
splňuje ϕ(

√
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3 pro nějaká u, v ∈ {±1}, čili Q-automorfismy

jsou nejvýše čtyři a lze je zapsat vzorcem
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6.

Z vzorce také vid́ıme, že ϕ2 = id pro všechny volby u, v. Pokud dokážeme, že existuj́ı
pouze čtyři automorfismy, Gal muśı být izomorfńı Z2 × Z2.

Jsou to skutečně Q-automorfismy? Je možné, ale velmi pracné, to ověřit př́ımo z
definice. Jednodušš́ı je využ́ıt tranzitivity: neńı těžké nahlédnout, že Q(

√
2,
√

3) =
Q(
√

2 +
√

3) a aplikaćı tranzitivity na minimálńı polynom m√2+
√
3,Q vid́ıme, že

|Gal| ≥ 4.
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4. * V závislosti na n popǐste Galoisovu grupu rozkladového nadtělesa polynomu xn−1.
Na základě pár př́ıklad̊u si tipněte, kolik bude stupeň rozš́ı̌reńı, ale bez daľśı teorie
se vám váš odhad nejsṕı̌s nepovede dokázat.

Návod: Označme ζ = e2πi/n. Rozkladové nadtěleso je Q(ζ), to má ϕ(n) generátor̊u
ζk, k nesoudělné s n. Galoisova grupa je izomorfńı Z∗n, prvku k odpov́ıdá automor-
fismu danému předpisem ζ 7→ ζk. Stupeň je ϕ(n), časem budeme mı́t větu, že za
jistých předpoklad̊u je stupeň roven |Gal|.

5. Bud’ 0 6= a ∈ Q. Dokažte, že rozkladovým nadtělesem polynomu f = xn − a nad
tělesem Q je těleso Q(e2πi/n, b), kde b je libovolný komplexńı kořen polynomu f .

6. Spočtěte prvky Galoisovy grupy Gal(R/Q).

Návod: Dokažte nejprve, že každý prvek Gal(R/Q) je rostoućı funkce (to je speci-
fická vlastnost rozš́ı̌reńı Q ≤ R, pro jiná tělesa to typicky pravda nebude). Zbytek
je úloha z elementárńı analýzy na úrovni prváku: najděte všechny rostoućı reálné
funkce, které fixuj́ı racionálńı č́ısla.

T -homomorfismy

1. (!) Bud’te T, U tělesa charakteristiky 0. Pak Q ⊂ T, U (co to přesně znamená?) a
každý nenulový okruhový homomorfismus ϕ : T → U je prostým Q-homomorfismem.
(Nulovým homomorfismem rozumı́me zobrazeńı x 7→ 0.)

Návod: Přesně to znamená, že racionálńı č́ıslo a
b

ztotožńıme s prvkem (a×1)(b×1)−1,
kde u× 1 = 1 + ...+ 1 u-krát pro u > 0, resp. 0 pro u = 0, resp. −(1 + ...+ 1) pro
u < 0. Zbytek pak je jasný z toho, že ϕ(1) = 1 a ϕ(a−1) = ϕ(a)−1, ovšem tyto dvě
vlastnosti muśıte dokázat z definice okruhového homomorismu. Prostost: Ker(ϕ) je
ideál, tedy 0 nebo T .

2. (!) Bud’ S1, S2 rozkladová nadtělesa pro polynom f nad tělesem T a bud’ ψ T -
izomorfismus těchto těles. Dokažte, že Gal(S1/T ) → Gal(S2/T ), ϕ 7→ ψϕψ−1 je
izomorfismus př́ıslušných Galoisových grup.

3. Bud’ T ⊂ U algebraické rozš́ı̌reńı těles a U ⊂ K (ne nutně algebraické). Pak K je
algebraický uzávěr U , právě když K je algebraický uzávěr T .

4. Pro která m,n ∈ Z jsou tělesa Q(
√
m), Q(

√
n) Q-izomorfńı?

Návod: Aplikujte tvrzeńı o tom, že kořen polynomu f se zobraźı na kořen polynomu
f .

Algebraický uzávěr

1. Žádné konečné těleso neńı algebraicky uzavřené.

Návod: Euklides si všimnul: ”Kdyby bylo jen konečně mnoho prvoč́ısel, vemte je-
jich součin plus 1, ten neńı dělitelný žádným prvoč́ıslem, spor.”Stejnou myšlenku
proved’te pro polynomy x− a.

2. * Algebraický uzávěr nekonečného tělesa T má stejnou mohutnost jako T .

Návod: Pokud jste neměli teorii množin, na úlohu zapomeňte. Jinak si rozeberte
konstrukci uzávěru a aplikujte poznatky o tom, kolik je polynomů a jaká je mohut-
nost sjednoceńı řetězce množin.


