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Cvičeńı 6, 7.12.2020 - návody a řešeńı

Př́ıklady označené (!) jsou zásadńı a nutně muśıte pochopit řešeńı. Každé sadě věnujeme
45 minut.

Radikály

1. (!) V oboru Z urči
√

(125),
√

(666),
√

(
∏

i p
ri
i ) pro po dvou r̊uzná prvoč́ısla pi.

Řešeńı: Je to ideál (
∏

i pi). Stač́ı vźıt max(r1, . . . , rn)-tou mocninu prvku dělitelného
t́ımto č́ıslem a padne do ideálu (

∏
i p

ri
i ).

2. (!) Urči nilradikál a Jacobson̊uv radikál okruhu Z/(100). Mysĺım, že je užitečné si
nakreslit uspořádanou množinu všech ideál̊u a pod́ıvat se, jak to je s těmi pr̊uniky.
Pro která n je (Z/(n))/J(Z/(n)) těleso?

Řešeńı: Právě tehdy, když n je mocnina prvoč́ısla. Maximálńı ideály a prvoideály
jsou totéž, a jsou to právě ideály (a), kde a | n (ztotožňujeme n a nulu), jak je
vidět z 2. věty o izomorfismu. Pr̊unik maximálńıch ideál̊u je tedy ideál (p1 · · · pk),
kde n =

∏
i p

ri
i . Těleso vyjde právě tehdy, když to je maximálńı ideál, tedy když je

generovaný prvoč́ıslem, tedy právě tehdy když n je mocnina prvoč́ısla.

3. (!) Urči nilradikál a Jacobson̊uv radikál oboru C[x].

Návod: Uvažuj maximálńı ideály (x− a), a ∈ C.

4. (!) V Q[x] a v C[x] urči
√

(x6 − x4 − x2 + 1).

Řešeńı: Stač́ı ten polynom rozložit a zlikvidovat násobné ireducibilńı činitele. Vid́ıme,
že odpověd’ je pro obě tělesa x4 − 1.

5. Dokaž, že v C[x] plat́ı
√

(f) = ( f
NSD(f,f ′)

) pro každý f ∈ C[x].

Návod: Připomeňte si větu o v́ıcenásobných kořenech. Derivace f ′ obsahuje lineárńı
činitele polynomu f v o jedna menš́ı mocnině, takže f/NSD(f, f ′) obsahuje právě
všechny lineárńı činitele v prvńı mocnině.

Celistvé prvky

1. (!) Dokažte detaily Důsledku 2.2 (o tom, že celistvé prvky tvoř́ı podokruh). Konkrétně,
jde o následuj́ıćı tvrzeńı: je-li okruh S konečně generovaný R-modul a okruh U
konečně generovaný S-modul, pak U je konečně generovaný R-modul.

Návod: Je to úplně stejná myšlenka jako v druhácké větě o tom, že [U : T ] = [U :
S] · [S : T ], akorát že ted’ to nejsou vektorové prostory, ale jen moduly. Ta část
d̊ukazu, která dokazuje, že množina součin̊u je generuj́ıćı, projde doslova stejně. Ta
část o lineárńı nezávislosti v̊ubec ne (to v modulech analogii obecně nemá), ale na
to se nikdo neptá.

2. (!) Rozhodněte, zda je č́ıslo
√√

2 + 1 celistvé a) nad Z[
√

2], b) nad Z. Pokud ano,
napǐste př́ıslušný monický polynom.

Řešeńı: Ano, a) x2 − 2, b) plyne ihned z předchoźıho cvičeńı. Stač́ı tedy naj́ıt
minimálńı polynom nad Q, ten bude nutně řešeńım (viz př́ı̌st́ı cvičeńı), s trochou
invence se dopoč́ıtáte k x4 − 2x2 − 1.

3. (!) Dokažte, že prvek a je celistvý nad Z právě tehdy, když je ma,Q ∈ Z[x]. Návod:
Gaussovo lemma.

4. (!) Urči okruh celistvých prvk̊u (nad Z) v tělese a) Q(i), b) Q(
√

2), c) * Q(
√
−3).

Nejsṕı̌s se vám bude hodit předchoźı cvičeńı.



2

Řešeńı: Minimálńı polynomy muśı být monické celoč́ıselné. Analyzujte tedy kořeny
polynomu x2+bx+c. Vyjde a) Z[i], b) Z[

√
2], c) Z[1+

√
−3

2
] = {a

2
+ b

2

√
−3 : a, b ∈ Z}.

5. Označme R = Z[x, y]/I, kde I = (x2 − 2, y2 − x− 1). Rozhodněte, zda

a) prvek x + I je celistvý nad Z,

b) prvek y+I je celistvý nad Z[x+I] (rozumı́ se meziokruh mezi Z a R generovaný
prvkem x + I).

c) prvek y + I je celistvý nad Z.

Návod: Je to úplně stejná úloha jako 2, ten faktorokruh je izomorfńı Z[
√√

2 + 1].

6. Bud’ R gaussovský obor a T jeho pod́ılové těleso. Je-li u ∈ T celistvé nad R, pak
u ∈ R. Řı́kal jsem na přednášce, ale kdo jste to neslyšel, tak si to rozmyslete!


