Komentar k videu o reprezentacich grup
https://www.youtube.com/watch?v=qpGDNKgfHHg

Tento text je komentafem ke zminénému videu pro studenty pfedmétu Proseminér z algebry.

Cil: Seznamit se s konceptem maticové reprezentace grup. Jde o klasickou a velmi uzite¢nou
disciplinu, s aplikacemi od teorie ¢isel (viz video Kena Ribeta) az po matematickou fyziku.
Cilem je, abyste tusili, o co jde. Pokud chcete védét vice, ve vySsi ro¢nicich je fada kurzi, ktera
se tyka riznych aspektt teorie reprezentaci.

Instrukce: Nejdiiv si pustte video. Uvodni poznamky do ¢asu 1:20 miizete ignorovat, autor
meél na mysli jinou motivaci nez ja, ale zbytek videa se hodi pro nase tcely dobfe. Pak si prectéte
text uvedeny nize, ktery je vynatkem z nové pripravovanych skript. V ném je peclivé sepsana
standardni reprezentace symetrické grupy .5,, kterd je popsand na konci videa. Z ni plyne, ze
kazda kone¢nd grupa mé vérnou maticovou reprezentaci.

Jesté jednou uvedu zédkladni myslenku maticové reprezentace grupy G: kazdé mu prvku g € G
je pfifazena matice A, (vérna reprezentace znamena, ze riznym prvkim piislusi rizné matice),
a to tak, ze prvky G se nasobi stejné jako pfislusné matice, tj. matice prislusnd soucinu gh
je matice AyAy. Jingmi slovy, zobrazeni g — Ay je (prosty) homomorfismus. (Analogicky pro
permutadéni reprezentace neboli pisobeni na mnoziné atd.)

Prostym homomorfismim se tika kratce vnoreni. Je-li ¢ : G — H vnofeni, pak je obraz
Im(p) je podgrupou H, ktera je izomorfni s grupou G.

Nyni popiSeme vérnou reprezentaci grupy S,, v GL,(T), tj. najdeme vnoteni S,, — GL,(T),
kde T je libovolné téleso. Uvazujme

V8 = GL(T), o (00())} 1

kde 0., = 1 pokud u = v a d,, = 0 v opa¢ném piipadé. Tedy (o) je matice, ve které je v
kazdém tadku a kazdém sloupci pravé jedna jednicka a jinak samé nuly, pficemz ta jednicka na
i-tém Fadku je v o~ 1(i)-tém sloupci. Evidentné jde o prosté zobrazeni, zbyva tedy dokézat, Ze
to je homomorfismus, tedy Ze plati

Y(roo) =1(m) (o)

pro vSechny permutace 7,0 € S,,. Prava strana je rovna
n n n
Gimi))* Gio)y = (D ieth)  Oro (i) -
k

Piitom 0; ~(x) - Ok,0(j) = 1 pravé tehdy, kdyz i = w(k) a k = o(j), coz je pravé tehdy, kdyz
i =m(0(j)) ak = o(j). Tedy celd suma je rovna jedné pro i = 7(o(j)) a nule v opa¢ném
pripadé. Tim padem je to pfesné matice ¥ (7o o).

Priklad. Rozebereme si reprezentaci grupy S3 v grupé GL3(T):

1 00 0 0 1 010
iad)y={0 1 0], w@23)=[1 0 o], w@32)=[0 0 1],

0 0 1 01 0 1 00

010 1 00 0 0 1

e(12)=[1 0 0], w@3p={0 o0 1], w@sy=[01 0

0 0 1 01 0 1 00

Véta 0.1 (linedrni reprezentace). KaZdou koneénou grupu lze vnotit do néjaké obecné linedrni

grupy, nad libovolnym telesem.
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Diikaz. Bud T libovolné téleso, G danéd konefnd grupa a ozna¢me n = |G|. Bud ¢ bijekce
G — H ={1,...,n}. Nejprve vytvorime kopii grupy G na mnoziné H, tj. vytvoiime grupu H
tak, ze ¢ je izomorfismus G ~ H. Déle vezmeme Cayleyovu reprezentaci A : H — S,,. Nakonec
pouzijeme vySe popsané vnoteni ¢ : S,, — GL,(T), hledanym vnofenim G do GL,(T) bude
slozeni ¢ o X o . (]
Pro pfipomenuti z prednasky: Cayleyova reprezentace je vnoreni
A:G—Sg, a— L,

kde Ly : G — G, x — a - x jsou tzv. levé translace v grupé G.



