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(8.1) V prostoru redlnych polynomt nad télesem redlnych ¢isel uvazujme podprostor V uréeny
mnozinou
V= <1,x,x2,x3>
a jeho podprostor W uréeny mnozinou
W={feV:f(-2)=0}.
Najdéte néjakou bazi prostoru W.

Poznamka: To, Ze W je skutecné podprostor prostoru V (a ze V je podprostor prostoru realnych
funkeci) nemusite ovétovat, ale rozmyslete si to.

Napovéda: Napiste si, jak vypadé obecny prvek prostoru W a vyfeSenim vhodné soustavy odhad-
néte bazi. Dikaz, Ze nalezend posloupnost funkci (nikoliv aritmetickych vektort) tvoii bazi prostoru
W mizete provést z definice baze.

(8.2) Pan Bonifacci, konkurent pana Fibonacciho, také mnozi kraliky, ale nepovedlo se mu sehnat
ty nesmrtelné, takZe mu po dvou vrzich (tj. v tieti generaci) umiraji. Cili pocet krali¢ich pari je dan
vztahem

Ap = Qp—1 + Ap—9 — Qp_3
pro vSechna n > 3 (tj. prezivaji ti z minulé generace, rodi ti z pfedminulé generace, po vrhu umiraji ti
z predpfedminulé generace).

Uvazujte podprostor V' prostoru R“ sestavajici ze vSech posloupnosti spliujicich tuto rovnici. Jaka
je jeho dimenze? Najdéte bazi B prostoru V sestavajici z posloupnosti, které jsou geometrickou nebo
aritmetickou posloupnosti (tj. posloupnosti tvaru a, = ¢", resp. a, = gn, pro néjaké ¢ € R). Na-
piste matici prechodu od ”kanonické baze” K k vasi nalezené bazi B; ”kanonickou bazi” K v této tloze
rozumim bézi sestavajici z posloupnosti, které zacinaji (1,0,0,...), (0,1,0,...) atd. Napiste explicitni
vzorec pro posloupnost, ktera odpovida situaci, Ze jste si v nulté generaci koupili jeden par mladatek
(tj. ap = a1 =1, ag = 2).

Ndvod: Inspirujte se Pfikladem 5.54 (a prednaskou z 28.11.). Rozdil je v tom, Ze tuto rovnici fesi
nejen geometrickd (tj. exponencialni) posloupnost, ale také aritmeticka (tj. linearni) posloupnost. Ne-
nechte se rozhodit tim, Ze ty geometrické posloupnosti jsou trochu divné. Vzorec muzete také uhodnout,
ale stejné chci, abyste jej spocetli pomoci matice prechodu.

Bonusovy problém: Pan Micurinetti byl nestastny, Ze kralici umiraji tak brzo, a tak vyslechtil
plemeno, které vymira o generaci pozdéji, po tfech vrzich. Cili pocet krali¢ich parti je dan vztahem

Qp = Qp—1 + Qp—2 — Qp—4.
Reste stejnou tloh pro tento vztah.

Ndvod: Na vypocet kofenti jistého polynomu tietiho stupné muiizete pouzit www.wolframalpha.com
. Nenechte se rozhodit tim, Ze vyjdou komplexni kofeny (co to znamena?).

Na zavér si vSimnéte, jaké je tzv. asymptotické chovani vsech téch posloupnosti. Pan Fibonacci ma
v n-té generaci ptiblizné c - (%5)” kraliki, pro jistou konstantu ¢ (ta druhd geometrickd posloupnost

jde limitné k nule), ¢ili jde o exponencidlni rist o zakladu %5 ~ 1.62. Jak zjistite, pan Micurinetti

svym Slechténim dosahl také exponencialniho rtstu, o zakladu priblizné 1.32, i bez nesmrtelnosti. Pan
Bonifacci je na tom se svym linedrnim rtustem podstatné hife. (Nejlépe je na tom samoziejmé kouzelnik
Tuttifrutti, ktery umi kralika zdvojit mavnutim kouzelné hiilky a dosahuje tak zékladu 2, a nejhtf pan
Kaputti, kterému kralici umiraji hned po prvnim vrhu, a tak dostane posloupnost konstantni. Teoreticka
feSeni se zapornymi a necelymi poc¢ty kralikii nechme stranou.)



