11. cviceni z PSt — 2.-8.5.2024

Pripomenuti teorie
¢ Cebysevova nerovnost: Necht X ma kone¢nou stiedni hodnotu y a rozptyl o2. Pak
PX >0 0)< 5.
e Centralni limitni véta: Necht X;, ..., X, jsou stejné rozdélené n.n.v. se stfedni hodnotou p a
rozptylem o2. Ozna¢me Y,, = (X1 + -+ + X,,) —nu)/(y/n - o). Pak Y, 4 N(0,1). Neboli
lim Fy, (z) = ®(xr) pro kazdé x € R.

n—oo

e De Moivre—Laplaceho véta ki o néco silnéjsi véc: v okoli pn je i pravdépodobnostni funkce
Bin(n, p) dobfe aproximovéana hustotou N (np, np(1—p)), tedy vhodné& preskalovanou Gaussovou funkei ¢.

Presnéji:
ny\ n—k 1 _ (k—np)?
p"(1—p ~ ¢ 2p(1-p)
(k) (=) V/2mnp(1 = p)

pro k blizké pn. Jesté presnéji: pokud pro né&jaké ¢ je |k — pn| < e¢y/np(1 — p) a n se blizi nekonedénu,
tak pomeér dvou vyrazi nahote se blizi k jedné.

Aplikace nerovnosti a Centralni Limitni Véty

1. Statistik chce odhadnout prameérnou vysku h (v metrech) lidi v néjaké populaci, pomoci n nezavislych
vzorki X1, ..., X,, které vybirame uniformné nahodné ze v8ech moznych lidi. Pro odhad pouZije vybérovy
pramér X,, = (X1 +--- + X,,)/n. Odhaduje, Ze smérodatna odchylka jednoho méfeni je nejvyse 1 metr.

(a) Jak velké n ma volit, aby smérodatna odchylka X,, byla nejvyse 1 cm?

(b) Pro jaké n zajisti éebyéevova nerovnost, ze X,, se lisi od h nejvyse o 5 cm s pravdépodobnosti
alespont 99 %?

(c) Statistik si v&imne, Ze v8ichni méfeni lidé maji vysku v intervalu (1.4,2.1). Jak ma upravit odhad
smérodatné odchylky? Jak se zméni odpovédi na predchozi otazky?

2. Odhadnéte (%)) pomoci CLV. Napovéda: pouzijte CLV pro odhad P(29.5 < X < 30.5) pro vhodnou n.v.

X. Na druhou stranu pro P(X = 30) mame vzorec (13000) /2190 7 binomického rozdéleni. Alternativng, miiZete
pouzit Moivre-Laplaceho vétu. Pokud mate po ruce vhodny stroj, vycislete.
Bodové odhady

e Zkouméame posloupnost n.n.v. se stejnym rozdélenim, napt. Geom(6), U(0,0), kde 6 je parametr.

e Zapisujeme Xq,..., X, ~ Fy, tzv. ndhodny vybér z Fy (model s parametrem).

e Naméiime X; = x1, ..., chceme odhadnout 6.

o 0... néjaka metoda jak odhadnout 6 pomoci naméfenych dat (hodnot X3, ..., X,,), angl. estimator
e m.(0) =E(X") pro X ~ Fp ... r-ty moment, idealn{ vlastnost rozdsleni

o m.(0) =13" | XI... r-ty vybé&rovy moment, ndhodna veli¢ina, funkce naseho naméreného vzorku
(tj. statistika)

¢ Odhad metodou momenti vyfesime rovnici mq(0) = m1(6) pro nezndmou 6.

e event. soustavu rovnice m,.(6) = m,(0) pro r = 1,2,... podle pot¥eby.



o L(O;z1,...,2n)=P(X1=21&...&X,, = x,) ...pravd. pozorovanych dat zavisla na parametru 6.
e ncho L(...) = fx,,..x,(x1,...,2y,) ... hustota pravdépodobnosti . ..
o V(0;xq,...,x,) =log L(...) ...pro snazsi vypocCty.

e Odhad metodou maximalni vérohodnosti (Maximal Likelihood) hledame 6, pro které je ma-
ximalni L(6;x1,...,2,), resp. £(...). Obvykle pomoci derivaci funkce L, resp. £.

e bias (vychyleni): E(é —0) ...0 skuteény parametr, 6 nas odhad (ndhodné veli¢ina, protoZe zavisi na
naméfenych datech)

e odhad je nevychyleny /nestranny /unbiased: bias = 0

e odhad je asymptoticky nevychyleny: bias konverguje k 0, neboli E(é) — 0
o odhad je konzistentni: § 2 0: pro viechna & > 0 P(6 -0 >¢) =0

e MSE (mean square error, stiedni kvadraticka odchylka): E((6 — 6)2)
o Véta: MSE = bias? + var(©).

Pro praktickou ukazku, viz pythonovy notebook na webu cviceni.

3. Mame nahodny vybér Xi,..., X, ~ U(0,9).
(a) Navrhnéte bodovy odhad ¥ momentovou metodou.
(b) Navrhnéte bodovy odhad ¥ metodou maximalni vérohodnosti.
(¢) Pro kazdy z nich zjistéte, zda je nestranny a konzistentni. (Staéi experimentélné na podcitadi.)
(d) Pro kazdy z nich spoctéte stfedni kvadratickou odchylku (MSE). (Staci experimentéalné na pocitaci.)
(e) Ktery odhad je lepsi? Napada vas néjaky jesté lepsi?

4. Pro ndhodny vybér X, ..., X,, ~ Geom(p) TeSte ¢asti (a)—(c) jako vySe.

5. Pro ndhodny vybér Xi,..., X,, ~ Exp(1/0) Teste &asti (a)—(d) jako vyse.
(a) Navrhnéte bodovy odhad ¥ momentovou metodou.

(b) Navrhnéte bodovy odhad ¥ metodou maximalni vérohodnosti.

(¢) Pro kazdy z nich zjist&te, zda je nestranny a konzistentni.

(d) Spoctéte stiedni kvadratickou odchylku (MSE).

K procviceni

6. Oznacme S = Ziozo (120). Ozna¢me dale X = 21122 X;, kde X; je 0 nebo 1, oboji s pravdépodobnosti
1/2 a veli¢iny Xy, ..., X, jsou nezavislé. Je tedy X ~ Bin(100,1/2).

(a) Vyjadiete S pomoci distribu¢ni funkce Fx.

(b) Pouzijte CLV na odhad této pravdépodobnosti.

(c) Pfipadné vy¢islete S vhodnym softwarem a srovnejte.

7. Chceme odhadnout, zda nase mince (a zptsob jak s ni hazime) je spravedliva. Pokud ze sta hoda padne
orel vice nez 55-krat, fekneme, Ze spravedliva neni. Jaka je pravdépodobnost, Zze se zmylime?

8. Necht X ~ Exp(X) popisuje drahu, kterou uleti radioaktivni ¢astice, necht se rozpadne. Na§ pristroj jeji
rozpad (a polohu rozpadu, tj. hodnotu X) zachyti, ale jen pokud 1 < X < 2. Formalng, budeme zkoumat
nadhodny vybér Xi,..., X, ~ Fxp projev B=1< X <2.

(a) Navrhnéte bodovy odhad A momentovou metodou.

(b) Navrhnéte bodovy odhad A metodou maximalni vérohodnosti.

(c) Pro kazdy z nich zjistéte, zda je nestranny a konzistentni.



