6. cviceni z PSt — 25.-29.3.2024

Poznavacka nahodnych veliéin

1. Pravdépodobnost, ze do naseho serveru pronikne hacker je b&hem kazdého dne 0.01, nezavisle pro kazdy
den. Ozna¢me T pocet dni do prvniho praniku. Jaké je rozdéleni T', E(T'), var(7)? Jaka je pravdépodobnost,
7e server zustane bezpecny po cely rok?

2. Kazdy test programu muZe skoncit bud nalezenim chyby (aspéch) nebo ne (neuspéch). Pfedpokladame, Ze
pravdépodobnost nalezeni chyby pii jednom testu je 0.05 a vyvojai provede 20 nezavislych testii, oznacime
X pocet nalezenych chyb. Jaké je rozdéleni X, E(X), var(X)? Jaka je pravdépodobnost, Ze nalezne pravé
tii chyby?

3. Historicka data ukazuji, Ze nas server obdrzi praimérné 30 zadosti za minutu. PouZijte Poissonovo rozdéleni
k urceni pravdépodobnosti, Ze server obdrzi presné 40 zadosti v nasledujici minuté.

Rozptyl

Pripomenuti:

e definice var(X) = E((X — E(X))?)

e vita var(X) = E(X?) — E(X)?

e odvozené veli¢iny: smérodatnd odchylka ox = /var(X)

. varia¢ni koeficient CVx = ox /E(X) (pokud E(X) > 0)

4. Ptredpokladejme, Ze vyfeSeni jednoho piikladu trvd X minut, kde X = 1,2,..., nebo 5. Doba trvéani je
nahodné (zavisla na pocasi) a pravdépodobnostni funkce je px (1) = px(2) = 0.1, px(3) = px(4) = 0.2,
px (5) = 0.4. Z minula vime, ze E(X) = 3.7. Ur€ete var(X) a ox.

5. Pro ndhodné veliciny X, Y plati Y = aX + b (kde a, b jsou realna ¢isla).
(a) Vyjadiete var(Y') pomoci var(X).
(b) Zopakujte pro ox a CVx.

6. Davaji smysl nésledujici ,,definice alternativniho rozptylu“? Tj., dozvite se o ndhodné veli¢iné X néco
zajimavého, pokud zjistite

(a) E(X —E(X))?

(b) E(|X — E(X)))?

(c) E((X —E(X))*) pro k =3,4,....

7. Necht X ~ Bin(100,0.5) a Y ~ 10Bin(100,.05) (tedy Y/10 méa binomické rozdéleni Bin(100,.05)).
Spoctéte (vyuZitim vzorca z prednasky) E(X), var(X), ox, CVx a totéZ pro Y.

Nahodné vektory

Sdruzena pravdépodobnostni funkce je definovana vztahem px y (z,y) = P(X = 2 &Y = y). ,,Jednoroz-
mérné funkce“ px, py se v tomto kontextu nazyvaji marginalni pravdépodobnostni funkce. P¥ipomeiite si,
jak je zjistit z px y.

8. Ozna¢me X, Y vysledky dvou nezavislych hodu ¢ty¥sténnou kostkou (s ¢isly 1, ..., 4).
(a) Jaka je pravdépodobnostni funkce Z; = max(X,Y)?
(b) Jaka je pravdépodobnostni funkce Zy = XY?
[Napovéda: Jakych hodnot nabyva vektor (X,Y’), pokud max(X,Y) = k? Resp. v druhé ¢asti, pokud
XY = k7]



9. V tabulce je sdruzend pravdépodobnostni funkce ndhodnych veli¢in X,
Y. Jiné nez vyznacené hodnoty tyto veli¢iny nenabyvaji.

(a) Najdéte marginalni rozdéleni X i Y. Spoctéte E(X), E(Y).

(b) Jsou X a Y nezavislé? Neboli: plati px v (z,y) = px(2)py (y)?

(c) Popiste rozdgleni X + Y — tj. naleznéte pravdépodobnostni funkci
n.v. X +Y. Spoctéte odsud E(X +Y') — ovéite, zda se to rovnd E(X)+E(Y).

(d) Popiste rozdéleni X - Y. Spoctéte odsud E(XY') — ovéite, zda se to
rovnd E(X)E(Y).

K procviceni

10. Hodime tfikrat minci. Ozna¢ime X pocet rubi v prvnich dvou hodech
a Y pocet lica v poslednich dvou hodech.

(a) Urcete sdruzenou pravdépodobnostni funkci pxy a také margi-
nélni pravdépodobnostni funkce px, py.

(b) Jsou X a Y nezavisle?

(c) Urgete P(X <Y).

(d) Urcete podminénou pravdépodobnostni funkci px |y, tj. ¢isla P(X =
x| Y = y) pro vSechny hodnoty z, y.

11. Necht X ~ Poi(\). Odvodte vztahy E(X) = A a var(X) = A.

12. Uvazme skupinu m manzelskych para (tj. celkem 2m osob). Pfedpokla-
dejme, ze po deseti letech bude kazdy z téch 2m lidi stale nazivu s pravdé-
podobnosti p, nezavisle na ostatnich. Moznosti rozvodi apod. neuvazujeme,
tj. pary jsou neménné.

Ozna¢me L mnozinu lidi, ktefi budou po deseti letech nazivu a A jejich
pocet (tj. A = |L|). Dale bud B pocet pari, kde budou nazivu oba; tj. A,
B jsou nahodné veli¢iny splitujici 0 < A < 2m a 0 < B < m. Pro kazdé
a=0,...,2m chceme spocitat E(B | A = a).

(a) Uvazime jednoho konkrétniho ¢loveka. Jaka je pravdépodobnost,
7e bude po deseti letech naZzivu, pokud vime, ze A = a? Jinymi slovy, pokud
ten ¢lovek je z, jakd je P(x € L| A= a)?

(b) Uvazime jeden konkrétni manzelsky par. Jaka je pravdépodobnost,
Ze budou oba nazivu, pokud vime, ze A = a?

(c) Vyjadiete B jako soucet m vhodnych indikatorovych n.v.

(d) Linearita stfedni hodnoty plati i pro podminénou stiedni hodnotu,
neboli

EQY_Xi|J) =) E(X;|J),
i=1 i=1
pro jakykoliv jev J a n.v. Xy, ..., X,,. (To nemusite dokazovat.) VyuZijte
toho k vypocteni E(B | A = a).

(e) Jakeé je rozdéleni n.v. A? (Bud ho pojmenujte, nebo napiste prav-
dépodobnostni funkei, tj. uréete P(A = a).)

(f) Pro zvolenou a-prvkovou mnozinu lidi M, jaka je pravdépodobnost,
7e je to presné mnozina piezivsich? Neboli, kolik je P(L = M)? A kolik
P(L=M|A=a)?

(g) Pro m = 10 a a = 4 ovéite vysledek samplovanim v libovolném
programovacim jazyce. Budete-li pouzivat R, doporucuji pozornosti piikaz
rbinom(m,1,p) — vyrobi vektor s m ¢isly, kazdé z nich je rozdéleno podle
Bin(1,p), neboli Ber(p).
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