
6. cvi£ení z PSt � 25.�29.3.2024

Poznáva£ka náhodných veli£in

1. Pravd¥podobnost, ºe do na²eho serveru pronikne hacker je b¥hem kaºdého dne 0.01, nezávisle pro kaºdý
den. Ozna£me T po£et dn· do prvního pr·niku. Jaké je rozd¥lení T , E(T ), var(T )? Jaká je pravd¥podobnost,
ºe server z·stane bezpe£ný po celý rok?

2. Kaºdý test programu m·ºe skon£it bu¤ nalezením chyby (úsp¥ch) nebo ne (neúsp¥ch). P°edpokládáme, ºe
pravd¥podobnost nalezení chyby p°i jednom testu je 0.05 a vývojá° provede 20 nezávislých test·, ozna£íme
X po£et nalezených chyb. Jaké je rozd¥lení X, E(X), var(X)? Jaká je pravd¥podobnost, ºe nalezne práv¥
t°i chyby?

3. Historická data ukazují, ºe ná² server obdrºí pr·m¥rn¥ 30 ºádostí za minutu. Pouºijte Poissonovo rozd¥lení
k ur£ení pravd¥podobnosti, ºe server obdrºí p°esn¥ 40 ºádostí v následující minut¥.

Rozptyl

P°ipomenutí:

� de�nice var(X) = E((X − E(X))2)

� v¥ta var(X) = E(X2)− E(X)2

� odvozené veli£iny: sm¥rodatná odchylka σX =
√

var(X)

� varia£ní koe�cient CVX = σX/E(X) (pokud E(X) > 0)

4. P°edpokládejme, ºe vy°e²ení jednoho p°íkladu trvá X minut, kde X = 1, 2, . . . , nebo 5. Doba trvání je
náhodná (závislá na po£así) a pravd¥podobnostní funkce je pX(1) = pX(2) = 0.1, pX(3) = pX(4) = 0.2,
pX(5) = 0.4. Z minula víme, ºe E(X) = 3.7. Ur£ete var(X) a σX .

5. Pro náhodné veli£iny X, Y platí Y = aX + b (kde a, b jsou reálná £ísla).
(a) Vyjád°ete var(Y ) pomocí var(X).
(b) Zopakujte pro σX a CVX .

6. Dávají smysl následující �de�nice alternativního rozptylu�? Tj., dozvíte se o náhodné veli£in¥ X n¥co
zajímavého, pokud zjistíte

(a) E(X − E(X))?
(b) E(|X − E(X)|)?
(c) E((X − E(X))k) pro k = 3, 4, . . . .

7. Nech´ X ∼ Bin(100, 0.5) a Y ∼ 10Bin(100, .05) (tedy Y/10 má binomické rozd¥lení Bin(100, .05)).
Spo£t¥te (vyuºitím vzorc· z p°edná²ky) E(X), var(X), σX , CVX a totéº pro Y .

Náhodné vektory

Sdruºená pravd¥podobnostní funkce je de�nována vztahem pX,Y (x, y) = P (X = x&Y = y). �Jednoroz-
m¥rné funkce� pX , pY se v tomto kontextu nazývají marginální pravd¥podobnostní funkce. P°ipome¬te si,
jak je zjistit z pX,Y .

8. Ozna£me X, Y výsledky dvou nezávislých hod· £ty°st¥nnou kostkou (s £ísly 1, . . . , 4).
(a) Jaká je pravd¥podobnostní funkce Z1 = max(X,Y )?
(b) Jaká je pravd¥podobnostní funkce Z2 = XY ?

[Nápov¥da: Jakých hodnot nabývá vektor (X,Y ), pokud max(X,Y ) = k? Resp. v druhé £ásti, pokud
XY = k?]



x
y

0 1 2

0 1/4 1/6 1/12
1 1/6 1/4 1/12

9. V tabulce je sdruºená pravd¥podobnostní funkce náhodných veli£in X,
Y . Jiné neº vyzna£ené hodnoty tyto veli£iny nenabývají.

(a) Najd¥te marginální rozd¥lení X i Y . Spo£t¥te E(X), E(Y ).
(b) Jsou X a Y nezávislé? Neboli: platí pX,Y (x, y) = pX(x)pY (y)?
(c) Popi²te rozd¥lení X + Y � tj. nalezn¥te pravd¥podobnostní funkci

n.v. X+Y . Spo£t¥te odsud E(X+Y ) � ov¥°te, zda se to rovná E(X)+E(Y ).
(d) Popi²te rozd¥lení X ·Y . Spo£t¥te odsud E(XY ) � ov¥°te, zda se to

rovná E(X)E(Y ).

K procvi£ení

10. Hodíme t°ikrát mincí. Ozna£íme X po£et rub· v prvních dvou hodech
a Y po£et líc· v posledních dvou hodech.

(a) Ur£ete sdruºenou pravd¥podobnostní funkci pX,Y a také margi-
nální pravd¥podobnostní funkce pX , pY .

(b) Jsou X a Y nezávislé?
(c) Ur£ete P (X < Y ).
(d) Ur£ete podmín¥nou pravd¥podobnostní funkci pX|Y , tj. £ísla P (X =

x | Y = y) pro v²echny hodnoty x, y.

11. Nech´ X ∼ Poi(λ). Odvo¤te vztahy E(X) = λ a var(X) = λ.

12. Uvaºme skupinu m manºelských pár· (tj. celkem 2m osob). P°edpoklá-
dejme, ºe po deseti letech bude kaºdý z t¥ch 2m lidí stále naºivu s pravd¥-
podobností p, nezávisle na ostatních. Moºnosti rozvod· apod. neuvaºujeme,
tj. páry jsou nem¥nné.

Ozna£me L mnoºinu lidí, kte°í budou po deseti letech naºivu a A jejich
po£et (tj. A = |L|). Dále bu¤ B po£et pár·, kde budou naºivu oba; tj. A,
B jsou náhodné veli£iny spl¬ující 0 ≤ A ≤ 2m a 0 ≤ B ≤ m. Pro kaºdé
a = 0, . . . , 2m chceme spo£ítat E(B | A = a).

(a) Uváºíme jednoho konkrétního £lov¥ka. Jaká je pravd¥podobnost,
ºe bude po deseti letech naºivu, pokud víme, ºe A = a? Jinými slovy, pokud
ten £lov¥k je x, jaká je P (x ∈ L | A = a)?

(b) Uváºíme jeden konkrétní manºelský pár. Jaká je pravd¥podobnost,
ºe budou oba naºivu, pokud víme, ºe A = a?

(c) Vyjád°ete B jako sou£et m vhodných indikátorových n.v.
(d) Linearita st°ední hodnoty platí i pro podmín¥nou st°ední hodnotu,

neboli

E(
m∑
i=1

Xi | J) =
m∑
i=1

E(Xi | J),

pro jakýkoliv jev J a n.v. X1, . . . , Xm. (To nemusíte dokazovat.) Vyuºijte
toho k vypo£tení E(B | A = a).

(e) Jaké je rozd¥lení n.v. A? (Bu¤ ho pojmenujte, nebo napi²te prav-
d¥podobnostní funkci, tj. ur£ete P (A = a).)

(f) Pro zvolenou a-prvkovou mnoºinu lidíM , jaká je pravd¥podobnost,
ºe je to p°esn¥ mnoºina p°eºiv²ích? Neboli, kolik je P (L = M)? A kolik
P (L = M | A = a)?

(g) Pro m = 10 a a = 4 ov¥°te výsledek samplováním v libovolném
programovacím jazyce. Budete-li pouºívat R, doporu£uji pozornosti p°íkaz
rbinom(m,1,p) � vyrobí vektor s m £ísly, kaºdé z nich je rozd¥leno podle
Bin(1, p), neboli Ber(p).


