8. cviceni z PSt — 8.-12.4.2024

e Exp(\) ma hustotu Ae=**, distr. fci 1 —e~**, stfedni hodnotu 1/\ a rozptyl 1/\2.

e N(0,1) ma hustotu p(z) = \/%6_12/2, distr. fci @, stf. hodnotu 0 a rozptyl 1.

o N(u,0%) mahustotu Lo(=£), distr. fci ®(22), stiedni hodnotu p a rozptyl o2

x —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
®(x) | 0.00003 | 0.00135 | 0.02275 | 0.15866 | 0.500000 | 0.84135 | 0.97725 | 0.99865 | 0.99997

Dalsi hodnoty viz https://en.wikipedia.org/wiki/Standard_normal_table — sekce Cumulative.
Z kazdé kapitolky zkuste aspoin jeden piiklad! Pokud se zaseknete, na konci jsou nékteré napovédy.

Uniformni rozdéleni

1. Pan Chen Cheng navstivil Prahu a v uniformné ndhodny ¢as (0:00-24:00) se objevi na Staroméstském
namésti. Kazdou celou hodinu od 9:00 do 23:00 se na orloji objevuje 12 figur apostola.

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze pan Cheng uvidi apostoly, aniz by ¢ekal déle nez 15 minut.

(b) Co kdyZz pan Cheng pfijde na Staroméstské namésti v uniformné ndhodném ¢ase po poledni, tj.
12:00-24:007

Exponencialni rozdéleni

2. Predpokladejme, ze u poStovni prepazky trva vyfizeni jednoho zakaznika cas, ktery méa exponencidlni
rozdéleni a stfedni hodnotu 4 minuty.

(a) Jaky je parametr )\, jaka je distribu¢ni funkce?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze budeme ¢ekat vice nez 4 minuty?

(c) Jaka je pravdépodobnost, Ze budeme ¢ekat néco mezi 3 a 5 minutami?

3. f{ik;ime, Ze nahodna veli¢ina X (resp. jeji rozdéleni) nemd pamét, pokud
PX>s+t|X>s)=P(X >t)

pro s,t > 0. Jinymi slovy, doba, kterou jsme jiz ¢ekali, nem4 vliv na dobu, kterou budeme jesté ¢ekat. Na
tfetim cviceni jsme videéli, Ze geometrické rozdéleni nemé pamét. UkaZte, Ze ani exponencialni rozdéleni nemé
pamé&t. Plati dokonce, Ze je to jediné spojité rozdéleni na kladnych ¢isel bez paméti (a geometrické je jediné
diskrétni bez paméti), ale to dokazovat nemusite.

4. Doba trvani tstni zkousky ma exponencilni rozdéleni se stfedni hodnotou 20 minut. Objednani jsou dva
studenti, Adam na 10:00, Blanka na 10:20. Pokud se zkouSeni Adama protédhne, zkouSeni Blanky zacne aZ
bude Adam hotovy, jinak zatne piesné v 10:20.

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze kdyZz Blanka pfijde, bude Adam uZz vyzkouSeny?

(b) Jaka je stfedni hodnota Gasu, po ktery bude muset Blanka ¢ekat na dozkouSeni Adama, pokud pii
jejim piichodu jesté Adam nebyl vyzkouSeny?

(c) Jaka je stfedni hodnota ¢asu, kdy za¢ne zkouSeni Blanky?

(d) Jaka je stiedni hodnota ¢asu, kdy bude Blanka vyzkouSena?



Normalni rozdéleni

5. Necht Z ~ N(0,1). Pomoci tabulky funkce ® ovéfte pravidlo 3¢, neboli spoctéte
(a) P(|Z] <1)
(b) P(|2] <2)
(c) P(|Z] <3)
(d) Prepiste, co to znamena pro n.v. X ~ N(u,0?).

6. Budeme modelovat mnozstvi snéhu, ktery bude na Silvestra v lyzarském arealu Jestéd, pomoci normalniho
rozdéleni se stiedni hodnotou 40 (centimetrii) a smérodatnou odchylkou 10.

(a) Jaka je pravdépodobnost, Zze nam model ur¢i zapornou hodnotu snéhové pokryvky?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze snéhu napadne 50-70 cm?

Prace s distribuéni funkeci

7. Metrovy klacek rozlomime na dva kusy — lomem v uniformné ndhodném bodé. Bud X délka delsi ¢asti.
(a) Jaké je rozdéleni X?
(b) Urcete E(X).

8. Pro jisty problém mame k dispozici dva algoritmy, A a B. Algoritmus C spo¢iva v tom, Ze si ndhodng
vybereme, ktery z algoritmti A, B spustime — A bude mit pravdépodobnost p, B pravdépodobnost 1 — p.
Dobu béhu A, B, C chapeme jako ndhodné veli¢iny, oznacime je X, Y, Z.

(a) Urcete Fz pomoci Fy, Fy.

(b) Pokud jsou X, Y spojité, uréete fz pomoci fx, fy.

Napovédy
2, 3: pouzijte vzorec pro distribu¢ni funkci exponenciélniho rozdéleni.
4: b: priklad 3, c: véta o celkové stfedni hodnoté, d: linearita
5: Potfebujete vzdy odecist dvé vhodné hodnoty v tabulce na prvni stran 2.
6: Pfeved'te na tvrzeni o ndhodné veli¢ing N (0, 1).
7: Spoc¢téte napied distribuc¢ni funkei X, pak jeji hustotu.
8: Véta o celkové pravdépodobnosti plati i tady.

K procviceni

9. Hazime na terc¢ — kruh o poloméru 1. Predpokladejme, ze kazdy bod v terc¢i ma stejnou pravdépodobnost
zasahu, presnéji, kazda jeho podmnozina ma pravdépodobnost imérnou své plose. Ozna¢me X vzdélenost od
stiedu. (a) Najdéte distribu¢ni funkei Fx. (b) Najdéte hustotni funkei fx. (c) Zjistete E(X),
var(X), ox.

10. Median zivotnosti harddisku je 7 let — po 7 letech se jich pfiblizné polovina poroucha. Piepokladejme,
Ze tato doba je popsdna ndhodnou veli¢inou s exponenciilnim rozdélenim. (To neni realisticky predpoklad,
spi§ prvni aproximace, viz napi. https://www.backblaze.com/blog/how-long-do-disk-drives-last/.)

(a) Jaka je pravdépodobnost, Zze disk selze b&hem prvnich t¥i let?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze vydrZi alespon 10 let?

(c) Po jaké dobé se rozbije 10 % diska?

11. X ~ N(0,1), Y ~ N(1,4).
(a) Najdéte linearni funkci f(¢) = a -t + b, aby f(Y) méla stejnou distribuci jako X.
(b) Spoctéte P(X < 1), P(X > 2).
(c) Spoctéte P(Y < 0), P(Y > 2).
12. Frantovi jsme ve skoku do dalky naméfili 9 metri, coz pifekonava svétovy rekord o 5 cm. Pfi méfeni

jsme se ovSem dopustili chyby s rozdélenim N(0,0.01). Jakd je pravdépodobnost, Ze byl rekord skute¢né
piekonéan?



13. Necht X ~ N(0,1) a Y = |X]|. Urcete E(Y) a var(Y).

14. Plutonium-238 maé polocas rozpadu 87.7 let. Jeho rozpad budeme modelovat pomoci exponencidlniho
rozdéleni: pro kazdy atom budeme cas, za ktery se rozpadne, povazovat za ndhodnou veli¢inu s rozdélenim
Exp(X).

(a) Jaké je A?

(b) Jaka je stiedni doba Zivota atomu plutonia-2387

(¢) Po jaké dobé se rozpadne 90 % atomu?

(d) Kolik procent atomii se rozpadne po 50 letech? (Nékteré kardiostimulatory pouZzivaji plutonium-238
jako zdroj energie. https://en.wikipedia.org/wiki/Plutonium-238#Nuclear_powered_pacemakers)

15. Doba, za kterou uvidime meteor, je exponencialné rozdélené se stfedni hodnotou 1 (minuta).

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze budeme muset ¢ekat vice nez 5 minut?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze se dockdme za nejvyse jednu minutu?

(c) * Jaké je rozdeéleni Casu, kdy uvidime druhy meteor? Treti, ...(Predpokladame, Ze jednotlivé
meteory jsou navzajem nezavislé.)

16. Najdéte analogii ,,pravidla 30, neboli spo¢téte P(|X —E(X)| <c¢-ox) (¢ =1,2,3), pokud
(a) X m4 uniformni rozdélent, (b) X ~ Exp(1), (c) X ~ Exp(2).



