BILINEARNI FORMY

Pozn.: v dalsim textu symbolem z, resp. y zna¢ime n-tici (x, s, ..., x,) € R™,
resp. n-tici (y1, y2, - .., yn) € R

Piiklad 1. Urcete, zda jsou nésledujici zobrazeni bilinearni formy na vektorovém
prostoru R™:

a) f(x, y) = z1y1 + 3x9 — 223Y2, n =3

b) f(x,y) = x1y1 + 3xoyr + daeyr, n =17

c) flx,y) = x1y1 + 3xoyr + dzeys + 5, n =10
d) fz,y) =

e) f(z,y) =xi+314y3, n =4

f) flz,y) = (21,22, z3), n=3

g) f(x,y) = 212325 + Yaysys, n =15

Piiklad 2. Necht V je vektorovy prostor R?, necht f je bilinearni forma na V
a M = {(2,0,1), (0,2,1), (0,0,2),} baze prostoru V. Urcete matici bilinearni
formy f vzhledem k béazi M, vite-li, ze

f((2’ 0, 1>’ (27 0, 1)) = 1, f((2’ 0, 1)7 (07 2, 1)) =T, f((27 0, 1) (07 0, 2)) = 3,
f((0,2,1), (2,0,1)) =0, f((0,2,1), (0,2,1)) = —1, f((0,2,1),(0,0,2)) =9
f((0,0,2), (2,0,1)) =-3, f((0, 0, 2), (0,2,1)) =5, f((0, 0, 2), (0, 0, 2)) = —5.

Priklad 3. Necht V je vektorovy prostor R*. Uréete matici bilinearni formy f vzhle-
dem k bazi N, vite-li, ze analytické vyjadfeni této bilinearni formy f vzhledem
k bézi N je f(z, y) = 2191 + 3Tays + 224y1 — 5Taya.

Piiklad 4. Necht V je vektorovy prostor R?. Uréete analytické vyjadieni bilinearni
formy f vzhledem k bézi L, vite-li, Ze matice této bilinearni formy f vzhledem k bazi L
je
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Priklad 5. Bilinearni forma f na vektorovém prostoru R* m4 vzhledem ke kanonické
bézi analytické vyjadieni f(x, y) = x1y2 + T1ys — 202y — Toys + T3y1 + T3Y2 + T3Ys.
Najdéte jeji analytické vyjadieni vzhledem k béazi

N ={(0,1, =3), (2,0, 1), (0,0, —=8)}.
Priklad 6. Bilinearn{ forma f na vektorovém prostoru Z3 méa vzhledem ke kanonické

béazi analytické vyjadreni f(z, y) = 3z1y1+221Yo+221y3+222y1 +4x2ys+T3y1 +4T3Y0.
Najdéte jeji analytické vyjadieni vzhledem k béazi

M={(1,1,1), (4,4, 3), 4,1, 3)}.
Priklad 7. Bilinearni forma f na vektorovém prostoru R?® ma vzhledem ke kanonické
bazi analytické vyjadieni f(x, y) = z1y2 — 3x1ys + 2x2y1 + x3y1 + 4x3y3. Najdéte jeji
analytické vyjadieni vzhledem k béazi

M ={(2,0,0), (0,2,0), (0,0,2)}.

Piiklad 8. Bilinearni forma f na vektorovém prostoru R?® mé vzhledem k bazi
M ={(0,1,2), (0,1,1), (1,1, 1)}

analytické vyjadieni f(x, y) = 20z1y3 + 10x9ys + 2023y, — 10x3y3. Najdéte jeji ana-
lytické vyjadieni vzhledem k bézi

N ={(1,0,1), (0,1,1), (1,1, =1)}.

Priklad 9. Bilinearni forma f na vektorovém prostoru Z3 ma vzhledem k bazi
M={(1,0,0), (1,1,1), (2,2, 1)}

analytické vyjadieni f(x, y) = 2x1ys + 2xoys + T3y1 + 2x3y2 + 2x3y3. Najdéte jeji
analytické vyjadreni vzhledem ke kanonické bézi.

Priklad 10. Urcete hodnost r(f) a defekt d(f) bilinearni formy f na vektorovém
prostoru Z32, ma-li f vzhledem ke kanonické bézi analytické vyjadient

f(x, y) = 4z1y1 + 21y2 + 5x1Y3 + 222Y1 + 222Ya + Toys + T3y1 + 223y2 + 3T3Ys.



Piiklad 11. Urcete hodnost r(f) a defekt d(f) bilinearni formy f na vektorovém
prostoru Z3, ma-li f vzhledem k bazi

M ={(1,0,0), (1,1, 1), (2,2, 1)}
analytické vyjadreni
[z, y) = dayr + 2192 + 521y3 + 222y1 + 222Y0 + 2ys + 1z + 223y2 + 323Ys.
(Upozornéni: analytické vyjadfeni formy je totozné jako u predchéazejiciho piikladu)

Priklad 12. Urcete hodnost 7(f), defekt d(f), levy vrchol L(f) a pravy vrchol R(f)
bilinearn{ formy f na vektorovém prostoru Z2, ma-li f vzhledem ke kanonické bézi
analytické vyjadreni

[z, y) = 2z191 + 32132 + 3T1y3 + Toy1 + 4Toys + dToys + 3T3y1 + 273y + 273Y3.
Piiklad 13. Urcete hodnost r(f), defekt d(f), levy vrchol L(f) a pravy vrchol R(f)
bilinearni formy f na vektorovém prostoru R?, ma-li f vzhledem k bézi

M = {(17 L, 3)? (67 2, 2)7 (17 3, 1)}
analytické vyjadreni
(@, y) = —m1y1 + 231y2 + 3213 + 222y0 — T2y — 2x3y1 — 4a3y2 + 673y,
Priklad 14. Urcete hodnost 7(f), defekt d(f), levy vrchol L(f) a pravy vrchol R(f)
bilinearn{ formy f na vektorovém prostoru Z32, ma-li f vzhledem k bézi
M =A{(1,2,3), (0,2,3), (0,0, 3)}

analytické vyjadreni
f(x, y) = 6zay1 + 222y + 322Y3.

(Soufadnice vektort, které generuji podprostory L(f) a R(f), napiste vzhledem ke
kanonické béazi.)

Piiklad 15. Jsou bilinearni formy z piikladu 10, resp. 11, resp. 12, resp. 13, resp. 14
singularni nebo regularni?



Priklad 16. Bilinearni forma f na vektorovém prostoru R* méa vzhledem ke kanonické
bézi analytické vyjadreni

f(z, y) = 2z1y1 + 5x1Ys + ol + Taya + 5Toys + 2x3Y3 + Dx3ys + Tays + ST4Yo.

Rozlozte tuto formu f na symetrickou ¢ast fs(z, y) a antisymetrickou ¢ast fa(z, y).

Priklad 17. Bilinearni forma f na vektorovém prostoru Zi mé vzhledem ke kanonické
bazi analytické vyjadreni

f(z, y) = 2z1y1 +4x1Yy2 +421ys + 3T2y1 + oY + 222y + 203Yy3 + 3x3Ys +424y1 + 3T4Y2.

Rozlozte tuto formu f na symetrickou ¢ast fs(z, y) a antisymetrickou ¢ast fa(x, y).

Priklad 18. Bilinearni forma f na vektorovém prostoru Z2 mé vzhledem ke kanonické
bézi analytické vyjadreni

[z, y) = bz1yr + 4w2ys + 3x3ys + Tays + 425s.

Rozlozte tuto formu f na symetrickou ¢ast fs(z, y) a antisymetrickou ¢ast fa(x, y).

Priiklad 19. Bilinearni forma f na vektorovém prostoru R™ ma nasledujici normalni

tvar:
a) f(z,y) = z1y1 + Tays + T3y3, 1 =3
b) f(x, y) = 2191 — Xaya — 23y, n =3
¢) f(z,y) =z1y1 — Tayp, n =4
d) f(x, y) =x1Y1, n =3
e) f(z,y) = —my1 — Toyp, n =4
£) f(z, y) = z191 + 2292, 1 = 4
g) flx, y) = x1y1 + Toys + T3y, n =4
h) f<x7 y) = —T1Y1 — TaY2 — T3Yy3, N =3

Urcete signaturu formy f a typ formy f.

Priklad 20. Symetricka bilinearni forma f na vektorovém prostoru R?® méa vzhledem
ke kanonické bazi analytické vyjadieni

f(l” y) = 1Y + 221Y2 — T1Y3 + 2221 + DT2y2 — T3y — 2T3Y3.



Najdéte néjakou polarni bazi P formy f a také analytické vyjadieni této formy vzhle-
dem k nalezené bézi P.

Najdéte néjakou normalni bazi N formy f a také analytické vyjadieni této formy
vzhledem k nalezené bazi N, tj. normalni tvar formy f.

Urcete signaturu a typ formy.

Piiklad 21. Symetricka bilinearni forma f na vektorovém prostoru R?® mé vzhledem
ke kanonické bazi matici

01 -2
10 2
-2 2 0

Najdéte néjakou polarni bazi P formy f a také analytické vyjadieni této formy vzhle-
dem k nalezené bazi P.

Najdéte n¢jakou normalni bazi N formy f a také analytické vyjadieni této formy
vzhledem k nalezené bazi N, tj. normalni tvar formy f.

Urcete signaturu a typ formy.

VYSLEDKY:
Priklad 1. a) ne, b) ano, c)ne, d)ano, e)ne, f)ne, g)ne

Priklad 2.

1 7 3

0 -1 9
-3 5 =5

Priklad 3.

200 O
003 O
000 O
2 00 -5

Priklad 4. f(z, y) = 2x1y2 + 3x1y3 + T2y



Priklad 5. f(z, y) = T2ly] — 1020y + 322 ys — 6xbhy) + babyh — 24xhyl + 1625y)
—24xtys + 64x5y)

Priklad 6. f(x, y) = 321y] + 2\yh + 32 yh + 22by, + dabyh + 4abyh + 4ahy) + 4ohyh
+4xhys

Priklad 7. f(x, y) = 42\ yh — 122 y4 + 8xhy, + 4ahy| + 1624y,

Priklad 8. f(z, y) = 702y, — 202y — 702 ys — 20zhy; + 10xhyh + 20xhys — 7025y)
+2025y, — 50x%y;

Priklad 9. f(xz, y) = 22y + 2hys + 2hy) + 2xhy) + 224y,
Priklad 10. r(f) = 2, d(f) = 1
Priklad 11. r(f) = 2, d(f)

Piiklad 12. r(f) =1, d(f) = 2,
L(f) =2, 1,0), (1, 0, V)], R(f) = [(1, 1, 0), (1, 0, 1)]

Piiklad 13. r(f) =3, d(f) =0, L(f) = R(f) = O
Priklad 14. 7(f) = 1,d(f) = 2, L(f) = [0, 0, 3), (1, 2, 3)], R(f) = [(2, 6, 2), (3, 6, 5)]

1

Priklad 15. singularni; singularni; singularni; regularni; singularni

Priklad 16. fs(z, y) = 2x1y1 + %xlyz +3r1ys + %mgyl + Xols + Doy + 2w3ys + gx3y4
+3x4y1 + 5Tays + 2x4ys5,
fa(x, y) = —321Y2 + 221ys + 32251 + 223y1 — 224Y1 — 3Ty

Priklad 17. fs(z, y) = 2x1y1 + 1Yo + 421Ys + Tolr + ToYo + Toys + 4Toys + T3yo
+2x3y3 + 4w3ys + dxayr + 4r4ys + 4w4Y3,
fa(z, y) = 3x1y2 + 2x2y1 + Tays + Toys + 4x3ys + 423ys + 4Tays + Tays

Priklad 18. fs(z, y) = f(x, y), fa(z,y) =0
Piiklad 19. a) (3, 0, 0), pozitivné definitni
)
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Piiklad 20. napt. P = {(1, 0, 0), (=2, 1, 0), (5, =2, 1)}
flz, y) = 2y} + 2hyh — Txhys (analytické vyjadieni f vzhledem k P)

napt. N = {(1, 0,0), (~2.1,0), =(5. -2, 1)}
", .1 1", .1

flz, y) = 2y + 25y) — 2%ys (analytické vyjadieni f vzhledem k N)
signatura: (2, 1, 0), indefinitni forma

Priklad 21. napi. P = {(1, 1, 0), (—1, 1, 0), (—2, 2, 1)}
flz, y) = 221y — 22hys + 8x4ys (analytické vyjadieni f vzhledem k P)

napi. N = {%(1, 1,0), k(-2,2,1), H(-1,1, 0),}
", ", ", 1

fz, y) = 2y + 25y — x4ys (analytické vyjadieni f vzhledem k N)

signatura: (2, 1, 0), indefinitni forma

© Martina Skorpilova



