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Studijni text je vénovan prunikum téles s dirazem na prinik mnohosténu (hranoli
a jehlani). Na uvodnich stranach je uvedena teorie potiebna k FeSeni prikladt z uvazo-
vané problematiky. Hlavni naplni materialu jsou konkrétni fesené a podrobné komentované
tlohy. Posledni prezentovany piiklad je ukézkou, jak lze uvedené metody modifikovat pro
prinik mnohosténu s valcem ¢ kuzelem (na stejném principu je mozné sestrojit i prunik
dvojice valet, resp. dvojice kuzelt, resp. valce a kuzele).

Studované téma je na Matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy pfednaseno
a cvifeno v predmétu Deskriptivni geometrie I, ktery je standardné vyucovan pro budouci
ucitele matematiky a deskriptivni geometrie v zimnim semestru 1. ro¢niku. Vzhledem ke
skutecnostem, Ze predmét je znacné rozsahly, co se obsahu i ¢asové dotace tyce (4 hodiny
prednasek a 3 hodiny cviceni), a ke studiu deskriptivni geometrie se pfihlasuji rovnéz stu-
denti bez znalosti zobrazovacich metod ze stfedni skoly, véfim, Ze tento studijni text pomiize
ucivo snaze pochopit. Priklady z této problematiky se fesi také ve 2. ro¢niku v predmétu
Semindr z deskriptivni geometrie I a mohou ho tak v pfipadé problému s FeSenim tuloh



PRUNIKY TELES A PLOCH

Prinikem dvou téles, resp. ploch je mnozina vSech spoleé¢nych bodt danych geometric-
kych atvart.

Prinikem mize byt prazdnd mnozina, jeden bod nebo jednorozmérny, dvourozmérny
¢i trojrozmérny utvar.

V naSem textu se zamérime na prinik jehlanti a hranoli, resp. jehlanovych a hranolo-
vych ploch. Budeme pfitom vzdy uvazovat prinik dvojice danych geometrickych dtvart.

Priklady budou feSeny v kétovaném a v Mongeové promitani, tj. v zobrazovacich me-
todach, které jsou probirany v predmétu Deskriptivni geometrie I. Dale uvedeny princip
lze vSak pouzit i v ostatnich zobrazovacich metodéch.

Prianiky jehlant a hranoli, resp. hranolovych a jehlanovych ploch

Prinikem hranolii a jehlant, resp. hranolovych a jehlanovych ploch! miZe byt jakako-
liv moznost uvedena vyse pro télesa a plochy. Priunikem muze tedy byt prazdnd mnozina
(geometrické utvary se neprotinaji), jeden bod (napf. vrchol jehlanu nalezi sténé hranolu
a vSechny ostatni body jehlanu nendlezeji hranolu), jednorozmérny utvar (asecka — napf.
hrana jehlanu je soucasti stény hranolu a vSechny ostatni body jehlanu nenéalezeji hra-
nolu; pfimka — napf. hranolové plochy se dotykaji podél svych hran), dvourozmérny utvar
(napf. jediné sténa jehlanu je soucasti stény hranolu) nebo trojrozmérny ttvar (mnohostén
v piipadé téles nebo prostorova lomena ¢ara v pripadé ploch).

Ve vsech déle uvedenych prikladech nebudeme uvazovat speciadlni vzajemné polohy
danych téles ¢i ploch, prinikem tedy bude vzdy trojrozmérny ttvar. Nebudeme feSit ani
tlohy, v nichz se protinaji nékteré hrany dvou danych téles, ani priklady, kdy jsou télesa
(plochy) zadana ve specialni poloze vii¢i prumétnam. VSechny pravé vyloucené piipady
jsou totiz Casto Tesitelné i jednodussi metodou nez dale prezentovanym postupem.

Prinikem hranoli a jehlant v obecné poloze je mnohostén. Misto mnohosténu vsak
v prikladech sestrojujeme pouze prunik povrchu téchto téles, tj. prinikovou (prisecnou)
Giru, coz je lomené Cara, ve které se protinaji stény téles (tato prinikova ¢ara pritom
muze mit pri néktérych typech pruniki dvé ¢asti — viz nize). Postup hledani priniku
hranoli a jehlant, resp. hranolovych a jehlanovych ploch se tedy pfilis nelisi; u priniku
téles sestrojujeme navic (existuji-li) prunik podstavy kazdého télesa s druhym télesem.
Z tohoto divodu budeme dale — kvili snadnéjsimu vyjadfovani — mluvit pouze o priniku
téles.

Vrcholy priunikové ¢ary lezi na hranach danych téles. Jedné se o priisec¢iky hran kaz-
dého z téles se sténami télesa druhého. Podstatou sestrojeni priniku téles je tedy zakladni
tloha: sestrojeni priseciku pfimky s rovinou. Spojnice téchto prisecéiki jsou tsecky (strany
prinikoveé ¢ary), které lezi na priise¢nicich rovin obsahujicich stény téles.

V zadani prikladi nesmime Fesitelim odtajnit, které hrany téles (resp. jejich ¢asti) bu-
dou po sestrojeni priniku vidét a které ne. Kazdé z téles tedy zadavame — co se viditelnosti
jeho hran tyc¢e — nezavisle na poloze druhého télesa. Stejné pravidlo pouzivame u obrazki
ilustrujicich teorii.

!'Budeme-li psét o priiniku hranoli a jehlant, myslime tim priinik hranolu s hranolem, jehlanu s jehlanem
nebo hranolu s jehlanem (obdobné pro prinik hranolovych a jehlanovych ploch).
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Uplny a &asteény prinik

Tzv. dplny prinik nastava, pokud vSechny hrany jednoho z téles protinaji stény druhého
télesa. V tomto pripadé se prunikova ¢ara ,rozpada” na dvé ¢asti — vSechny hrany jednoho
télesa ,nékde do druhého télesa vchazi (jedna ¢ast) a ,nékde z néj vychazi“ (druha ¢ast).

V piipadé tzv. castecného priniku (neboli zdseku) existuji na kazdém z téles hrany,
které druhé téleso protinaji, a zdroven hrany, které druhé téleso neprotinaji. Tentokrat ma
prinikova ¢ara jednu ¢ast. (Pokud bychom uvaZovali i pfipad, v némz se protinaji hrany
danych téles, fadili bychom ho mezi ¢astecné priniky. Prinikova ¢ara by poté prochazela
nekterymi body dvakrat. Téchto tzv. dvojngch bodi by bylo tolik, kolik by existovalo dvojic
navzajem se protinajicich hran.)

KONSTRUKCE PRUNIKU MNOHOSTENU

Jak jiz bylo fec¢eno, podstatou sestrojeni priniku dvou mnohosténi je nalezeni priseciki
hran kazdého z téles se sténami télesa druhého, coz odpovida sestrojeni priiseciki piimek,
na nichz lezi hrany jednoho télesa, s rovinami, v nichz lezi stény télesa druhého.

Sestrojeni priseciku @) piimky a s rovinou a patii mezi zakladni konstrukce deskriptivni
geometrie. Postup je nasledujici: pfimkou a prolozime vhodné zvolenou rovinu \, sestrojime
prusecnici g rovin a, A a nakonec sestrojime prusecik () prusecnice ¢ s danou piimkou a. P1i
sestrojovani pruniku téles tedy muzeme tento postup opakovat pro kazdou hranu a poté
nalezené pruseciky spravné pospojovat. Je vSak zfejmé, ze toto mize vyzadovat znacny
pocet ¢ar, mnoho Casu a problémy se spojovanim vrcholt prinikové ¢ary ve spravném
poradi. Nasi snahou je proto v tomto postupu udélat jednotny systém (prokladat primkami
vhodné roviny tychz vlastnosti) a rovnéz zaznamenavat pii feSeni poradi, v jakém budou
nalezené priseciky hran a stén spojeny.

Prokladani rovin hranami téles

Nejprve bo¢nimi hranami obou téles prolozime vhodné zvolenou soustavu rovin. V pfi-
padé pruniku dvou jehlant volime roviny vrcholové pro obé dveé télesa, v piipadé priniku
dvou hranoli sestrojujeme roviny smérové pro obé télesa a pri priniku jehlanu a hranolu
prokladame roviny vrcholové pro jehlan a smérové pro hranol.

Pojdme si jednotlivé piipady popsat podrobnéji, pficemz budeme navic rozliovat, zda
dané télesa maji podstavy ve stejnych rovinach, nebo ne (dostaneme tedy celkem Sest
pripadi).

Pokud sestrojujeme prinik dvou jehlana s podstavami v téZze roviné (viz obr. na
str. 5), chceme jednotlivymi bo¢nimi hranami téles prolozit roviny prochéazejici obéma
vrcholy. Roviny tedy musi prochazet spojnici v vrcholi V' a W. Sestrojime prisecik P
piimky v s rovinou, v niz lezi podstavy téles. Spojnice bodu P s vrcholy podstav jsou pru-
seCnice hledanych rovin s rovinou podstav. Kazda z rovin svazku je tedy urcena pirimkou v
a jednou z téchto prisecnic.

Néktera ze spojnic bodu P s vrcholem jedné podstavy neprotind druhou podstavu,
tj. prislusna prolozena rovina ma s druhym télesem prazdny prinik, a tedy hrana proché-
zejici uvazovanym vrcholem nemé s druhym télesem zadny prisecik. Hrana lezi v tzv. liché
casti, tj. v casti télesa, ktera se netucastni pruniku (jedna se o ¢ast télesa ,,od této hrany po
rovinu“, kterd patii svazku prokladanych rovin a ktera je tecnou rovinou druhého télesa
majici nejmensi vzdéalenost od uvazované hrany).

Na obr. na str. 5 neprotiné primka PB podstavu K LM jehlanu K LMW  rovina V PB
mé s jehlanem K LMW prazdny prunik. Licha ¢ast je vymezena hranou BV jehlanu ABC'V



a te¢nou rovinou LPW jehlanu K LMW . Obdobné primka PC neprotina podstavu K LM
jehlanu K LMW  rovina V PC ma s jehlanem K LMW prazdny prinik. Druhé licha ¢ast
je vymezena hranou C'V jehlanu ABCV a te¢nou rovinou K PW jehlanu K LMW.

Casti podstav(y) téles(a), které nalezeji lichym ¢astim, znazoriiujeme Srafovanim, pii-
padné vybarvenim (viz posledni obr. na str. 5). Podle lichych ¢asti snadno usoudime na
typ pruniku. Pokud jsou liché ¢asti na témze télese, jedné se o uplny prinik (prinikova
¢ara ma dveé ¢asti). Pokud jsou na na obou télesech, jedna se o prunik ¢asteény (prinikova
¢ara ma jednu ¢ast). V nasem konkrétnim piikladé na obr. na str. 5 patii obé liché ¢asti
jehlanu ABCV, proto se jedné o prunik tplny.




V pfipadé priniku jehlanu a hranolu s podstavami v téze roviné (obr. na str. 6)
prokladame jednotlivymi bo¢nimi hranami téles roviny, které prochazeji vrcholem jehlanu
a jsou rovnobézné se smérem boc¢nich hran hranolu.

Roviny tedy musi prochazet primkou v, ktera prochazi vrcholem V jehlanu a je rovno-
bézna napft. s primkou M M’ (jedna se o spojnici v vrcholu V' jehlanu a ,,vrcholu“ hranolu,
ktery je v nekone¢nu). Spojnice prisec¢iku P piimky v s rovinou, v niz lezi podstavy téles,
s vrcholy podstav jsou prusec¢nice hledanych rovin s rovinou podstav. Kazdé z rovin svazku



je urcena piimkou v a jednou z prusecnic.

Opét urcime liché ¢asti. Pro konkrétni ptiklad na obr. na str. 6 lezi v jedné liché ¢ésti
hrany BV, C'V jehlanu a v druhé liché ¢asti hrana K K’ hranolu. Liché ¢asti jsou souc¢asti
dvou téles, jedné se tedy o ¢astecny prunik.

Sestrojujeme-li prinik dvou hranola s podstavami v téze roviné (obr. na str. 7
a 8), prokladame jednotlivymi bo¢nimi hranami téles roviny smérové pro oba hranoly
(tj. roviny rovnobézné s bo¢nimi hranami obou hranolu).

Nejprve uréime néjakou rovinu této vlastnosti. V prostoru zvolime libovolny bod X
(v prikladech se voli bod X nej¢astéji na hrané jednoho z téles) a vedeme jim dvé piimky
tak, aby jedna byla rovnobézna s bo¢nimi hranami jednoho télesa a druha s bo¢nimi
hranami druhého télesa. Témito rtiznobézkami urcena rovina je smérova pro oba hranoly.
Spojnice prisec¢iki obou pifimek s rovinou podstav urc¢uje smér prusec¢nic prokladanych
rovin s rovinou podstav, tj. smér piimek, které vedeme vSemi vrcholy podstav.

V naSem piikladé vedeme zvolenym bodem X rovnobézku a, resp. k s hranou AA’,
resp. M M’. Sestrojime pruseciky P, P’ pfimek a, k s rovinou podstav hranoli a vrcholy
podstav vedeme rovnobézky s piimkou PP’. Rovinu proloZenou napft. hranou BB’ urcuje
jednak tato hrana a dale rovnobézka s primkou PP’ jdouci vrcholem B.




Liché ¢asti téles zobrazenych na obr. na str. 8 (nahote) patii obéma télesim (v jedné
liché ¢asti jsou hrany LL' a M M’ hranolu K LM K'L'M’, v druhé liché ¢asti je hrana AA’
hranolu ABC'A’B'C"). Prunik je tudiz ¢astecny.

Sestrojujeme-li prinik dvou jehlant s podstavami v raznych rovinach (obr. na
str. 8 a 9), prokladame roviny prochazejici spojnici v vrcholua jehlana. Tentokrat uréime
priseciky P, P’ pfimky v s obéma rovinami podstav a rovnéz prise¢nici téchto rovin. Poté
spojime prusecik P s vrcholy podstavy, ktera lezi ve stejné roviné jako bod P. Priseciky
téchto spojnic s prisecnici rovin podstav dale spojime s bodem P’. Zcela analogicky postu-
pujeme s prisecikem P’ a s vrcholy druhé podstavy. Kazda z prokladanych rovin je uréené
piimkou v a spojnici pruseciku P, resp. P’ s vrcholem prislusné podstavy.




Pfi hledani priniku jehlanu a hranolu s podstavami v raznych rovinach (obr. na
str. 10) prochazi spoletné piimka v vSech prokladanych rovin vrcholem jehlanu a je rov-
nobézna s bo¢nimi hranami hranolu (tj. v je spojnici vrcholu jehlanu a , vrcholu“ hranolu,
ktery je v nekone¢nu). Déle bychom postupovali naprosto stejné jako v predchézejicim
piipadé. Obr. na str. 10 znézornuji specialni polohu, v niz jsou bo¢ni hrany hranolu rov-
nobézné s rovinou podstavy jehlanu. Prise¢ik P’ piimky v s rovinou podstavy jehlanu
je v nekone¢nu, a proto jsou prusecnice prokladanych rovin s rovinou podstavy jehlanu
navzajem rovnobézné piimky.



Sestrojujeme-li pranik dvou hranold s podstavami v riznych rovinach (obr. na
str. 11), vedeme zvolenym bodem X (volime ho nejéastéji na bo¢ni hrané jednoho z hranoli)
rovnobézky a, k s bo¢nimi hranami kazdého z téles. Rovinu uréenou riznobézkami a, k
oznacime \. Dale sestrojime priise¢nice roviny A s rovinami podstav mnohostént. Jednotli-
vymi vrcholy podstav téles (a tedy i hranami téles) vedeme roviny rovnobé&zné s rovinou A.
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Cislovani podstav

Nyni je nutné urcit, v jakém poradi budeme dosud nesestrojené priiseciky hran kazdého
z téles s télesem druhym spojovat. Toto provedeme pomoci tzv. ¢islovani podstav. Neni
totiz nutné urcovat potradi hran, ale stac¢i uvazovat potadi vrcholt podstav, kterymi hrany
prochézeji. Zajimaji nas pritom pouze vrcholy nelezici v lichych ¢astech.

Popisme nejprve postup pii ¢islovani postav v pripadé ¢asteéného priniku téles (obr.
na str. 12 vlevo). Néktery z vrcholi neleZicich v liché ¢asti zvolime za vychozi, oznac¢ime ho
¢islem 1. Na obrazku je timto vychozim bodem zvolen vrchol A. Totéz ¢islo 1 si soucasné
napiSeme na strané druhé podstavy tak, aby obé cisla 1 lezela v téze prolozené roviné
(volime jednu ze dvou moznosti, kde ¢islo 1 napsat). Déle zvolime, v jakém sméru budeme
od vrcholu A dale postupovat. Na obrézku je zvolen smér k vrcholu C. Tim je ¢islovani
podstav jednoznacné urceno. Postupujeme soucasné po obvodu obou podstav od ¢&isel 1
tak, abychom se dostali do téZze prolozené roviny ve stejny okamzik. Pokud dospéjeme do
vrcholu (na jakékoliv podstavé), ozna¢ime ho ¢islem 2. Cislo 2 napiSeme rovnéz na stranu
druhé podstavy tak, aby obé ¢isla 2 byla ve stejné prolozené roviné. Takto postupujeme
dale, pricemz pokud dospéjeme na jedné z podstav k liché ¢asti, zménime na této podstaveé
smér postupu (do liché ¢asti nesmime , vstoupit*). Na druhé z podstav v8ak postupujeme
déle, tj. smér nezménime. Pokrac¢ujeme tak dlouho, dokud neni kazda strana (¢i jeji ¢ast
lezici mimo lichou ¢ast) projeta dvakrat (pfi poslednim kroku pfitom k vychozimu vrcholu
jiz. ¢islo nepiSeme). Pokud jsme ¢islovali spravné, musi byt v kazdém vrcholu podstavy,
ktery nelezi v liché ¢asti, pravé dvé ¢isla. A tato ¢isla lezi ve stejné prolozené roviné na
stranach druhé podstavy.

castecny prunik tplny prinik

V pripadé uplného priniku téles (obr. na str. 12 vpravo) ¢islujeme postavy na stejném
principu. Tentokrat vSak liché ¢asti rozdéli nas pohyb po obvodu podstavy s lichymi ¢astmi
na dva samostatné tseky (priunikova ¢ara bude sloZena ze dvou ¢asti). Tyto dva tseky je
nutné ¢islovat zvlast, tj. po projeti prvniho tseku s ¢isly 1, 2, ..., n zacit ¢islovat znovu
pomoci ¢isel 1/, 2/, ..., m (vrchol 1’ miZeme, ale nemusime volit ve vrcholu 1; rovnéz smér
obihani na kazdém usekd muze, ale nemusi byt stejny). [ v pripadé uplného priniku plati,
ze kazdy vrchol podstavy nelezici v liché ¢asti ma praveé dvé ¢isla, pricemz stejna dvojice
¢isel lezi ve stejné prolozené roviné i na stranéch druhé podstavy.
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Dalsi z pripustnych ¢islovani tychz podstav je uvedeno na nasledujicim obréazku:

¢astecény prunik uplny prunik

Sestrojeni prinikové cary

Nalezneme postupné pruseciky hran jednoho télesa s povrchem télesa druhého, tj. kon-
struujeme priseciky primek s rovinami. Tyto priseciky jsou vrcholy hledané prinikové
¢ary. Bo¢ni hranou (nelezici v liché ¢asti) mnohosténu, kterd prochézi vrcholem k = [,
jsme jiz prolozili rovinu. Nyni sestrojime fez druhého télesa touto rovinou. Bude se jednat
o obdélnik (hranol), resp. trojthelnik (jehlan), jehoz dva vrcholy jsou také k, [ (tento-
krat vsak nelezi ve vrcholech podstav, ale jsou vnitfnimi body podstavnych hran hranolu,
resp. jehlanu). Prisecik odpovidajici ¢islim 1 a 1 ozna¢ime I. Obdobné sestrojime prise-
¢iky II, IIT atd.

Sestrojime priinikovou ¢aru spojenim jejich vrcholi v tom pofadi, v jakém jsou ocislo-
vany (v pfipadé tplného priniku musime nalézt obé ¢asti primikové ¢ary).

Nakonec rozhodneme o viditelnosti jednotlivych stran prinikové ¢ary v daném pri-
métu. Lezi-li strana priunikové cary ve sténach téles, které jsou v uvazovaném prumétu
obé viditelné, je v tomto primétu viditelné i strana prinikové ¢ary. V opa¢ném piipadé je
strana neviditelné.

Nyni pristupme k feseni konkrétnich prikladii.
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Priklad 1: V kétovaném promitani sestrojte prunik téles.

R,(0)

$1(0)
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R,(0)

Jedné se o prinik jehlanu a hranolu s podstavami v téze roviné. Vrcholem V' jehlanu
proto vedeme piimku v rovnobéznou s bo¢nimi hranami hranolu. Jeji pravotuhly prumét vy
sméru s pravouhlych primétia bo¢nich hran hranolu prochazi kotovanym primétem V;(2)
vrcholu V.

Zobrazime prisecik piimky v s rovinou podstav. Jelikoz podstavy lezi pfimo v prii-
métné m, hledame kotovany pramét Py(0) stopniku piimky v. Na pravouhly pramét vy
pfimky v naneseme od bodu V;(2) pfislusnym smérem dvojnasobek intervalu piimek smé-
ru s, piicemz interval zjistime napiiklad pomoci hrany RR’ (interval je roven vzdalenosti

praméta Uy (2), R (3) boda U, R').
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RO\

$1(0)

Nyni bod P;(0) spojime s vrcholy podstav lezicich v pramétné. Je vSak zfejmé, ze by
postacilo sestrojit piimky P;(0)A;(0) a P1(0)71(0). Vrcholy R, S, C, B totiz lezi v lichych
castech, které zvyraznime na podstavach. Jelikoz liché ¢asti patii obéma télestim, jedna se
o CasteCny prunik neboli zasek.
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RO\

$1(0)

Podstavy oc¢islujeme. Za vychozi vrchol 1 zvolime napt. bod A, ¢islem 1 oznac¢ime rov-
néz prisecik piimek P;(0)A;(0) a R1(0)71(0) (piipadné piimek P;(0)A;(0) a S1(0)77(0)).
Zvolime smér postupu od vrcholu A — napt. k vrcholu C'. Po o¢islovani zkontrolujeme, zda
je vrchol A, resp. T nelezici v liché ¢asti oznacen dvéma Cisly a zda jsou na stranach druhé
z podstav tataz ¢isla na spojnicich P;(0)A;(0), resp. P;(0)77(0).
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R,(0)

$1(0)

Sestrojime pravouhlé priaméty fezu téles proloZzenymi rovinami (neni vSak nutné zobra-
zovat celé Tezy). V pripadé jehlanu spojime bod 2 a také bod 4 na jeho podstavé s kotova-
nym prumétem V7(0) jeho vrcholu. V pripadé hranolu vedeme body 1 a 3 na jeho podstavé
primky sméru s priméta jeho boc¢nich hran.

Bod I je prusecikem hrany jdouci vrcholem 1 podstavy jehlanu a tsecky sméru s, jejiz
krajni bod 1 lezi na podstavné hrané RT hranolu (zminéna tsecka je prumétem fezu
stény RTT'R’ hranolu rovinou, ktera je prolozena hranou AV jehlanu).

Obdobné sestrojime body II, IIT a IV.
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R,(0)

$1(0)

Sestrojené body I, I1, III, IV spojime uzavienou lomenou ¢arou. V8echny stény jehlanu,
v nichz lezi strany priunikové ¢ary, jsou pii pravoihlém promitani do prumétny m vi-
ditelné. O viditelnosti stran prinikové ¢ary proto rozhodne pouze viditelnost stén hra-
nolu. Sténa STT'S" viditelna je, zatimto sténa RTT'R’ viditelna neni. TudiZ spojnice
bodu II a IIT a spojnice bodu III a IV viditelné jsou (lezi ve sténé STT'S’), zatimco
spojnice bodi I a IT a spojnice bodu I a IV viditelné nejsou (lezi ve sténé RTT'R').
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R,(0)

$1(0)

Nakonec rozhodneme o viditelnosti ¢asti hran mnohostént a pripadné priméty téles
vybarvime.
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Priiklad 2: V Mongeové promitani sestrojte prinik téles.
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A S

Sestrojujeme prunik dvojice hranold, které maji podstavy ABCD a RSTU v jedné
roviné (konkrétné v pudorysné).

Napriklad na hrané C'C’ zvolime bod X, kterym vedeme p¥imku v rovnobéznou s bo¢-
nimi hranami druhého télesa. Rovinu uréenou pfimkami v a CC” ozna¢ime A a zobrazime
pidorys p} jeji pidorysné stopy (piidorysnym stopnikem p¥imky CC’ je bod C).
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N Ry, U Sh T,

A S

Bo¢nimi hranami obou téles proloZime roviny, které jsou rovnobé&zné s rovinou A (tj. jsou
smérové pro oba mnohostény). Sta¢i pfitom sestrojit pouze pudorysy jejich pudorysnych
stop, které prochazeji pudorysy vrcholu podstav ABC'D a RSTU a jsou rovnobézné s prim-
kou p7.

Uréime a zvyraznime liché ¢asti. Lezi na témze télese, proto se jedna o prinik dplny
(prunikova ¢ara bude mit dvé ¢asti).
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Provedeme o¢islovani podstav. Za vychozi vrchol (pro obé ¢asti priunikové ¢ary) zvolime
napi. bod R.
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A

Rezy hranolt smérovymi rovinami jsou obdélniky, z nich# kazdy ma dvé své strany rov-
nobézné s bo¢nimi hranami piislusného hranolu. Oé¢islovanymi body, které nejsou vrcholy
podstav, proto vedeme rovnobézky s pruméty boc¢nich hran piislusného télesa. Prisecik
takovéto primky prochazejici ¢islem 1 a priamétu hrany druhého télesa, kterd prochazi
vrcholem 1, je bod I. Obdobné ziskdme dalsi priseciky II az VI, resp. I'az VI'.
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Spojenim priseciki ziskame ptidorysy dvou ¢asti prunikové ¢ary. Pfi promitani do pu-
dorysny jsou viditelné stény ABB'A’, BCC'B’ jednoho hranolu a stény TUU'T', URR'U’
hranolu druhého. Viditelné jsou ptidorysy téch stran priinikové ¢ary, které lezi soucasné ve
dvou viditelnych sténach.
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Aj S

Pomoci ordinal ziskdme na nérysech piislusnych hran néarysy bodua I, II, III, IV, V,
VI, resp. I, II, IIT”, IV’ V’, VI’ (kvili ¢itelnosti nejsou u pudorysi a narysi téchto bodia
uvedeny dolni indexy). Ziskané body opét ve spravném poradi spojime. P¥i uréovani vi-
ditelnosti narysti stran prinikové ¢ary je tentokrat rozhodujici viditelnost stén hranoli
pfi promitani do narysny (viditelné jsou stény STT'S’', RSS'R' a déle stény ABB'A’,
DAA'D"). V jakych sténach strana prunikové ¢ary lezi vSak vidime v pudorysu.
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Nezbyvé nez ur¢it viditelnost hran téles (¢i jejich ¢asti) jak v pudorysu, tak v narysu.
Nézornost vysledného obrazku se zvétsi vybarvenim hranola.
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Priklad 3: V kétovaném promitani sestrojte prinik téles, jejichz podstavy ABC a K LM
lezi po fadé v rovinach a a .
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Reseni:

Jedna se o dva jehlany s podstavami v riznych rovinach. Nejprve sestrojime pravotuhly
prumét ¢; prusecnice ¢ rovin podstav, tj. rovin « a f3.
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Sestrojime pravouhly prumét v; spojnice v vrcholi V, W jehlant a déle pravouhlé
pruméty Ry, R} pruseciki R, R’ pfimky v s rovinami podstav.

Proklddané roviny jsou vrcholové pro oba jehlany, prochazeji primkou v. Rezy téles
témito rovinami jsou trojihelniky.
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Bod R; spojime s pravotuhlymi pruméty B;, C; vrcholi B, C' podstavy, ktera lezi
v roviné « (na obrazki neni spojnice s bodem Aj, nebot vrchol A ziejmé lezi v liché ¢asti).
Sestrojime pruseciky téchto spojnic s pfimkou ¢y, které spojime s bodem R;.

Analogicky bod R} spojime s pravotuhlym priamétem M; vrcholu M podstavy lezici
v roviné f (spojnice s body K, L; jsou zbyte¢né, nebot vrcholy K, L evidentné lezi v liché
¢asti). Prusecik primky R;M; s pfimkou ¢; spojime s bodem R;. Uréime a zvyraznime
liché ¢asti. ProtoZe patii dvéma télestum, jehlany se pronikaji ¢aste¢né (prunikova ¢ara ma
jedinou cast).
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Ocislované body, které nejsou soucasné vrcholy podstav, spojime s prumétem vrcholu
piislusného jehlanu (tim jsme sestrojili priméty fezt stén jehland prolozenymi rovinami).
Sestrojime body I, IT, IIT, IV, V a V1.

34



Spojime body I, II, III, IV, V, VI. Viditelné jsou stény ABV, CAV jednoho télesa
a KLW a LMW druhého télesa (sténa K LW pritom lezi v liché ¢asti). Viditelné jsou
tedy pouze spojnice bodu III, IV a dale bodi V, VI
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A

Zvyraznime viditelné ¢asti hran jehland a télesa pripadné vybarvime.
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Priiklad 4: V Mongeové promitani sestrojte prinik téles.
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Sestrojujeme prinik jehlanu a hranolu, pricemz podstavy téles nelezi v jedné rovineé.
Podstava jehlanu lezi v pudorysné, podstava hranolu lezi v narysné. Prusec¢nici obou rovin
podstav je osa x.

Vrcholem V' jehlanu vedeme pifimku v rovnobéZnou s bo¢nimi hranami hranolu. Se-
strojime prusecik pfimky v s rovinou podstavy hranolu, tj. sestrojime néarysny stopnik N
primky v. ProtozZe jsou bo¢ni hrany hranolu rovnobézné s rovinou podstavy jehlanu, coz
je pudorysna, je rovnéz piimka v rovnobézna s pudorysnou, a tedy prusec¢ik piimky v
s pudorysnou nesestrojujeme.
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X12

Narys N, narysného stopniku N piimky v spojime s body Rs, S3, 1o a sestrojime
pruseciky uvedenych primek se zakladnici. Témito priseciky vedeme pirimky rovnobézné
s pudorysy bo¢nich hran hranolu. P¥imku tohoto sméru vedeme rovnéz bodem D; (ptipadné
i body Ay, By, Cy, coz v8ak neni nutné, nebot body A, B, C lezi v lichych ¢astech) a jeji
prusecik se zékladnici spojime s bodem Ns.

Zvyraznime liché ¢éasti. Lezi na témze télese, tudiz je prunik uplny.



X12

Ocislujeme podstavy. Pracujeme pfitom s ptidorysem podstavy jehlanu a narysem pod-
stavy hranolu.



Zvolime, zda priseciky hran jednoho télesa s télesem druhym sestrojime nejprve v pu-
dorysu, nebo v néarysu. Pokud se rozhodneme pro pudorys, musime ¢isla, ktera lezi na
stranédch trojuhelniku RyS>T5 (ne vSak piimo v jeho vrcholech), odvést pomoci ordinal na
zékladnici. Konkrétné je nutné odvést body 2 a 5 a poté pruseciky ordinal se zakladnici
vést piimky rovnobézné s pudorysy boc¢nich hran hranolu. Tim jsme sestrojili pidorysy
¢asti fezi hranolu prolozenymi rovinami. Dale si uvédomme, ze v bodé R; jsou zaroven
¢isla 1 = 1/, v bodé Sy jsou zaroven ¢isla 4 = 3’ a v bodé T jsou zaroven ¢isla 3 = 2'.
Sestrojime rovnéz pudorysy Feziu jehlanu proloZzenymi rovinami a poté snadno nalezneme
pudorysy prusecika I, II, ITI, IV, V, ') II’, III’ hran kazdého z téles se sténami télesa
druhého.

41



Nyni ukdzeme, jak bychom mohli priseciky hran télesa s druhym télesem hledat v na-
rysu. Nejprve bychom pomoci ordinal odvedli na zakladnici ¢isla 1, 3, 4, 1/, 2" a 3’ a poté
postupovali zcela analogicky.

Na obrézku je postup pro prehlednost ukazan pouze pro pruseciky I a II. V piipadé
prusec¢iku I odvedeme pomoci ordinaly na zékladnici ¢islo 1 a tento bod na zakladnici
spojime s narysem V5 vrcholu V. Jelikoz ¢islo 1 je na narysu podstavy hranolu v bodé R,
je narys bodu I prusecikem sestrojené spojnice a narysu RyR), hrany RR'.

Narysem vrcholu 2 podstavy jehlanu je bod Ds. Narys bodu II je tedy prisecikem
narysu DoVs hrany DV s pfimkou, kterda prochazi bodem 2 na narysu podstavy hranolu
a je rovnobézna s narysy boc¢nich hran hranolu.
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Sestrojime pudorysy obou ¢asti prinikové ¢ary. Vsechny jeji strany lezi ve sténach
jehlanu, které jsou pfi promitéani do pudorysny viditelné. Na viditelnost ptudorysu stran
prunikové ¢ary tak ma vliv pouze jejich poloha ve sténach hranolu.
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Pomoci ordinél zjistime narysy bodua I, II, III, IV, V, I’, II’, III". Jejich spravnym
spojenim ziskdme narysy obou ¢asti prunikové ¢ary a na zakladé viditelnosti stén obou
téles v narysu urcime viditelnost narysu jednotlivych stran prinikové cary.
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Poslednim krokem je zvyraznéni viditelnosti jednotlivych hran téles (¢i jejich ¢asti),
a to v obou primétech. Pripadné lze mnohostény vybarvit.
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Priiklad 5: V Mongeové promitani sestrojte prunik téles.

Mame sestrojit prinik hranolu a valce s podstavami v pidorysné. Mohlo by se zdat, ze
v tomto pripadé nemuzeme vySe popsany princip FeSeni vyuzit, nebot podstavou véalce je
kruh a kruh nemé vrcholy, které bychom mohli ¢islovat. Kruh vSak muzeme aproximovat
n-thelnikem, tj. na jeho hrani¢ni kruznici zvolit body a pohlizet na né jako na vrcholy
n-thelniku. Resen{ tohoto prikladu poté bude analogii feSeni piikladu 2.
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Pted volbou ,,vrcholu kruhu* vSak nejdrive zjistime, zda na vélci existuje lich4 ¢ast

(v ni je volba bodu zbyte¢na).

Napriklad na hrané BFE tedy zvolime bod X a jim vedeme piimku v rovnobéznou
s povrchovymi pfimkami vélce (a tedy i s osou vélce). Ruznobézky v, EB urcuji rovinu A,
ktera je smérovou rovinou obou téles. Zobrazime ptdorysny stopnik P piimky v, stopnikem
piimky EB je bod B. Pidorysem p} ptidorysné stopy roviny A je pifmka P B.
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Vedeme-li rovnobézku s p¥imkou p} bodem Aj;, ziskdme lichou ¢ast valce. Vedeme-li
teénu hrani¢ni kruZnice uvazované podstavy, ktera je rovnob&zna s pifmkou p} a neméa
bod dotyku v liché ¢asti valce, ziskdme lichou ¢ést hranolu. Liché ¢asti, které jsou soucasti
obou téles, zvyraznime (prunik je ¢asteény). Na ¢asti hraniéni kruznice podstavy, ktera
neni v liché ¢asti, zvolime body, které budou hrat roli vrcholi. Jeden z nich pfitom zvolime
v bodé dotyku tecny kruznice rovnobézné s pifmkou py (viz dale vrchol 4 = 12) a dalsi
v bodé dotyku kruznice a usecky, kterd je soucéasti zdéanlivého pudorysu valce (viz déle
vrchol 3 = 13). Podstavy ocislujeme.
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Praniku se ti¢astni dvé ze t¥i bo¢nich stén hranolu, sestrojujeme tedy fezy valce dvéma
rovinami. Jelikoz fezem valcové plochy rovinou, kterd neni kolma k ose plochy ani neni
s osou rovnobézné, je elipsa, sestrojujeme misto lomené Cary Céasti dvou elips. Obé casti
maji pritom spolecné koncové body.

Sestrojime pudorysy fezi hranolu a véalce prolozenymi rovinami. Uréime pudorysy pri-
seCikii boc¢nich hran hranolu s plastém vélce a pudorysy prusec¢iki povrchovych pfimek
valce se sténami hranolu. Ziskame pudorysy ¢asti dvou elips, kterymi jsou opét ¢asti dvou
elips. Urcéime jejich viditelnost.

Poznamenejme, zZe i kdyz ,,vrcholy” kruhu volime po jeho obvodu rovnomérné, miize se
stat, ze vétsina prusecikti bude pfinalezet jedné elipse a u druhé budeme znat napt. jen dva
jejl body. Potom je nutné v prislusné oblasti zpétné navolit jesté dalsi ,,vrcholy* a postup
pro né dodatecné zopakovat.
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Pomoci ordinal sestrojime na zakladnici narysy ,,vrcholt“ kruhu a jimi vedeme piimky
rovnobézné s narysem osy vélce. Na nich opét pomoci ordinél sestrojime narysy ziskanych
bodii elips. Spojenim téchto bodi ziskdme narysy hledanych ¢asti elips, kterymi jsou také
¢asti elips. Opét urc¢ime jejich viditelnost.
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Nyni zbyva vyznacit viditelnost obou téles a pripadné je vybarvit.
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