PROJEKTIVNI UZAVER AFINNI ALGEBRAICKE
MNOZINY

JAN STOVICEK

Necht K je téleso a n > 1 je pfirozené &islo. Budeme uvazovat zobrazeni
Po: A"(K) — P"(K)
(c1,¢2, . cyen)— (Licricar--iep)

Obraz ¢g oznacme jako Up. Vime, Ze ¢q je prosté zobrazeni, a tedy urcuje
bijekci A"(K) na Uy. Nésledujici je jednoduché pozorovéni.

Lemma 33. Uy je otevirend mnozZina v projektivni Zariského topologii.

Drikaz. Snadno nahlédneme, ze

U():{(dgtdl : dn) ’do,dl,...,dn Gfado#O}
=P"(K) \ Vproj({Xo}),
kde Viroj({Xo0}) = {(do : d1 : --- : dy) | do = 0} je projektivni algebraickd
mnozina (dokonce varieta). U

K prechodu od projektivni algebraické mnoziny k afinni a naopak mame
k dispozici nasledujici konstrukce.

Zuzeni projektivni algebraické mnoziny na afinni. Necht X

Viroj(S) je projektivni algebraickd mnozina v P*"(K), kde S C
K[Xo, X1,...,X,] je néjakd mnozina homogennich polynom.

Definice. Zizenim projektivni algebraické mnoziny X na afinni rozumime
mnozinu X, = ¢y (X).

V prvni fadé nahlédneme, ze X, je z definice skuteéné podmnozina A" (K).
Kdybychom ztotoznili A"(K) s Uy pies zobrazen{ g, dostali bychom vztah
“X, = X NA"(K).”

Aby terminologie davala smysl, ukazeme, ze X, je skutetné afinni alge-
braickd mnozina. K tomu bude uziteé¢né nasledujici znaceni.

Znaceni. Je-li F(Xo, X1,...,X,) formaz K[Xo, X1,...,X,], oznac¢ime sym-
bolem F, polynom z K|[yi,...,y,] dany vztahem

F*(yl,---,yn) :F(Lylv-'-,yn)'

To jest za prvni neurcitou dosadime 1 a ostatni pouze prejmenujeme.
Je-li S C K[Xo, X1, ...,X,] mnozina forem, symbolem S, ozna¢ime mno-
zinu polynomu

S ={F(y1,...,yn) | F € S}.
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Pozorovdni. Piimo z definice ¢ se snadno nahlédne, ze pro X = Vpi(5)
plati vztah
Xy = Vaﬁn<5*)-

Specidlné je X, skutec¢né afinni algebraickd mnozina.

Projektivni uzavér afinni algebraické mnoziny. Zac¢neme-li s afinni al-

gebraickou mnozinou Y C A™(K), je situace o néco komplikovanéjsi. Mnozina

vo(Y) C P"(K) totiz zpravidla projektivni algebraickd mnozina neni. Mu-
sfme vzit tzv. projektivni uzavér.

Definice. Projektivnim uzdvérem Y se rozumi projektivni algebraickd mno-

zina Y* C P"(K), kterd obsahuje ¢o(Y) a vzhledem k inkluzi je nejmensi
takova, ze ¢o(Y) C Y*.

Pozorovdni. Projektivni uzavér vzdy existuje. Uvazujme priunik vSech pro-
jektivnich algebraickych mnozin X takovych, ze ¢o(Y) C X. Podle lem-
matu 28 z prednasky je tento prunik opét projektivni algebraickou mnozinou
a téz obsahuje ¢o(Y), ¢ili spliiuje pozadavky na projektivni uzavér. Podob-
nou uvahou odvodime, ze projektivni uzaveér je definovan jednoznacné.

Abychom tomuto pojmu lépe rozuméli, rozebereme, jak je Y* urcen po-
moci polynomidlnich rovnic. K tomu opét bude vhodné zavést znaceni.

Znac&eni. Necht f € Klyi,...,ys] je nenulovy polynom celkového stupné
d > 0. Pak polozime
X1 Xo Xn
*(Xo, X1, Xoy oo, X)) = X f | o 52, o0 )
f( 0y A1y A2, ’ n) 0 f<XOaX07 7X0
Pro iplnost definujeme pro nulovy polynom 0* = 0.

Pozorovani. A¢ na prvni to pohled vypada, Ze f* je pouze racionalni funkce
v proménnych Xy, X1, Xo,...,X,, velice snadno se nahlédne, ze f* je ve
skutecnosti homogenni polynom stupné d a navic f* v okruhu polynomu
K[Xo, X1, Xo,...,X,] nent délitelny polynomem Xj.

Toto znaceni rozsifime i na mnoziny polynomu a idealy.

Znaceni. Je-li S C K[y, ...,y,] mnozina polynomu, polozime

S*={f*"|feS}
Tj. S* je mnozina forem.
Je-li I C K[y1,...,yn] idedl, budeme pod oznacenim I* rozumét

I'=(f"1fre9),
tj. homogenni idedl okruhu K[Xg, X1, ..., X,] generovany formami f* pies
vSechna f € I.

Pozndmka. Toto znaceni vnasi urcitou nejednoznacnost, protoze idedl lze
téz povazovat za mnozinu a definice I* se v téchto dvou vyznamech lisi.
Proto se vzdy pokusime formulovat tvrzeni tak, aby byl vyznam I* ziejmy.
Obecné se lze fidit pravidlem, ze kdykoliv je I ideal, budeme brat I* také
jako ideal.

Velice uziteény vztah idedla I a I* 1ze shrnout v nasledujicim lemmatu,
které bylo v prednédsce soucasti dukazu tvrzeni 34.



PROJEKTIVNI UZAVER AFINNI ALGEBRAICKE MNOZINY 3

Lemma. Nechf K je téleso, n > 1 je prirozené &islo, I C Klyi,...,Yn)
je idedl a F € K[Xo, X1,...,X,] je forma. Pak pro homogennd idedl I* C
K[Xo, X1,...,X,] definovany vyse plati, ze

Fel* < F,cl.

Drikaz. Predpokladejme nejprve, ze F € I*. Tedy F je tvaru
FZCl'ff+"'+C£'f;,

kde Cy,...,Cy € K[Xo, X1,...,X,] jsouformy a f1,..., f¢ € I.Z konstrukce

snadno plyne, ze (f'). = fi pro vsechna i a ze pfifazeni F' — F, urcuje

homomorfismus K-algeber K[Xo, X1,...,X,] = Klyi,...,yn] (jde vlastné

pouze o dosazovani jednicky za Xj.) Dohromady dostdvame, ze

Fo=(C)s fi+-+(Co)s fo,

coz je zjevné prvek idedlu 1.

Necht naopak F, € I. Piedpoklddejme navic, ze F # 0, jinak bychom
trivialné méli F' € I*. Z konstrukce pak neni tézké nahlédnout, ze (Fi)*
musi délit F' a navic F' = X - (Fy)*, kde s > 0 je nejvétsi takové, ze X deli
formu F'. Je-li tedy Fi € I, pak z definice (Fy)* € I*, aprotoi F € I*. [O

Nyni uz budeme umét uréit mnozinu polynomialnich rovnic, jejichz feSe-
nim je Y.

Tvrzeni 34. Necht K je téleso, n > 1 je prirozené éislo a Y C A™(K)
je afinnd algebraickd mnozina urcéend nad K. PoloZime-li I = I5,(Y) C
Kly1,...,yn), dostaneme rovnost Y* = Vy0i(1*).

Je-li navic Y nadplocha, tj. existuje nekonstantni polynom f(yi,...,yn)

takovy, Ze Y = Vaan({f}), pak dokonce Y* = Vioi({f*}).

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze ¢o(Y) € Viroi(1*). Ekvivalentné musime doké-
zat, ze pro kazdou formu F' € I* je F nulové na celém ¢o(Y"). Jinak feceno,
je-li F' € I'* forma, potfebujeme, aby Fy € Lis,(Y) = I. To jsme ale dokazali
v predchozim lemmatu.

Necht X C P*(K) je nyni projektivni algebraickd mnozina uréend nad K
a obsahujici ¢o(Y). Musime ukazat, ze Vpoj(I*) € X, nebo ekvivalentné,
ze Iproj(X) C I*. Pak bude V0i(/*) minimalni vzhledem k inkluzi, a tedy
bude projektivnim uzdvérem Y.

Predpoklddejme tedy, ze F' € Inj(X) je forma. Jelikoz ¢o(Y) C X,
podobnou tvahou jako na zac¢atku ditkazu dostaneme, ze F' je nulové na
celém ¢o(Y), a tedy Fi € Lian(Y) = I. Z predchoziho lemmatu pak vidime,
ze F € I*, coz jsme chtéli dokazat.

Nakonec uvazme piipad, kdy Y = V,4,({f}) pro nekonstantni polynom f.
Pak ¢o(Y) C Vproj({f*}), protoze (f*)« = f. Je-li X projektivni algebraickd
mnozina obsahujici ¢o(Y) a je-li F' € I0i(X), pak opét Fy € Lgn(Y). Z
véty 11 (Hilbertova véta o nuldch) ale nyni mame, ze Lig,(Y) = /(f), a
tedy polynom (F.)! je pro néjaké ¢t > 1 délitelny polynomem f. Odtud
plyne, ze forma ((F*).)* je délitelnd formou f* a, protoze F* = X§- ((F").)*
pro né&jaké s > 0, je i F! délitelné formou f*. Timto jsme dokdzali, Ze
Iproj (X) - (f*)a a tedy

X 2 Vproj(V () = Vproi ({/7})- =
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Varovdni. Pokud Y neni nadplocha, pak urceni rovnic pro Y* z rovnic pro Y
muze byt pocetné komplikovangjsi. Je-li totiz S néjakd mnozina polynomu
takovd, ze Y = Van(5), pak sice Y* C Vi10i(S*), ovSem neni-li S jedno-
prvkové, muze byt tato inkluze vlastni. Algebraickd mnozina Vp.;(S*) totiz
obecné muze obsahovat ireducibilni komponenty, které celé lezi v mnoziné

Hyo =P"(K)\ Uy (tj. “v nekoneénu”). Uvedeme piiklad:
Priklad. Nechf n =2 a K =R a uvazujme Y = V,5,(5), kde
S ={yiy2 + 1,55 — 1} S Rly1, 9.

Prvnf rovnice uréuje v A%(R) hyperbolu, druhé dvojici rovnobézek:
Y2 Y2

1 Y1

V({y1y2 + 1}) V({y; —1})

7 obrézku jsou vidét dvé spoletnd feseni pro obé tyto rovnice: P =
(=1,1) a P, = (1, —1). Piimym vypoc¢tem se snadno ovéri, Ze to jsou viechna
spolecnd feseni v A%(C), tedy

Y ={P, P}.

V tomto pifpadé je i ¢o(Y) = {(1: —-1:1),(1:1:—-1)} C P%C) pro-
jektivni algebraickd mnozina, protoze je to koneénd mnozina. Konkrétnéji
plati, ze

{(1:=1:1)} = Vproj(X1 + Xo, X2 — Xo),
{(1 21 —1)} = Vproj(Xl - Xo,X2 + X())

a sjednoceni konetné mnoha algebraickych mnozin je podle lemmatu 28
algebraickd mnozina. Podle definice to ovSem znamena, ze

Y*={(1:-1:1),(1:1:-1)}.

Na druhou stranu mame S* = {X; X2+ X2, X2 — X2} a pifmym vypoctem
snadno zjistime, ze

Vproj (") ={(1:=1:1),(1:1:-1),(0:1:0)}.

Vysvétleni tohoto fenoménu davéa napi. Bezoutova véta (véta 42). Projek-
tivnf rovinné kiivky Voo ({X1X2 + X&}) a Vproj({ X3 — X2}) musi mit étyti
pruniky, coz souhlasi, nebot se ukéze, ze (0: 1 :0) je dvojndsobny prunik.
Abychom porozuméli tomu, kde nastal problém, uvédomme si, ze I =
Lisin (YY) obsahuje i polynom y; +y2, a tedy I* obsahuje X; + Xo. Homogenni
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idedl generovany S* ani jeho radikal vsak formu X7 + X5 neobsahuji. Mame
sice \/(S*) C I*, ale rovnost obecné neplati.



