GENERATORY A HOMOMORFISMY

ALEXANDER ,,OLIN“ SLAVIK

1. VEKTOROVE PROSTORY

Necht k je téleso a V', W vektorové prostory nad k. Jak dobfe popsat vSechny homomorfismy,
tj. k-linedrni zobrazeni f: V — W?

Mizeme si vzit vhodnou podmnozinu M C V', kterd uz cely prostor V' nageneruje a popsat,
kam f zobrazi prvky M; jsou-li totiz f a g dva homomorfismy, které se shoduji na M, pak uz se
musi shodovat na celém V. Je-li totiz v € V libovolny, pak lze zapsat jako v = ajwi +- - - +apwny,
kde a; € k a w; € M, takze

f(v) = alf(wl) + +anf(wn> = a1g(UJ1) + - +ang(wn) = g(v)'

Mnozina M muze byt zvolena i hodné ,hloupé®, v extrémnim pfipadé to muze byt i cely
prostor V; nemtzeme tedy zobrazovat prvky M na tplné libovolné prvky W a myslet si, ze
dostaneme homomorfismus. Pokud napi. vezmeme V = k2, M = {(1,0)T, (0,1)T, (1,1)T}, pak
kazdy homomorfismus f z V kamkoliv musi samoziejmé splriovat

T T T
FUA,D7) = f((1,0)7) + f£((0,1)7).

Toto je vSechno samoziejmé a znalec linearni algebry namitne, pro¢ se zde zabyvame takovymi
banalitami, kdyz si za M miuzZeme vzit bdzi V, jeji prvky posilat ,,aplné kamkoliv® a vzdy ziskat
jednoznacéné dany homomorfismus. Vskutku tomu tak bude, ale nez ptijdeme dale, podivejme
se na nasledujici dvé ekvivalentni definice baze vektorového prostoru [I, Tvrzeni 5.56]:

(1) linearné nezavislda mnozina generatort,

(2) minimalni mnozina generatoru.
V jistém smyslu se moznéd da fict, ze ekvivalence téchto dvou definici je duvodem, proc¢ je
linedrni algebra tak jednoduchd. V dalsich sekcich typicky analogie (1) viibec nebude existovat,
analogii k (2) mit ¢asto k dispozici budeme, ale rozhodné to nebude zdaleka tak silny nastroj,
jako je baze vektorovych prostori.

2. GRUPY

Necht G, H jsou grupy a opét se zabyvejme otdzkou popisu (grupovych) homomorfismi
f: G — H. Stejné jako u vektorovych prostort, i nyni si mizeme vzit né€jakou mnozinu genera-
tortt G a posilat jeji prvky ,nékam“ do H, ¢imz uz bude homomorfismus jednozna¢né popsan
— pokud onou volbou viibec homomorfismus dostaneme, presnéji feceno zda ona funkce, nijak
nerespektujici grupovou strukturu, ptijde rozsitit do grupového homomorfismu.

Asi hned narazime na problém, Ze ,grupy nemaji biaze“. Pro nekonecné grupy se ndm muze
velmi snadno stat, Ze nenajdeme ani zadnou mnozinu generatorti, kterd by byla miniméalni
co do inkluze — jednim takovym piikladem je aditivni grupa Q. Koneéné grupy samoziejmeé
minimalni mnoZiny generdtort maji (nemtzeme ,vyhazovat prvky donekoneéna®), ale ty zase
typicky nebudou ,nezavislé“ — budou mezi nimi néjaké vztahy neboli relace.

Co to znamena? Ve vyse uvedeném piikladu vektorového prostoru k? a jeho zbytecné velké
mnoZiny generatort M jsme méli evidentni vztah (1,1)7 = (1,0)” 4 (0,1)7, ktery musely —
kviili homomorfnosti — spliiovat i libovolné obrazy téchto t¥i vektorti. Necht je nyni G cyklicka
n-prvkova grupa' s generdtorem ¢ a jednotkovym prvkem lg. Uz samotné tato jednoprvkova

INeboli Zn, ale bude se mi vic hodit zapisovat grupovou operaci vzdy multiplikativné, at v tom neni jesté
vétsi neporadek.
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mnozina {g}, byt evidentné minimalni, neni ,nezavisla“, protoze plati ¢" = 1g,aje-li f: G - H
homomorfismus, pak musi platit
flg)" =1n.

Neni tézké nahlédnout, ze bude-li prvek f(g) spliiovat tuto podminku, mame uz jednoznacéné
zadany grupovy homomorfismus f: G — H.

Pokro¢me o aroven dal a vezméme si napr. grupu Ss, ktera je generovana napr. permutacemi

= (12) a o= (13). Prvky 7 a ¢ maji oba fad 2, takze je-li f: G — H homomorfismus, musi
platit f(7)?> = 1z a f(0)?> = 1u. To ale neni vsechno! Kdyby bylo, mohli bychom mit tieba
grupovy homomorfismus f: S3 — Zg X Zg, ktery by spliioval f(7) = (1,0) a f(0) = (0,1) (coz
zfejmé spliiuje vyse uvedenou fadovou podminku). Mame ovsem 7o = (132) a pr = (123),
takze

F((132)) = f(mo) = f(m) + flo) = (1,1) = f(o) + f(m) = flem) = F((123)).

Je ovsem (132) = (123)2, pficemz aplikace f na tuto rovnost da

(1,1) = f((132)) = f((123)*) =2- f((123)) =2 (1,1) = (0,0),

spor.

Je tedy nutné vzit v avahu i relace generdtori mezi sebou, coz jsme tplné samoziejmé udélali
i v nasem jednoduchém prikladu s vektorovymi prostory. Narazime ale na problém: které relace
tedy vzit v tvahu? Vzdyt v M C k? kromé oné sklotiované

(%) (L)' = (10" + 01"
mizeme vymyslet i jiné relace, napf.
2- (17 O>T - (17 1)T = (17 1)T -2 (07 1)T

a spoustu jinych podobnych, které kazdy homomorfismus vektorovych prostortt musi respekto-
vat. Lze ovSem nahlédnout, ze vsechny relace mezi prvky M uz plynou z (%), a to pouze aplikact
aziomi vektorovych prostori. Tim padem staci pro existenci homomorfismu ovérit platnost (x)
pro obrazy prvk M.

Zpéatky jesté k prikladu s cyklickou grupou fadu n: kromé relace

(W) 9" =1la

mame tieba taky ¢7''™™ = 1g nebo tfeba g7t = g¢; tyto nam ale nedavaji zadnou novou

informaci — jakykoliv prvek jakékoliv grupy splitujici (#) spliuje uz i tyto dalsi ,redundantni®
relace. Jinak fedeno, tyto dalsi relace lze z (@) vyvodit ¢isté aplikaci axiomi grup.

Co se tyce S3, ukazuje se, ze kromé relaci 72 = id, ¢? = id potfebujeme jesté tyto dva prvky
svazat vztahem

() TOT = 0T
(obé strany se rovnaji transpozici (23)) a mame vyhrano — z této relace uz plynou vsSechny

ostatni. Jinak feceno, je-li H libovolna grupa, pak vSechny grupové homomorfismy f: S3 — H
jsou popsany volbou prvku f(7), f(g) € H spliiujicich

f(m)?=1u, f(0)?=1a a f(n)f(o)f(r)= flo)f(m)f(0).

Pokud budeme chtit napf. popsat homomorfismy S — Zs X Zs, pak si vSimneme, Ze rovnici
($) v Zy X Zs a vibec kazdé komutativni grupé mtizeme splnit jenom tak, Ze se budou ony dva
prvky rovnat. Podminky na fady prvka budou uréité splnény, takze nasledujici tabulka uvadi
vSechny homomorfismy Ss — Zo X Zs:

f(m) | f(e)
(0,0) | (0,0)
(1,0) | (1,0)

Toto je sice pékné, ale vkradaji se pfirozené otazky: Pro¢ ({) opravdu staci? Jak se prijde na
takovéto relace u jinych grup? Ze podobna sada relaci bude stacit pro libovolnou symetrickou
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grupu se lze presvédéit napf. zde. Odpovéd na druhou otdzku zni ,tézko“. Jde v podstaté o
hledani tzv. prezentace grupy, coz je asi obecné algoritmicky celkem obtizna procedura. Na oné
wikistrance mtizete nalézt piiklady prezentaci pro spousty réiznych grup.’

Mozna jesté nékoho mize napadnout, zda pfece jen neexistuji néjaké grupy, které by ,,mély bazi“, tj. mnozinu
generatort, jejiz prvky by nespliiovaly ,zadné“ relace, pfesnéji feCeno jen ty relace, které lze vyvodit pomoci
axiomu teorie grup ,z niceho®. Takové grupy vskutku existuji a fikd se jim wvolné grupy. Napf. volnd grupa
s jednim generatorem je isomorfni grupé Z, coz mimo jiné znamena ptesné to, ze homomorfismy ze Z do libovolné
grupy jsou zadany tim, kam posleme generator 1 € Z, ktery miizeme poslat kamkoliv — stejné jako prvky baze
vektorového prostoru. Z tohoto pohledu je linearni algebra o tolik jednodussi nez teorie grup, protoze kazdy

vektorovy prostor je ,volny“; bliz§i podrobnosti viz teorie kategorii a univerzalni algebra :-)

3. TELESA A GALOISOVY GRUPY

Necht k je téleso a f polynom s koeficienty k. Necht a1, ..., a, jsou vSechny kofeny f, takze
K = k(ai,...,a,) je pfesné rozkladové nadtéleso polynomu f. To je nejmensi nadtéleso a
dokonce nadokruh k, ktery obsahuje prvky ai,...,a, — kazdy prvek K je polynom v ai,...,an,
s koeficienty v k. Z toho tedy plyne, Ze libovolny télesovy k-homomorfismus ¢: K — L je
jednoznacéné zadén svymi hodnotami na aq,...,a,, které tak mtzeme chépat jako generdtory
K nad k.

Stejné jako v pripadé vektorovych prostoru a grup, i zde nardzime na problém, Ze ony gene-
ratory nemusi byt nezdvislé, tj. mohou mezi nimi byt néjaké relace. Prvni takovou relaci, které
si lze v§imnout, je skute¢nost, ze f(a;) = 0, takze musi platit i f(¢(a;)) = 0 (¢ nechava prvky
k na misté, takze koeficienty v polynomu f se nezméni) — pokud se tedy bavime o Galoiso-
vych grupach a k-isomorfismech K — K, pak tyto k-isomorfismy jsou vlastné jen permutace
korenu f.

Dalsi typ relaci, ktery vzdy mame, jsou Vietovy vztahy, které musi koreny spliiovat mezi
sebou. Protoze tyto vztahy jsou vyjadieny symetrickymi polynomy (dokonce témi elementar-
nimi!), neddvaji ndm zadné omezeni na to, které permutace kofent f jsou ,pfipustné“ a které
ne.

Bohuzel tyto ,samoziejmé“ relace mohou, ale nemusi byt vsechno, coz je duvod, pro¢ na
vypocet Galoisovych grup (polynomi libovolnych stupiiti) neni zaddnd pfimocard ,kucharka“.
Méme-li napf. polynom f = 2% —2 € Q[xz], pak dle vypoétii z prednasky je jeho Galoisova grupa
nad Q isomorfni S3, tedy jeho kofeny a1, ao, ag mezi sebou nesplnuji zadné relace, které by nesly
vyvodit z vyse uvedenych relaci pomoci axiomu télesovych rozsireni Q, tj. pouze ,samoziejmé
relace® jako tfeba

alagaz + 10 = —2a; + 10
(plyne z Vietova vztahu pro absolutni ¢len) nebo

= d
(plyne z toho, Ze to jsou kofeny 3 — 2).

Oproti tomu rovnéz na piednasce diskutovany g = 23 — 2z — % € Q[z] je komplikovany v tom,
Ze jeho kofeny aj, ag, as, tj. generdtory Q(ay,as,as) spliuji jesté dalsi relace, konkrétné (pfi
vhodném uspotadani)

as = 64a] — 11243 + 5643 — Tay,
az = 64ad — 112a3 + 56a5 — Tas,
ap = 64ak — 112a3 + 5643 — Tas

2To7 Ze prezentace grup se obecné $patné hledaji, ovSsem jesté neznamenad, ze popis vSech homomorfismt mezi
néjakymi grupami je beznadéjny tkol! Napf. v tomto konkrétnim piikladu vidime, Ze vSechny trojcykly v Ss
se musi poslat na (0,0) (protoze Za X Z2 nemd prvky fadu 3) a protoze se kazdé dvé transpozice v Ss lisi o
trojcyklus, musime vSechny transpozice poslat na tentyz prvek Zs x Zso. Alternativné mizeme fict, ze trojcykly,
které se poslou na (0,0), tvoii normélni podgrupu, faktor podle které je isomorfni Z,.


https://math.stackexchange.com/q/200840/344157
https://en.wikipedia.org/wiki/Presentation_of_a_group
https://en.wikipedia.org/wiki/Free_group
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(to je onen Cebyseviiv polynom), ale tieba

ay # 64ald — 11245 + 56a5 — Tas,
takZe muZzeme kofeny jen ,cyklit“, nikoliv libovolné permutovat. ProtoZze vime, Ze prislusna
Galoisova grupa musi byt tfiprvkova cyklicka, veskeré dalsi relace mezi ay, ag, as uz musi jit
vyvodit z vyse uvedenych rovnosti pomoci axiomi télesovych rozsireni Q.

Mimochodem, na Wikipedii se lze docist®, ze Galoisova teorie vskutku ptivodné zaéinala
jako studium permutaci kofenti aq, ..., a, takovych, ze pokud sada (aj,...,ax) spliiuje néjakou
algebraickou rovnici s koeficienty v k, pak musi tutéz rovnici splnovat i zpermutovana sada
(o). o).
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3A prijde mi, Ze to fakt stoji za ptrecteni, jsou tam i hezké piiklady.
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