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Faktorokruhy — pfipomenuti

e Je-li (R,+,—,-,0gr,1g) komutativni okruh a [ idedl, pak
mizeme definovat faktorokruh (R/I,+,—,-,0r/1, 1r/1), kde

R/l ={a+1|acR}

(a+ )+ (b+1):=(a+b)+ 1, Og/1 :==0r + 1,
—(a+1):=(-a)+ 1, lgyi=1gp + 1.
(a+1)-(b+1):=(a-b)+1I.

o Ptiklady: Z/(m), T[x]/(f).



Maximalni idealy a prvoidealy

Definice
Bud (R, +,—,,0,1) komutativni okruh a / ideal.

1. I je prvoidedl, pokud | < R aVa,b € R,
a-bel = a€lnebobel.
Napr. pro R obor integrity, p € R prvocinitel a
I =(p)={ac R|pdélia} je | prvoideal.
2. I je maximalni, pokud | < R a neexistuje idedl J takovy,

aby I < J < R.

Véta (ve skriptech kap. 23.2)
Bud R komutativnich okruh a [ ideal.

1. I je prvoidedl <= R/ je obor integrity.
2. | je maximalni <= R/I je téleso.

Specialné je kazdy maximalni idedl prvoidedlem.



Dukaz charakterizace prvoidealii a maximalnich ideala

1.

e R/l je obor integrity, pravé kdyz Va, b € R:
(a+N(b+1)=0 = a+/=0nebo b+1=0.

To se ekvivalentné prelozi na:

abel = a€/lnebobel.
e Nejprve si vSimneme, ze idedly R// jsou presné tvaru
J/I={a+1|acJ},

kde J < R je ideal obsahujici /.
e Vime, ze R/I je téleso, pravé kdyz R/I je aspori dvouprvkovy a
jediné dva idedly jsou {0} a R/I.
To se ale podle vyse uvedeného preklada na to, ze

I < R a neexistuje idedl | < J < R.



Priklady prvoideali a maximalnich ideal

1. e Vsechny idedly Z jsou tvaru nZ, n € Z.
e Maximalni idedly jsou presné pZ, p prvocislo.
e Prvoidedly jsou presné pZ, p prvodislo nebo p = 0.

2. Totéz plati pro OIHI a specidlné pro eukleidovské obory:
e Vsechny idedly R jsou tvaru aR, a € R.

Vime: a|b <= aR > bR.

Maximalni idedly jsou presné pR, p ireducibilni.

e Prvoidedly jsou presné pR, p ireducibilni nebo p = 0.
3. Pro obecné Gaussovy obory pozor! Napf. R = T|[x, y|

e Mdme R/(y) = T[x] (pouzijeme 1. vétu o isomorfismu na
T[x,y] = T[x], f = f(x,0)).
Tj. (y) je prvoidedl, ale ne maximalni.

e Dile napf. R/(x,y) = T (pouzijeme 1. vétu o isomorfismu na
Tlx,y] = T, f — £(0,0)).
Tj. (x,y) je maximdlni, tedy i prvoidedl, ale zase ne hlavni.



Korenova nadtélesa

Definice
Bud T téleso a f € T[x] polynom stupné aspori 1. Pak korenové

nadtéleso polynomu f nad T je télesové rozsifeni S > T takové, ze

1. Polynom f ma kofen a € S takovy, ze
2. S=T(a).

Priklady
e Pro f = x3 — 2 € Q[x] médme napt. S = Q(+/2) nebo

S =Q(¥2e%).
e Pro f = (x* — 2)(x* — 2) € Q[x] mdme nap¥. S = Q(v2)
nebo S = Q(\ﬁe%) nebo S = Q(V/2).



Korenova nadtélesa — existence

e Bud T t&leso a f = "9, cix’ € T[x] ireducibilni (tedy
nekonstantni) polynom.

e Pozorovani: S = T|[x]/(f) je télesové rozsiteni T, pokud T

ztotoznime s obrazem vnoreni

T — TX/(f) =S,
t— t+ (f).

e Pozorovani: S je kofenové nadtéleso f nad T. Totiz
a:=x+(f) € S je kofen f, protoze

. d .
fa) = ci(x+() = (D ax’)+(f) = F+(f) = 0+(f).
i i=0

d
i=0



Korenova nadtélesa — jednoznacnost

e Bud T t&leso a f = 29, cix’ € T[x] ireducibilni (tedy
nekonstantni) polynom, BUNO monicky.

e Bud S > T néjaké kofenové nadtéleso f nad T, tj. mame
a € S takovy, ze f(a) =0a

S=T(a) = Tlal = {g(a) | g € TR}

e Pak mame surjektivni dosazovaci homomorfismus
e: Tix]| =S, g+~ g(a)
e Pozorovani: f je minimdlni polynom a nad T, tj.

Ker(p) = {g € T[x] | g(a) =0} =f- T[x].

e Podle 1. véty o isomorfismu mame isomorfismus téles

TIx1/(F) =S, g+(f)— g(a)



KorFenova nadtélesa — jednoznacnost, pokracovani

Definice _
Bud S1 > T a S, > T dvé rozdifeni téles. Isomorfismus téles

p: 51 — Sy se nazyva T-isomorfismus, pokud

(Vt e T)(p(t)=1t).

Véta 2.1(1)
Je-li T téleso a f € T|[x] ireducibilni polynom, pak kazda dvé
korenova nadtélesa f nad T jsou T-isomorfni.
Dukaz: Mame-li takovad nadtélesa S; = T(a1) a Sp = T(a2), kde
a1, a2 jsou koreny f, pak mame isomorfismy
S & TN S S,
gla) < g+(f) — gla)

Priklad: Té&lesa Q(v/2) a Q(v/2 - e%) jsou Q-isomorfni.



Rozkladova nadtélesa

Definice
Bud T téleso a f € T[x] polynom stupné d > 1. Rozkladovym

nadtélesem polynomu f nad T rozumime minimalni rozsireni
S > T, kde se f rozklada na korenové Cinitele, tj.

1. f||[(x—a1) - (x—aq) v S[x] a
2, = T(al,...,ad).

Véta 2.1(2)
Rozkladové téleso f nad T vzdy existuje a je jednoznacné aZ na

T-isomorfismus.

Dukaz:
e Existenci uz zname.

e Dikaz jednoznacnosti je technicky, plyne pfimo z lemmatu 2.3
na prespristim slidu.



RozSifovani T-isomorfismu o koren

Lemma 2.2
Mé&jme rozsiteni Ty > T a To > T a T-isomorfismus ¢: T1 — To.

Uvazujme ireducibilni polynom f = 27:0 cix' € Ti[x] a oznaéme
(F) = Yo p(ci)x € Talx].

Je-li T1(a) korenové nadtéleso f nad T; a Tp(b) kofenové
nadtéleso ©(f) nad T, pak se ¢: T1 — T, da rozsifit na
T-isomorfismus 1: T1(a) — Ta(b) takovy, ze (a) = b.

Dukaz: Mame

Ti(a) < Tix/(f) = Talxl/(e(f))
gla) <« g+(f) — &)+ (e(f)

1 e
o
=

10



Rozsifovani T-isomorfismu na rozkladova nadtélesa

Lemma 2.3
Mé&jme rozsiteni Ty > T a To > T a T-isomorfismus ¢: T1 — T».

Uvazujme f = 27:0 cix' € Ty[x] stupné d > 1.

Je-li S; rozkladové nadtéleso f nad Ty a So(b) rozkladové
nadtéleso ©(f) nad T, pak se p: T1 — T, da rozsifit na
T-isomorfismus 1: S; — S».

Dukaz: Povedeme indukci podle d > 1.

eProd=1jeSi=T1, 2=Tray=¢.
e Prod > 1bud g|f ireduc. délitel v T1[x] a a € S; koren f.
e Pak (g) je ireduc. délitel o(f) v Ta[x] a ma kofen b € Ss.
e Podle lemmatu 2.2 se ¢ rozsifuje na T-isomorfismus
¢: Tu(a) = Ta(b).
e Pouzijeme induk¢ni predpoklad na ¢ a f/(x — a) € T1(a)[x].
11



Galoisovy grupy

Definice

1. Bud S > T rozsifeni téles. Pak Galoisova grupa
(Gal(S/T),0,71,15) tohoto rozsiteni je grupa viech
T-automorfismi télesa S s operaci skladani. Tj.

Gal(S/T) = {cp: S — S automorfismus | (Vt € T)(¢p(t) = t)}

2. Je-li T téleso a f € T|[x]| polynom stupné d > 1, pak
Galoisova grupa polynomu f nad T se definuje jako

Gal(f/T):=Gal(S/T),
kde S > T je rozkladové nadtéleso f nad T.

Pozorovani: Jsou-li S; > T a S > T rozsifeni télesa ¢: 51 — S
T-isomorfismus, pak

Gal(S;/T) = Gal(S,/T), o — oy 12



Galoisovy permutuji kofeny

Lemma 2.4
Budte S > T rozsiteni téles a ¢ € Gal(S/T). Je-li 04 f € T[x] a

K C S mnozina vSech kofenti f v S, pak ¢|k je permutaci
mnoziny K.

Dukaz:
e Rozepideme f = Z,C'l:o cix'. Je-li a € K, pak

f(e(a)) Zw(a —w(Z a') = ¢(0) =0.

e Tj. p se z(Zi na zobrazeni p|x: K — K.

e olk: K — K je prosté (protoze ¢ je takové). Protoze je K
kone¢nd mnozina, je |k : K — K bijekce.
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