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Faktorgrupy — pfipomenuti

e Bud (G,-,71,1¢) grupa a N < G normalni podgrupa.
e Pak mame grupu (G/N,-, 71, lg/n), kde

e G/N={aN|ac G} ={Na|ac G},

e alN - bN := (ab)N,

o (aN)~1:=(a )N,

o lg/n =1IN=N.



Prvni véta o isomorfismu

Véta 6.2
Bud ¢: G — H homomorfismus grup.

1. Je-li N < G obsazena v Ker(yp), pak je zobrazeni
G/N — H

aN — p(a)
dobre definovany grupovy homomorfismus.

2. G/Ker(p) = Im(yp).

Dukaz:
1. aN=bN <= b laec N =

p(b~ta) = 1 <= ¢(b) Tp(a) = 1 <= ¢(a) = p(b).

2. Pouzijeme predchozi pro N = Ker(p). Pak mame grupovy
homomorfismus G/Ker(¢) — Im(y), aKer(¢) — ¢(a). Ten je
zfejmé na a je prosty, protoze

©(a) = p(b) <= b~ 'a € Ker(p) <= aKer(p) = bKer(p).



Ptiklady

e Uvazte grupovy homomorfismus R — C* dany predpisem

1= g2 Im

e 1\«
RN

Pak R/Z =S := {z € C* | |z| = 1}.

e Aplikujeme-li 1. vétu o iso na sgn: S, — Z,, dostaneme pfimo
Sn/An = Zs.
e Uvazujme grupovy homomorfismus det: GL,(T) — T*. Pak

Ker(det) normdalni podgrupa
SLy(T)={M € GL,(T) | detM = 1}.
Z 1. véty o iso plyne, ze GL,(T)/SL,(T) = T*.



Druha véta o isomorfismu, aneb (G/N)/(H/N) = G/H.

Tvrzeni 6.3
Bud G grupaa N < G.

1. Je-li H 9 G a H obsahuje N, pak H/N < G/N.

2. Kazda normalni grupa G/N se da zapsat jako H/N pro
H < G obsahujici N jako vyse.

3. Mame-li N < H <K G, pak (G/N)/(H/N) = G/H.

Dukaz:
1. Vsimneme si, ze nutné N < H. Je-li pak gN € G/N a
aN € H/N, pak

(gN)(aN)(gN) " = (gag )N € H/N.
2. Je-li K < G/N, vezmeme H={ac G | aN € K}.
3. Uvazujeme homomorfismus 7: G/N — G/H dany predpisem
m(gN) = gH. Pak Ker(m) = H/N a pozadované plyne z 1.
véty o iso.



Spojovani podgrup

e Obecna otdzka: Je-li G grupa a H, N podgrupy, jak vypada

nejmensi podgrupa G obsahujici H i N7
e Je-li navic N normalni, pak je to jednoduse

HN = {hn| he H,n e N}.
e Mame-li totiz hyni, hono € HN, pak
(h1n1)(han2) = (h1ha)(hy *niho)no € HN

a podobné pro hn € HN je

(hn)™Y = n=th=1 = h=1(hn~1h~1) € HN.
e Ve svazu podgrup G mame tedy pak

HN
H/ \/v
~ 7

HAN ;



Treti véta o isomorfismu

e Je-li H< G a N <G, ve svazu podgrup G mame
HN
PN
H N

-~ 7

- HNN
e Pozorovani: N < HN a HNN < H. Napt. proae HN N a

he Hjehah ™t c HNN.

Tvrzeni 6.4
Bud G grupa, H< Ga N <dG. Pak HN/N = H/(HN N).

Diikaz:
e Uvazujeme homomorfismus grup ¢: H — G/N dany
predpisem ¢(h) = hN.
e Pak Im(p) = HN a Ker(¢) = H N N. Pouzijeme 1. vétu o iso.



Resitelné grupy — k ¢emu jsou

e Resitelné podgrupy jsou technicky pojem, ktery se objevuje v
Galoisové vété.
e Je-li T téleso char. 0 a f € T|[x] nekonstantni, NPJE:

1. Polynom f je resitelny v radikdlech, tj. kazdy koren f se da
vyjadfit z koeficientdi pomoci +, —,-,71,0,1 a Ve Napr. je-li
f=ax®+bx+c, a0, pak x1, x, = —bEvb—4ac V2b2742c.

2. Galoisova grupa Gal(f) polynomu f je feSitelnd.

e Bud S > T rozkladové nadtéleso polynomu f, tj.
fll(x —u1)---(x — uq) v S[x] a zéroven S = T(u1,...,uq).
e Pak Galoisovu grupu polynomu f definujeme jako
Gal(f) :={1): SS S| y(t)=tVte T}
e Napf. pro f :=x>+1€ Q[x] je S=Q(i) a

Gal(f) = {1s,(—)} X Zy, kde a+ bi = a — bi.
e Obecné je Gal(f) isomorfni podgrupé permutacni grupy S e



Resitelné grupy — definice

Definice
Grupa G se nazyva resitelnd, pokud existuje fetézec normalnich

podgrup
{1} =No <Ny <Np <---<N=G

takovy, ze kazdd faktorgrupa N;/N;_1, 1 < i < k, je abelovska.

V tom pripadé se nejmensimu moznému takovému k fika stupen
resitelnosti G.

Poznamky

1. G je resitelnd stupné 1, pravé kdyz je G abelovska.

2. Grupy stupné resitelnosti 2 se nazyvaji metabelovské.



Ptiklady

e Dihedralni grupy Dy, (symetrie pravidelného n-Ghelniku) jsou
metabelovské:
{1} < {rotace} < Ds,,.

e S3 je metabelovska:
{(1)} <{(1),(123), (132)} < Ss.
e S, je resitelna stupné 3:

{(1)} <{(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} < As < S

e Je-li n > 5, pak jediné normalni podgrupy S, jsou {1}, A, a
Sy (text o grupéch, str. 27/28). Specialné neni S, pron > 5
resitelna.



Vlastnosti fesitelnych grup

Véta 6.6
Bud G grupa.

1. Je-li G resitelnd a H jeji pogrupa, pak je H fesitelna.

2. Je-li G fesitelnd a N jeji normdlni podgrupa, pak je G/N
resitelna.

3. Pokud G obsahuje normalni podgrupu N takovou, ze jsou N i
G/N fesitelné, pak je G fesitelna.

Disledek 6.7

Bud G grupa a Ny, ..., Nx < G takové, ze
{I}=No <N << Ne=6G

a kazda faktorgrupa N;/N;_1, 1 < i < k, je FeSitelna. Pak je G

resitelna.
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