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Puasobeni grupy na mnoziné

Definice
Ptisobenim grupy (G, -, ~1,1) na mnoziné X rozumime grupovy
homomorfismus ¢: G — S(X).

(S(X),0, 1, 1x) je grupa permutaci na mnoziné X.

Pro g € G a x € X budeme misto ¢(g)(x) psat g(x). Tj. mdme
G x X — X,
(g,x) = &(x)

spliujici

1. (g-h)(x) = g(h(x)) (Vg, h € G)(¥x € X),
2. 1(x) = x (¥x € X).

Naopak kazdé G x X — X splnujici podminky vyse urcuje pusobeni

G na X (definujeme ¢: G — S(X) predpisem ¢(g) = g(—)). )



Relace tranzitivity a orbity

Definice
Mé&jme pisobeni ¢: G — S(X). Zavedeme na X relaci tranzitivity:

x ~ y pokud (3g € G)(g(x) = y).

Lemma 5.1. Relace tranzitivity je ekvivalence na mnoziné X.
Dukaz:

Reflexivita: 1(x) = x.

Symetri¢nost: g(x) =y = g l(y) = x.

Tranzitivita: g(x) =y a h(y) =z = (h-g)(x) =z.

Definice
Bloky relace tranzitivity nazyvame orbity. Znaceni:

Xl={yeX|x~y}={e(x) g€ G} (xeX).



Pevné body a stabilizatory

Definice
Mé&jme pisobeni ¢: G — S(X) a vezméme g € G a x € X.

e x je pevnym bodem g pokud g(x) = x. Mnozinu vSech
pevnych bodl g znacime

Xg = {x € X | g(x) = x}.
e Stabilizatorem prvku x € X nazveme mnozinu

Gc ={g € G| g(x) =x}.

Lemma 5.2. G, je podgrupa G.
Dukaz: 1(x) = x a
g(x) = x = h(x) = (g-h)(x) = g(h(x) = x a g~L(x) = x.



Mohutnost orbity = index stabilizatoru

Tvrzeni 5.3. Mé&jme pulsobeni ¢: G — S(X). Pak pro kazdé
x € X plati
X1l =[G : G-

Je-li tedy G konecnd, pak mohutnost orbity déli fad grupy.
Dukaz: Ukazeme, Ze zobrazeni
v: {gGx | g € G} — [x],
8Gx — g(x)
je dobre definovand bijekce. Dobra definovanost a prostota:
gGy = hGy <= h™1lg e Gy —
h1(g(x)) = x <= h(x) = g(x)

Surjektivita plyne pfimo z definice orbity.

Cviceni: Jsou-li x ~ y, jak souvisi G a G,7? 4



Burnsideova véta

Véta 5.4 (Burnsideova véta). Necht kone¢na grupa G pusobi na
konec¢nou mnozZinu X. Pak plati

X/~ = g Pl

geiG

Tj. pocet orbit je roven primérnému poctu pevnych bodda.

Dukaz: Oznaéme M = {(g,x) | g(x) = x} € G x X. Pak

D16 =M= 1X|-

xeX geG
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Cauchyova véta

Véta 5.5 (Cauchyova véta). Bud G konecna grupa p prvodislo,
které déli rad G. Pak G obsahuje prvek fadu p.

Dukaz: Uvazujme mnozinu

X={(g1,&,---,8) €GP | g1g2---gp =1}

a akci grupy Z, rotaci o jednu pozici doprava.

Pak |X| = |G|P~1 je délitelné p a kazda orbita ma bud 1 nebo p
prvki (Tvrzeni 5.3).

Jednoprvkové orbity jsou tvaru {(a,a,...,a)}, kde a? =1v G.
Aspori jedna takova existuje pro a = 1 a protoze p déli |X|, musi
existovat aspon jedna dalsi.



Reprezentace grup

Definice
Reprezentaci grupy (G, -, ~1,1) nad télesem T rozumime grupovy

homomorfismus ¢: G — GL,(T).

Reprezentace grup jsou také vSudypritomné, vyskytuji se napr. v
diikazu Velké Fermatovy véty, ve standardnim modelu ¢asticové
fyziky a na mnoha dalSich mistech. Odkazy:

1. Uvodni video:
https://www.youtube.com/watch?v=qpGDNKgfHHg,

2. Proseminar: http://www.karlin.mff.cuni.cz/

“stanovsk/vyuka/proseminar.htm.


https://www.youtube.com/watch?v=qpGDNKgfHHg
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~stanovsk/vyuka/proseminar.htm
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~stanovsk/vyuka/proseminar.htm

Cyklické grupy — definice, priklady a véta

Definice
Grupa G je cyklicka, pokud ma jediny generator, tj. existuje a € G

takové, ze
G =(a)={a"| kez).

Priklady

2mik

o {en | keZ} <C*jecyklickd (samotna grupa C* ale nenil).
.« Zi=(2),Z5=(3), Zi = (2 ...

Véta 4.6 Je-li T téleso a G konecna podgrupa T*, pak je G
cyklicka.

Dukaz: pristé.



Cyklické grupy az na isomorfismus

Véta 3.7 Kazda cyklickd grupa (G,-, ~1,1) je isomorfni bud

e grupé (Z,+,—,0) nebo
e grupé (Zn,+,—,0) pro néjaké n > 1.

Diikaz: Podle predpokladu je G = (a) = {a* | k € Z}.

Pfipad €. 1: ord(a) = c0. ¢: Z — G, k — a¥ je grupovy
homomorfismus (tvrzeni 1.2) a je urdité na.
Pokud a* = a’ pro k > I, pak ak=! =0, tedy
k — | = 0 protoze a ma nekonecny rad. Tj. ¢ je
isomorfismus.

Pfipad €. 2: ord(a) = n < co. Nejdfiv se ukaze, ze a
pro kazdé k € Z. Pak se podobné jako vyse ukdze, ze
©: Zn — G,k — a¥ je isomorfismus.

k:ak mod n



Diskrétni logaritmus

Z véty 4.6 pro kazdé prvocislo p existuje a € Z, (tzv. primitivni
prvek Zp) a isomorfismus grup
¢: Lp-1 — L,

k s ak.

Vypocet zobrazeni ¢ lze efektivné implementovat na poditaci:

1. Napiseme k ve dvojkové soustavé: k = 261 22 ... 4 2€r,
r < log,(k).
2. Spocitame mocniny v Zp:
ao=a, ap = a%, a2 = (a%)%, ..., a,-+1:a,2,
3. Pak a¥ = ag, - ae, - - - 3., (mod p).
Obecna efektivni implementace zobrazeni o : Zp — Zp—1 neni

znama! Tj. pro dané b € Z;, neumime najit k € Z,_1 takové, ze
b= ak (mod p) (tzv. diskrétni logaritmus b pfi zakladu a). 10



Diffieho-Hellmanova vyména klica

Cil: Alice a Bob se maji pres nezabezpeceny kanal shodnou na
spole¢ném tajném klici.
Postup:
1. A a B se verejné dohodnou na (velkém) prvocislu p a
generatoru a grupy Zj,.
2. A si zvoli tajné Cislo n € Z,_1 a posle B prvek a" € Z,,.
3. B si zvoli tajné Cislo m € Z,_1 a posle A prvek a™ € Z,.

4. Pak A i B jsou ze zaslanych Gdaji schopni vypocitat prvek
a™ = (a™)" = (a")™ € Zy. Tento prvek bude jejich tajny klic.

Utoénik odposlouchavajici komunikaci se dozvi p a trojici prvki
(a,a",a™) ze Zp. Neni z téchto dat znam efektivni vypocet a™"

(tzv. Diffieho-Hellmandv problém). "



