SBIRKA ULOHA Z ALGEBRY, VERZE 2022

DAVID STANOVSKY

Jde o narychlo spichnuty kompilat ze starsi sbirky. Jeji struktura uz davno neodpovida
soucasnému kurzu. S ohledem na poptavku po pocetnich tlohéch davam ven to, co zrovna
mam, snad je lepsi tohle, nez viibec nic. Prosim, méjte na paméti, ze

e ne vsechna témata a typové tlohy jsou zde zastoupeny,

e nékterd témata jsou zastoupena zbytecné mnoho, néktera jsme ani nedélali (ne
vSe jsem zvladl promazat),

e Fazeni Uplné neodpovida sledu prednasky,

e spousta tloh ma marginalni smysl (ale nemam to ted ¢as t¥idit),

e nékteré tlohy mohou byt chybné zadané, feseni taky nemusi byt spravné.



I. Délitelnost

1. ELEMENTARNI TEORIE CISEL

Dokazte, ze 7 | n” — n.
Dokazte, ze 9 | 4" + 6n — 1.

Dokazte, 7e 1+ 2+ ... +n = Mo,

Dokaite, ze 1% + 3% + 5% + ... + (2n — 1)? = "@r=lCntl),
* Sec¢tote fadu 12 + 22 + ... + n2. [N]
* Sectéte fadu 13 + 23 + ... +n3. [N]

. Dokaite, ze § — & + 55 — 95 + ... + (=1)"T1gk = §(2 + (—1)"T32),

8. Spoctéte NSD(1023,96) a NSD(168,396). V obou pfipadech najdéte koeficienty z
Bézoutovy rovnosti. [R]
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9. Spoctéte posledni cifru ¢isla 999" [R]

10. Dokazte, 7e 13 | 162 + 29?1 + 4222,

11. Najdéte vSechna x € Z spliujici a) 6z = 9 (mod 21), b) 10x = 5 (mod 21), ¢)
26°z = 16 (mod 11). [R]

12. General Chuan-wen poslal do bitvy tisic vojaki. Po bitvé chtél zjistit, kolik se jich
vratilo. Nechal je tedy nastoupit do fad po péti a zjistil, ze tti zbyli stranou. Pak je nechal
nastoupit do fad po Sesti, to zbyli také t7i, a pak jesté po sedmi, to zbylo Sest. Nakonec
je nechal nastoupit po jedenacti a nezbyl zadny. Kolik vojakt ptezilo bitvu? [R]

13. Skupiné tfinacti piratd se podafilo uloupit bednu zlatych minci. Zkusili je rozdélit
rovnym dilem na tfinact hromadek, ale deset minci jim zbylo. O zbylé mince se strhla
rvacka, pri niz jednoho pirata propichli. Prestali tedy bojovat a zkusili mezi sebe znovu
rozdélit mince rovnym dilem. Tentokrat zbyly tfi mince, o které opét zacali bojovat. V
boji zahynul dalsi pirat a tak si ostatni opét zkusili mince spravedliveé rozdélit, tentokrat
uspésné. Kolik bylo nejméné minci, které pirati ukradli? [R]

14. Najdéte vSechna (celo¢iselnd) FeSeni soustavy z = 3 (mod 11), x = 6 (mod 8),
x =14 (mod 15). [R]

15. Najdéte vSechna Feseni soustavy 2z = —1 (mod 3),3z =2 (mod 5), 3z =6 (mod ).
[R]

16. Najdéte vSechna feSeni soustavy 2z =3 (mod 6), 2z =1 (mod 5). [R]

17. Najdéte vSechna feSeni soustavy 2z =4 (mod 6), 2z =1 (mod 5). [R]

18. * Bud ay,...,ax, n, b pfirozena ¢isla, polozme d = NSD(ay, ..., ag,n). Dokazte, Ze
kongruence a;x; + ...+ axry = b (mod n) ma feSeni pravé tehdy, kdyz d | b.

19. Dokazte, ze 11 | 32000 4 42002 4 52001 [R]

20. Dokazte, 7e 13 | 260 + 730, [R]

21. Spoctéte 121121 mod 18 a 12727 mod 129. [R]

22. Spoctéte 133" + 15" mod 17.

23. Spoctéte 2° mod 13, kde ¢ je soucasny letopodcet.
2



7

56
24. Spoctéte 28 mod 9. [R]

3

3
25. Spoctete 33°  mod 28. [R]

11

26. Spoctéte 35" mod 35. [R]

3
27. Spottéte posledni cifru dsla 25 . [R]
28. Spoctéte posledni dvé cifry ¢isla 878 . [R]
29. Spoctéte a'®' mod 125 v zavislosti na a € Z. [R]
30. * Dokazte, ze pro libovolné n je &slo 22" + 3 slozené. [N]
31. Dokazte, ze 5 | n® + 2n” + 3n3 + 4n pro kazdé n € N. [R]
32. Reste v Z rovnici 2° + z + 2y =1 (mod 7). [R]

33. ** Necht n = pq, kde p, ¢ jsou lichd prvocisla. Dokazte, Ze pro kazdé a nesoudélné
s n mé rovnice 72 = a (mod n) z4dné nebo pravé ¢tyfi feseni. (Jingmi slovy, existuje-li
néjaké druhd odmocnina z @ modulo n, pak jsou tyto odmocniny pravé ¢tyfi.) [?]

34. Bud p prvocislo a a € Z. Dokaite, 7e pokud a®> = 1 (mod p), pak a = 1 (mod p)
nebo a = —1 (mod p).

35. * Dokazte, ze ¢islo p je prvodislo pravé tehdy, kdyz
(p—1D!'=-1 (mod p).

[Wilsonovo kritérium| [N]

2. OBORY POLYNOMU

36. Najdéte v oboru Z[z] idedl, ktery neni hlavni. [R]
37. Bud R obor integrity. Najdéte v oboru Rz, y] idedl, ktery neni hlavni. [R]

38. Uvazujte obor Z[x]. Pro¢ zobrazeni f — 1+ deg f neni Eukleidovskd norma? Uvedte
protiptiklad na Bezoutovu rovnost. [R]

39. Zjistéte, za jakych podminek v Z[z]| plati 2™ — 1 | 2™ — 1. [R]

40. Spoctéte v oboru Z[z| zbytek po déleni polynomt 2™ — 1 a 2™ — 1. [R]

41. Spoctéte v oboru Z[z] NSD polynomi 2" — 1 a 2™ — 1. [R]

42. * Zjistéte, zda plati néasledujici tvrzeni pro libovolny obor integrity R a f € R[z]:
jestlize x — 1| f(a™), pak 2™ — 1| f(«™). [N] [R]

43. * Dokazte, ze pro zadné n > 2 neexistuji nenulové polynomy f, g, h € Z[z| spliujici
f"+g" = h™. V feSeni miizete vyuzit Velkou Fermatovu vétu, ktera rika, ze neexistuji
zadna nenulova celd ¢isla s touto vlastnosti. [R]

44. Urdete takové a € C, pro nez mé polynom f = 228 —25—11z*—23+azr?+2az+8 € C[z]
koten 2. [R]

45. Najdéte polynom v Z[z], mezi jehoz kofeny jsou &isla 3, ¢ a 2 —i. [R]

46. Najdéte polynom f v Z[z] stupné 3 splijici x — 1| fa f(2) = f(3) = f(4). [R]
47. Najdéte komutativni okruh R a polynom f € R[z]| stupné 2 s vice nez dvéma kofeny
v R. [R]

48. Uvazujte nekomutativni téleso kvaterniont H a najdéte polynom f € H|x] stupné 2,

ktery mé vice nez dva korfeny. [R]
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49. * Spoctéte determinant matice A = (ay;)7 -, kde a;; = ugfl au,...,u, €R. Navod:
uvazujte determinant jako polynom nad proménnymi wuq,...,u,. [tzv. Vandermondiv
determinant| [N] [R]

50. Najdéte vSsechny racionalni kofeny polynomi

(a) 223 — 22 + 3,

(b) 1225 + 8z° — 852 + 152 + 552? 4+ x — 6,

(c) 427 — 1625 + 2° + 552 — 3523 — 382% + 127 + 8.
[R]

51. Je polynom 2z* + 4 ireducibilni v oborech C[z], R[z], Q[z], Z[z], Zs[x]? [R]

52. Jsou polynomy z* + 3z — 2, 42? — 1 a " + 2 ireducibilni v oboru Z[x]? [R]

53. Najdéte vSechny ireducibilni polynomy a) v C[z], b) v R[z]. [R]

54. Najdéte vSechny ireducibilni polynomy a) v Zs[z] stupné < 5, b) v Zs[z| stupné < 4.
55. * Bud p prvocislo. Dokazte, Ze je-li a generator grupy Z;, pak je polynom z* —z +a
ireducibilni v Z,[z]. [?] [N]

56. Zjistéte, zda plati nasledujici tvrzeni pro kazdé f € Qz] a a € Q: jestlize f je
ireducibilni, pak f(x + a) je ireducibilni. [R]

57. * Dokazte, Ze pro kazdé prvocislo p je polynom ﬂf :11 ireducibilni v Z[x]. [N]
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58. Rozlozte polynom z* — 22 — 2 na souéin ireducibilnich prvki v oborech C[z], R[z],

Q[x], Zs|x], Zs[z]. [R]

59. RozloZte na soucin ireducibilnich prvkd v oboru Z[z] nasledujici polynomy: z* + 1,
42+ 1, 2t + 23+ 2% + 2+ 1, 222 + 92 + 10. [R]

60. RozloZte na soucin ireducibilnich prvkia v oborech Z[z] a Q[z] nasledujici polynomy:
203 + 422 — 20 + 4, 223 4+ 32% + 22 + 3. [R]

61. RozloZte na soucin ireducibilnich prvki polynom z° + 3z3 + x + 3 v oboru Zs[z|. [R]
62. Rozlozte na soucin ireducibilnich prvkii v oboru Zs[x] nésledujici polynomy: x?® +
224+ 2, 25+ a2 —x+ 1,25+ 1. [R]

63. Rozlozte na soudin ireducibilnich prvké polynom 2z° + z* — 2z
oborech Z[x] a Zs|x]. [R]

64. * Rozlozte na soucin ireducibilnich prvki a) polynom ' — 1 v oboru Zs[z], b)
polynom x® — 1 v Zs[z]. [R]

3?2 —dxr —2v

65. Spoctéte NSD(x? + 223 + 2% + 2, 225 + 2* 4+ 2 + 2) a koeficienty z Bézoutovy rovnosti
v oboru Zs[z]. [R]

66. Spoctéte a) NSD(x? + 322 + 4z, 222 — 22 — 4), b) NSD(2* + 1,23 — 1), ¢) NSD(2* —
32 —2x + 4,23 — 2 — x + 1) v oboru Q[z]. [R]

67. Spoctéte NSD (223 + 1,z — 23 + 22% — x — 1) v oborech Q[z] a Z3[x]. [R]

68. Spoctéte a) NSD(z* — 223 + 22 + 1,23 — 2 + 2), b) NSD(2% + 2® + 22 — 22 + 2,25 +
2 + 2x* 4+ 23 + 222 — 22 — 1) v oboru Zs|x]. [R]

69. Spoctéte NSD(z% — 2t — 2% 4+ 1, 2* 4 32 + 32 + 3z + 2) v oborech Q[z] a Zs[z]. [R]
70. Zjistéte ndsobnost kofene —1 polynomu z° — ax? — ax + 1 € Q[x] v zévislosti na
parametru a € Q. [R]

71. Najdéte vSechna a,b € Q takova, Ze polynom (z — 1)? déli v Q[z] polynom az"™* +
bx™ — 1. [R]
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72. Najdéte vSechna a,b € Q takova, Ze polynom z° + az® + b ma dvojnisobny kofen v
Q. [R]
73. Zjistéte nasobnost

(a) koFene 1 v polynomu z* 4 22° + 22 + 3z + 3 € Zs[x];

(b) kofene 6 v polynomu z* + 3z* — 22 + 3z — 1 € Zz[z];

(c) kofene 1 v polynomu z* + 2® + 2z + 2 € Z;|z].
[R]
74. Najdéte vSechny aspoil dvojnasobné koieny polynomu x° + 725 + 1824 4 2523 + 2522 +
8r — 12 v Q. [R]
75. Najdéte viechny asponi dvojnasobné koieny polynomu % — 23 — 22 + 2 +1 v C. [R]
76. * Najdéte viechny aspon dvojnasobné kofeny polynomu x%462541524 42023 +122%—4
v Q. [N]
77. Polynom z* + 2ix3 + 2? + 2iz + 1 € Clx] ma v C dvojndsobny kofen. S vyuZitim této
vlastnosti jej rozlozte na ireducibilni ¢initele. [7]

3. CISELNE OBORY

78. Spoctéte prvky grup Z[i]*, Z[iv/2]* a rozlozte tyto grupy na souéin cyklick§ch grup.
[R]

79. Vsimnéte si, Ze grupa Z[v/2]* je nekoneéna a najdéte v ni prvek nekoneéného Fadu.
[R]

80. ** Je grupa Z[v/2]* koneéné generovana? [?] [N]

81. Rozlozte v Z[i] na sou¢in ireducibilnich prvkia nésledujici ¢éisla: 4 + 24, 54, 1 — 51, 6,
11. [R]

82. * Dokaite, ze ¢islo a + bi, a,b # 0, je ireducibilni v oboru Z[i] pravé tehdy, kdyz je
a® + b% prvodislo. [N1 [R]

83. Dokazte, Ze pokud je p prvocislo a p = 3 (mod 4), pak je ireducibilni v oboru Z[i].
[R]

84. ** Dokazte, ze pokud je p prvocislo a p = 1 (mod 4), pak neni ireducibilni v oboru
Z[i]. V]

85. Rozlozte v Z[iv/2] na souéin ireducibilnich prvki nasledujici ¢isla: 1 + 3iv/2, 5, 2 +
2iv/2. [R]

86. Oveite, ze prvky 2,v/5 + 1,4/5 — 1 jsou ireducibilni v oboru integrity Z[v/5] a ze
24 V5 +1. Protoze 4 =2-2 = (v/5+1) - (v/5 — 1), obor Z[v/5] neni Gaussovsky.

87. S vyuzitim predeslé tlohy najdéte v oboru Z[v/5] a) ireducibilni prvek, ktery neni
prvocinitel, b) prvky a, b, pro néz neexistuje NSD(a, b). [R]

88. Dokazte, Ze obor Z[iv/3] neni Gaussovsky. [R]

89. Dokazte, ze pravé definovana q¢,r spliuji a = bg + r a v(r) < v(b). (Tedy ze v je
skuteéné Eukleidovska norma na Z[i].) [R]

90. Dokaite, ze obory Z[iv/2] a Z[w] jsou Eukleidovské. Zde w = ¢*™/? znai komplexni
tieti odmocninu z jedné. [R]

91. * Dokaite, Ze obory Z[v/2] a Z[/3] jsou Eukleidovské. [N]

92. Spoctéte v Z[i] NSD a NSN ¢isel a) 3 44,4+ 2i, b) 3+6¢,12 — 34, ¢) 5+ 3i, 13+ 18¢
d) 85,1+ 13i. [R]
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93. Zjistéte, zda je mnozina {a € Z[i] : 3+ 6i | a a 12 — 3i | a} a) idedl, b) hlavni ideél
oboru Z[i]. Pokud ano, najdéte generator. [R]

94. Zjistéte, zda je mnozina {a € Z[i] : 4 | v(a) a 7 — 3i | a} a) idedl, b) hlavni ideél
oboru Z[i]. Pokud ano, najdéte generator. [N] [R]

4. KONECNA TELESA

95. Napiste tabulku s¢itani a nasobeni ¢tyiprvkového, osmiprvkového a devitiprvkového
télesa.

96. Uvazujme téleso Fio5 = Zs[z]/x® + z + 1. Spoctéte [3x? + 4z + 1] + [222 + 4], [32? +
4z +1] - [22% + 4] a [z]7. [R]

97. Uvazujme téleso Fg; = Zs[z]/z* + 2 + = + 1. Spoctéte [z* + 222 + [22% + 1], [2% +
22%) - [22% + 1] a [z + 1]71. (Ovéite, Ze je polynom z* + 2% + x + 1 skute¢né ireducibilni v
Zslx].) [R]

98. Najdéte primitivni prvky télesa Fg = Zy[z]|/2% + = + 1. [R]

99. Najdéte primitivni prvky télesa Fg = Zs[x]/x* + 1. [R]

100. Najdéte primitivni prvky télesa Fig = Zo[z]/z* + = + 1.

101. Kolik podtéles ma téleso F,2? [?] [R]



1I. Grupy

1. PRIKLADY A ZAKLADNI VLASTNOSTI

102. Rozhodnéte, zda pro danou mnozinu A a danou operaci (oznacme ji zatim x) existuji
operace ' a konstanta e tak, aby (A, ,’, e) byla grupa. Které z téchto grup jsou abelovské?

(1) A=Q, operace -.

A = Q, operace * definovand a * b = |a - b|.

Q {0}, operace o definovand aob=a-bproa>0aaob= ¢ proa <0.
Z, operace * definovana a x b = a + (—1)%b.

M, (Q), operace +.

M, (Q), operace -.

L,(Z), operace -.

(X), operace N.

(X), operace U.

(X), operace A definovand UAV = (U N V) U (V N\ U).

Zde P(X) zna¢i mnozinu vSech podmnozin dané mnoziny X. [R]

SN N N N e N e S
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103. Bud G = (G, x*,’,e) grupa a a € G. Definujme novou operaci na G predpisem
x oy = zxax*y. Dokazte, Ze existuji operace ” a konstanta u tak, aby (G,o,” u) byla
grupa. [R]

104. Bud G = (G, *,’,e) grupa a a, b, c € G. Spoctéte viechny x € G takové, Ze c* ((a® *
x)*x ) = x b [R]

105. Dokazte, Ze Z je skute¢né grupa. Najdéte a) prvek 107! v grupé Zj,, b) prvek 20~
v grupé Zg,. [N] [R]

106. Dokazte, ze v kazdé grupé sudého fadu existuje prvek radu 2.

107. Dokazte, ze kazda grupa, ve které maji vSechny prvky rad 1 nebo 2, je abelovska.
108. * Bud G = (G, *,,e) grupa a a jeji prvek fadu mn, kde m, n jsou nesoudélné. Pak
existuje b, c € G takové ze a = bxc a |b| déli m a |c| déli n. [N] [R]

109. Bud G = (G, x, ,e) grupa a a,b jeji prvky koneéného fadu spliujici a x b = b * a.
a) DokaZte, Ze a * b je konetného fadu a |a * b| déli NSN(|al, |b]). b) * Jsou-li |al, |b|
nesoudélné, dokazte, ze |a * b| = |a| - |b].

110. Dokazte, ze podmnozina H C G tvoii podgrupu grupy G = (G, ,’, e) pravé tehdy,
kdyz a x b’ € H pro kazdé a,b € H. [R]

111. Dokazte, ze konecnd podmnozina H C G tvoifi podgrupu grupy G = (G, *,’, e)
pravé tehdy, kdyz a x b € H pro kazdé a,b € H.

112. Je pravda, ze prvky kone¢ného radu vzdy tvoii podgrupu dané grupy? [R]

113. Je pravda, ze prvky kone¢ného tadu vzdy tvoii podgrupu dané abelovské grupy?
[R]

114. Bud G = (G, *,’, e) grupa a A B jeji podgrupy. Dokazte, ze a) AN B tvoii podgrupu,
b) AU B tvoii podgrupu pravé tehdy, kdyz A C B nebo B C A;¢c) AB={axb:a €

A,b € B} tvoii podgrupu pravé tehdy, kdyz AB = BA.
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115. * Bud G kone¢na grupa a A,B jeji podgrupy. Dokazte, ze |A|-|B| = |ANB|-|AB]|.
116. Bud G grupa velikosti p*, p prvoéislo. Dokazte, Ze G obsahuje prvek fadu p. [R]

117. Bud G = (G, *,’,e) grupa a A, B jeji podgrupy. Dokazte, ze

(AUB) ={a; xbyx...xa, *b, :ay,...,a, € A, by,..., b, € B}.

118. Bud G, Gyq,..., G, abelovské grupy a f; : G;, — G, ¢ = 1,...,n, homomorfismy.
Dokazte, ze zobrazeni

f:Gix..xG,—= G, (a1,...,a,) > fi(ar) *...% fu(a,)

je také homomorfismus.

119. Bud G = (G, x,’,e) grupa. Dokazte, Ze zobrazeni G x G — G, (z,y) — x xy, je
homomorfismus pravé tehdy, kdyz je G abelovska.

120. Dokazte, Ze zobrazeni x +— z’ je automorfismus grupy G = (G, *,’, e) pravé tehdy,

kdyz je G abelovska.

121. Dokazte, Ze zobrazeni x +— x x x je endomorfismus grupy G = (G, *,’, e) pravé
tehdy, kdyz je G abelovska.

122. Bud G = (G, *,’,e) grupa a ¢ : G — G zobrazeni. Dokazte, ze ¢ (xxy) = ¥ (y)*¢(z)
pro kazdé z,y € G pravé tehdy, kdyz existuje endomorfismus ¢ grupy G takovy, ze
¥(x) = (z’) pro vSechna = € G. [N]

123. Bud A a B normaélni podgrupy grupy G. Dokazte, ze AB = {ab: a € A,b € B}
tvori normdlni podgrupu grupy G. Déle dokazte, Ze pokud AN B = {1} a AB = G, pak
G ~ G/A x G/B. Néavod: Uvazujte homomorfismus x — (zA, 2B). Obtizné je dokazat,
7e je toto zobrazeni na. K tomu se hodi pozorovani, ze pro kazdé x € GG existuje b € B
takové, ze A = bA a analogicky pro xB.

124. Dokazte, Ze grupa Zj, neni cyklicka pro zadné k > 2. [N]

125. Necht ¢ : G — H je izomorfismus grup. Dokazte, Ze pro kazdé a € G plati
|a| = [p(a)]. [N]

126. Najdéte dvé neizomorfni grupy, které maji stejny pocet prvki vSech fada. [R]

127. * Najdéte dvé konecéné neizomorfni grupy, které maji stejny pocet prvki vsech fadu.

[?]

128. Dokazte, ze grupy uvedené v tabulce malych grup jsou navzajem neizomorfni.
129. Dokazte, Ze neexistuji jiné dvou, tii a ¢tyfprvkové grupy (az na izomorfismus). [N]
130. * Dokazte, Ze neexistuji jiné Sestiprvkové grupy (az na izomorfismus). [N]

131. ** Dokazte, Ze neexistuji jiné osmi a devitiprvkové grupy (az na izomorfismus).

132. Dokazte, ze relace definovana x ~ y < z,y jsou konjugované, je ekvivalence na
mnoziné G. Jak vypada v pripadé, ze je G abelovska?
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2. CYKLICKE A ABELOVSKE GRUPY

133. Spoctéte a) fad prvku 60 v grupé Zgs, b) fad prvku 18 v grupé Zsz, ¢) fad prvku
11 v grupé Zjy,, d) fad prvku 7 v grupé Z;i,. [R]

134. Urcete, kolik prvki kterého fadu obsahuji grupy a) Zig, b) Zi,.

135. Urcete, kolik prvki kterého fadu obsahuji grupy a) Zay, b) Z3,.

136. Pro kazdé n € NU {oco} najdéte v grupé C* prvek fadu n. [R]

137. * Dokazte, Ze pokud k | n, pak grupa Z, obsahuje pravé (k) prvka fadu k, kde ¢
je Eulerova funkce.

138. Sectéte >y, (k). [N] [R]

139. Rozhodnéte, zda mnozina {z € C : |z| = 1} tvoii podgrupu grupy a) C, b) C*. [R]
140. Rozhodnéte, zda iracionélni ¢isla tvofi podgrupu grupy a) R, b) R*. [R]

141. Dokazte, ze libovolné dvé vlastni podgrupy grupy Q maji netrivialni prinik. Plati
toto tvrzeni i pro grupu R? [R]

142. Dokazte, ze Q = ({% :n € N}). Existuje néjakd koneénd mnozina generatoru této
grupy? [R]

143. Spoctéte prvky podgrup (28,63)7 a (15,18,40)z. [R]

144. Spoctéte prvky podgrup (18,33,69)g, (3)g, (3,2)g a (3, 2)g. [R]

145. Spoctéte prvky grup (i)c-, (—3 + ‘/750(@* a (2,i)c+. [R]

146. Dokazte, ze Z,, = (a) pravé tehdy, kdyz jsou a,n nesoudélné. [N]

147. * Uzitim pfedchoziho cviceni dokazZte, Ze grupa Z, obsahuje pravé ¢(k) prvka fadu
k, pro kazdé k | n.

148. Uzitim piedchoziho cviceni sectéte fadu >, (k). [R]

149. * Spoctéte vSechny podgrupy grupy Z.
150. Spoctéte vSechny podgrupy grup Zs, Zqo a Zs,.
151. Spoctéte vsechny podgrupy grup Z:, 7% a Zj.

152. Dokazte, ze podgrupa aZ, = {ax modn :x =0,...,n— 1} grupy Z, je generovana
prvkem NSD(a,n). [N]
153. Uzitim piredchoziho cviceni dokazte, Ze podgrupy grupy Z, jsou pravé aZ,, a | n.
154. Ktera z nasledujicich zobrazeni jsou homomorfismy Z — Z7?
r—3r;, z—x+3 -2 -1, -0
[R]
155. Ktera z nasledujicich zobrazeni jsou homomorfismy C* — R*?
v 3, e o) 4+3; ae a1 2 1)|7]

[R]
156. Ktera z nasledujicich zobrazeni jsou homomorfismy?

Zy — C*, a % Zs — C*, a v+ i% 7Z — C*, a+i®
[R]
157. Ktera z nasledujicich zobrazeni jsou homomorfismy?

7y X Ls — Zs, (a,b) — b% Zz— Ay, a—(124)0(132)%0(142)
9



[R]

158. Rozhodnéte, pro ktera celd ¢isla n je zobrazeni z — 2" endomorfismus grupy Q*.
Pro ktera n je toto zobrazeni prosté a pro kterd je na? [R]

159. Rozhodnéte, zda je zobrazeni ¢ : Z X Z x Z — Q*, (z,y, z) — 2*3Y12% homomorfis-
mus. Pokud ano, spoc¢téte jeho jadro a obraz. [R]

160. Najdéte v8echny homomorfismy a) Z — Z, b) Z — Zy, ¢) Z, — Z. [R]
161. Najdéte vSechny homomorfismy a) Zi5 — Zg, b) Z¢ — Z5 ¢) * Zpp — Zy. [R]
162. Najdéte v8echny homomorfismy a) Zo X Zg — Z4, b) Zy — Zo X Zs.

163. Najdéte a) vSechny endomorfismy grupy @Q, b) vSechny spojité endomorfismy grupy
R, ¢) * n&jaky nespojity endomorfismus grupy R. [N] [R]

164. Existuje prosty homomorfismus Z — [] Z, ? [R]

p prvoc.

165. Dokazte, ze @, : Z, — C*, k > cos(2wk/n)+isin(27k/n) je prosty homomorfismus.
Co je jeho obrazem? [R]

166. Dokazte, ze C ~ R x R a C* ~ R* x S, kde R* znaci podgrupu R* sestavajici z
kladnych ¢isel a S znaci podgrupu C* sestavajici z ¢isel s absolutni hodnotou 1. [R]
167. Dokazte, ze grupy Zm, a Zm, X Z, jsou izomorfni pravé tehdy, kdyz jsou m,n
nesoudélné. [N]

168. Zjistéte, které z nasledujicich grup jsou izomorfni: Z, Z x Z, Q. [R]

169. Zjistéte, které z nésledujicich grup jsou izomorfni: Q, Q*, Q" (jako podgrupa Q*).
[R]

170. Zjistéte, které z nasledujicich grup jsou izomorfni: R, R*, RT (jako podgrupa R*).
[R]

171. * Dokazte, ze grupy QF a (Z[z],+, —,0) jsou izomorfni (zde Z[z] zna¢i mnozinu
vSech celo¢iselnych polynomi). [N] [R]

172. * Bud H podgrupa grupy R takovd, Ze v kazdém omezeném intervalu redlnych ¢isel
se nachazi pouze konecné mnozstvi prvka grupy H. Dokazte, ze H ~ Z. [N] [R]

173. Rozhodnéte, zda jsou grupy Z3, Z;,, Z;s cyklické. Pokud ano, najdéte néjaky gene-
rator.

174. Dokazte, ze grupa QQ neni cyklicka, ale kazda jeji kone¢né generovana podgrupa je
cyklicka.

175. Rozhodnéte, zda je kazda konecnd podgrupa grupy C* cyklicka. [R]

176. Dokazte, ze grupa Z,, X Z, je cyklicka pravé tehdy, kdyz jsou m, n nesoudélné. [N]

177. * Dokazte, ze kazda podgrupa cyklické grupy je cyklicka. [N]

178. Bud G abelovskd grupa takova, ze kazda jeji podgrupa je cyklickd. Musi byt G
cyklicka? [R]

179. Dokazte, ze konecna n-prvkova cyklicka grupa ma pravé jednu podgrupu velikosti
k pro kazdé k | n.

180. Bud G = (G, %,’, ) kone¢na n-prvkova cyklické grupa a a,b € G. Dokaite, Ze pokud
k x a =k x b pro néjaké k nesoudélné s n, pak a = b.

181. * Bud G = (G, *,’,e) = (a) konecna n-prvkova cyklickd grupa. Dokazte, ze G =

(k x a) pravé tehdy, kdyz je k nesoudélné s n.
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182. Bud G = (G, x,’,e) = (a) cyklickd grupa. Dokazte, Ze a) endomorfismy grupy G
jsou pravé vSechna zobrazeni x — k X x, k € Z; b) automorfismy grupy G jsou pravé
vSechna zobrazeni x — k X x takova, ze G = (k X a).

183. Bud G konecné abelovska grupa a p prvocislo takové, Ze p | |G|. Dokazte, ze grupa
G obsahuje prvek radu p.

184. Rozlozte nasledujici grupy na soucin cyklickych grup: Zf, Z3,, Z5,, Zss, 7, Zss.
[R]

185. Spoctéte vsechny podgrupy grup Zj, a Zj,.

186. Najdéte m # n takova, ze Z!, ~ Z. [R]

187. * Dokaite, Ze pro k > 1 je Z}, ~ Zgr—2 X Zy. [N]1[?]

3. PERMUTACNI GRUPY

1234567

188. Rozlozte na cykly permutace ( 4 3 2716 5

[R]

189. Reste v S5 rovnici (1 32)omo (352)(14)=(24)(15). [R]

190. Najdéte vSechny permutace m € S; takové, ze a) 72 = (1 2 3)(4 5 6), b) 7! =
(1234567),c)x%=(1234). [R]

191. * Charakterizujte vSechny permutace © € S,, takové, Ze existuje o € S, tak, aby
= o2 [R]

192. Bud (a; as ... ay) a (b by ... b,) dva cykly, které maji spoleény pravé jeden
prvek. Dokazte, Ze jejich slozeni je také cyklus.

)a(234)o(125)o(3617).

193. Bud 7w = (a; as ... a,) € S,. Najdéte vSechny permutace o takové, ze roo = ogom.
194. * Bud 7 = (a3 az ... a) € Sy, 1 < m < n. Dokazte, ze pokud moo = oo,
pak ¢ = 7% o 7 pro n&aké k € N a permutaci 7 takovou, Ze 7(a;) = a; pro vechna
1=1,...,m.

195. * Necht m € Sys. Dokazte, ze existuji permutace p, o sestévajici z tfinacti cykla
délky 2 spliiujici m = p o o pravé tehdy, kdyz = mé sudy pocet cykli kazdé délky. [Jde
o tzv. Rejewského vétu, uzitou pfi feseni Enigmy; ¢islo 26 zde zastupuje pocet pismen
némecké abecedy.]

3
4

W

n n—1 ... 1
kde 7 je soucasny letopocet. [R]

196. OznaémeW:(l 2 n)aa:(; g ?).Spoététeﬂ’"aar,

197. Bud 7 € 9, libovolnd permutace. Popiste, co je nejmensi k > 0 takové, ze 7* je
identita (tj. fad = v grupé S,,). [R]

198. Obsahuje a) grupa Sg prvek fadu 157 b) grupa Sg prvek fadu 167 ¢) grupa A, prvek
fadu 107 d) grupa Ag prvek fadu 67 Pokud ano, uvedte priklad. [R]

199. Jaky je nejvétsi mozny fad v grupé a) Sy, b) Sz, ¢) S19? Uvedte piiklady takovych
permutaci! [R]

200. Urcete, kolik prvka kterého fadu obsahuji grupy a) Dis, b) Ay, ¢) * Dy,. [N] [R]
201. * Obsahuje grupa S,, vice prvku lichého fadu, nebo sudého fadu? [?]

202. * Dokazte oba vzorce na vypocet znaménka permutace.

1234567

4 7 a 6 b1 5
11

203. Najdéte a, b tak, aby permutace ( ) byla licha. [R]



204. Uvazujte permutaci © € S,, danou vzorcem 7(i) = ((i + 1) mod n) + 1. Rozlozte
tuto permutaci na cykly a spoctéte jeji znaménko pomoci obou uvedenych vzorca. [R]

205. Spoctéte znaménko permutaci

) 1 23456 ... 31—-2 3n—1 3n
a 23156 4 3Sn—1 3n 3n—2)°
b) 1 2 3 n n+1 n+2 ... 2n
2 4 6 om 1 3 ... oan—1
[R]
206. Bud
(123456789
97 \3 4721986 5)
(123456789
T \521438769)
(123456789
Y=\l8 1463759 2)
1344

12007_—3)17 23 (U_23

Spoctéte permutace (o ov® a 00) a spoCtéte znaménko permutace

(0307 1B o g0 (v 0 7)72

207. Rozhodnéte, zda existuje permutace o € Sy takova, ze (g0 (12 3))%0(c0(234))? =
(1234). [R]

208. Dokazte, ze je kazda permutace fadu 20 v S licha.

209. * Charakterizujte feSitelné a nefesitelné pozice hry 15 (ndpovéda: znaménko per-
mutace).

210. Ozna¢me m = (12 3)(456 8) ao = (8214 3)(75). Spoctéte T oo om . [R]
211. Ozna¢me 7 = (8 743 12)(56)ac = (134)(295 7)(86). Spoctéte 7200 o 2.
[R]

212. Jsou permutace (1 2 3) a (1 2 4) konjugované v grupé S,? Jsou konjugované také
v grupé A,? Pokud ano, naleznéte prislusnou permutaci, ktera je konjuguje. [R]

213. Jsou permutace (1 3)(2 8 6)(4 7) a (1 2 8)(3 7)(5 4) konjugované v grupé Sg?
Jsou konjugované také v grupé A;? Pokud ano, naleznéte piislusnou permutaci, ktera je
konjuguje. [R]

. (1 2 3 45 6 7). Lo, .
214. Napiste permutaci ( 95 1 7 3 46 ) jako slozeni transpozic. [R]

— DN

i (1 345 6 7). L, . .
215. Napiste permutaci ( 9 573 46 > jako sloZeni a) transpozice, b) troj-
cykli.
216. Dokazte, ze kazdou permutaci lze rozlozit na transpozice. [R]

217. Dokazte, ze kazdou sudou permutaci lze rozlozit na soucin trojcykla. [R]

218. Dokazte, ze Sy = ((12),(23),(34)) a S, =((12),...,(n—1n)).
219. Dokazte, ze Sy = ((12),(1 3),(1 4)) a S, = {((1 2),...,(1 n)).
220. Dokazte, ze Sy = ((12),(1234)) a S, =((12),(12 ... n)).
221. Dokagte, 7e Sy # (1 3), (1 2 3 4)).

{

222. Dokazte, ze S, = .n—1),(12 ... n)).
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223. * Bud T' C S,, mnozina n — 1 transpozic. Oznaéme Gp graf s mnozinou vrcholt
{1,...,n}, kde vrcholy i, j spojuje hrana pravé tehdy, kdyz (i j) € T. Dokazte, ze S,, =
(T') praveé tehdy, kdyz Gr je strom.

224. Dokazte, 7e Ay = ((123),(124)) a A, =((123),(124),...,(12n)).

225. Dokazte, ze A, = ((123),(1 2 ... n)) pron liché a A, = ((123),(23 ... n))
pro n sudé.

226. Dokazte, 7e Dyp = ((1 2 34 5),(1 4)(2 3)) a Dy, = ((1 2 ... n),m), kde 7
je libovolné z osovych symetrii. (Uvazujte Do, jako grupu automorfismi n-uhelnika s

vrcholy oznacenymi postupné 1, 2, ..., n.) [R]
227. * Bud
G={(a1as ... Gy py1), (a1 az ... Ay Gpi2),..., (a1 a3 ... @y ay))s,,

kde 1 < m < n — 1. Dokazte, ze G = S,, pro m liché a G = A,, pro m sudé.

228. Obsahuje grupa a) Sy, b) A, Sestiprvkovou podgrupu? [R]

229. Rozhodnéte, zda a) vSechny osové symetrie, b) v8echna otoceni tvoii podgrupu
grupy Da,. [R]

230. Najdéte vSechny podgrupy grup Ss, A4, Dg a kvaternionové grupy Q. [R]

231. Dokazte, ze sgn je homomorfismus S,, — Zj. (Uvazujte —1 = 2 (mod 3).)
232. Dokazte, ze libovolny automorfismus grupy S,, zachovava znaménko permutace.
233. Bud G = (G, *,’,e) grupa. Dokazte, ze ¢ : G — S, a — L, je vnofeni (tj. prosty
homomorfismus). Zde L, : © + a % x znad¢i levou translaci prvku a. [Tzv. Cayleyova
reprezentace grup.]
234. * Necht n = 2*m, k # 0, m liché. Najdéte vnoteni a) D, < Dy x D,,, b)
Dy: — D, ¢) D,, = D,,. [N] [?]
235. ** Bud G grupa a a € G. Vnoite G do néjaké grupy H tak, aby v H existoval
prvek b takovy, Ze b? je roven obrazu a. [N]
236. Dokazte, ze je podgrupa ((1234)(5678),(1537)(2846))s, izomorfni kvater-
nionové grupé Q. [N]

Automorfismy dané struktury X (algebry, grafu, uspofddané mnoziny, apod.) tvofi podgrupu grupy Sx, znaci
se Aut(X).

Automorfismem grafu G = (V, E) rozumime permutaci ¢ € Sy takovou, Ze

{ryte B < {e(@), o)} € E.

Automorfismem usporddané mnoziny X = (X, <) rozumime permutaci ¢ € Sx takovou, ze

<y & o) <ey).

237. Dokazte, Ze mnozina vSech automorfismti dané algebry A skutecné tvofi podgrupu grupy
S 4. Analogické tvrzeni dokazte pro automorfismy grafi a usporadanych mnozin.

238. Vypiste prvky grup automorfismii t¥iprvkovych grafii, domecku, prasatka, * Petersenova
grafu. S kterymi malymi grupami jsou izomorfni?

239. Vypiste prvky grup automorfismii ¢tverce, pétitthelnika a obecné pravidelného n-tthelnika
(tj. grupy Dg, Djg, resp. Dy,).

240. Najdéte graf na alespoti dvou vrcholech, ktery mé triviadlni grupu automorfismt. [R]
241. Vypiste prvky grup a) Aut(N, <), b) Aut(Z, <). [R]

242. * Uvédomte si, ze Aut(R, <) obsahuje pravé vSechny striktné rostouci spojité realné

funkce. Spoctéte prvky grupy Aut(Q, <). [N] [R]
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243. Vypiste prvky grupy vSech symetrii ¢tyfsténu, krychle, * osmisténu a ** dvanéctisténu.
244. Dokazte, ze grupa symetrii étyfsténu je izomorfni s S4, krychle s Zy x Sy a ** dvanactisténu
S ZQ X A5.

245. Vypiste prvky grupy vsech otoceni ¢tyfsténu, krychle, * osmisténu a ** dvanéctisténu.

246. Najdéte vSechny automorfismy grupy a) Z, b) Q, ¢) Zg x Zg, d) Z4 X Za, €) * Ss. S kterymi
zndmymi grupami jsou izomorfni? [R]
247. Dokazte, ze Aut(Z,) ~ Z}. [R]

248. Dokazte, ze pokud jsou m,n nesoudélné, pak Z* =~ 7Z* x Z. (Toto tvrzeni se da inter-

pretovat jako Aut(Z,, x Z,) ~ Aut(Z,,) x Aut(Z,).)
249. * Dokazte, ze pokud jsou fady grup G,H nesoudélné, pak Aut(G x H) ~ Aut(G) x
Aut(H).
250. Dokazte, ze Aut((Z,)?) ~ GL(d,Z,).
251. Bud G = (G, x,/, e) grupa, a € G a ozna¢me 1), zobrazeni G — G, x — axx *a’. Dokazte,
ze je 1, automorfismus grupy G.

Zobrazeni 1., a € G, z predchoziho cviceni se nazyvaji vnitrni automorfismy grupy G. Tvofi podgrupu grupy
Aut(G), znadi se Inn(G).
252. Dokazte, ze Inn(G) je skuteéné podgrupa grupy Aut(G).
253. Najdéte vSechny automorfismy grupy Sy. Se kterou zndmou grupou je Aut(S,) izomorfni?
(7] [R]
254. ** Dokazte, Ze pro n # 6 jsou vSechny automorfismy S,, vnitini. Navod: 777 [7]
255. ** Dokazte, Ze Sg mé automorfismus, ktery neni vnitini. Navod: 7?77 [?]
256. * Bud G neabelovské grupa. Dokazte, Ze Inn(G) nemize byt koneéna cyklicka. [7]
257. * Bud G grupa. Dokazte, ze Aut(G) nemtize byt cyklickd lichého fadu. [?] [N]

4. MATICOVE A GEOMETRICKE GRUPY

258. Bud T téleso. Rozhodnéte, zda a) SL,(T) < GL,(T), b) GO,(T) < GL,(T), c)
GO, (T) < SL,(T). [R]

259. Dokazte, ze GLa(Z2) = ((9§),(91)). Je tato grupa cyklickd? [R]

260. Dokazte, ze GL,(Q) = (Tij(a), Ei(a) : i,j = 1,...,n, a € Q), kde T;;(a) je matice
s jedickami na diagonéle, a na pozici ij a nulami jinde, a E;(«) je matice s jedni¢kami na
diagonale s vyjimkou pozice ii, kde je prvek a a jinde nuly.

261. * Dokazte, ze SLo(Z) = (Y 3'), (Y 7')).

262. * Dokazte, ze SL,(Z) = (T;j : i,j =1,...,n), kde T;; je matice s jedickami na diagonéle
a na pozici 7j a nulami jinde.

263. Oznacéme G grupu vsech regularnich hornich trojihelnikovych matic n x n nad Q a uva-
Zujme zobrazeni ¢ pfifazujici matici A diagonalni matici se stejnymi prvky na diagonale. Je ¢
homomorfismus G — GL,(Q)? [R]

264. Bud T téleso. Dokazte, ze ¢ : S,, — GL,(T), 7 — (5i’g(j))zj:
du,p = 0 v opacném piipadé, je prosty homomorfismus. Dokazte, Ze obraz tohoto homomorfismu
je podgrupa O, (T). [Tzv. linedrni reprezentace grup.]

265. Najdéte vnoreni grupy C* do GL2(R). [R]

266. * Najdéte vnofeni kvaternionové grupy Q a) do GL2(C), b) do GL4(R). Rozsifte tato
zobrazeni na celou multiplikativni grupu nekomutativniho télesa kvaterniont. [N] [R]

267. Dokazte, ze GLa(Z2) ~ Ss.

Izometrii Eukleidovského prostoru R™ rozumime zobrazeni ¢ takové, ze |¢(z)| = |z|. Ptiklady izometrii jsou
otoceni (rotace), posunuti (translace) a osové symetrie (reflexe).
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Nadale budeme uvaZovat pfedevsim izometrie, které zachovavaji poéatek souradnic, tj. bod (0, ...,0). (Ostatni

izometrie dostanem slozenim s vhodnym posunutim.)

268. Dokazte, ze grupa vSech posunuti v prostoru R™ je izomorfni s grupou R".

269. * Dokazte, ze grupa GO,,(R) je izomorfni s grupou vSech izometrii Eukleidovského prostoru
R"™, které zachovavaji pocatek.
270. * Dokazte, ze grupa SO, (R) je izomorfni s grupou v8ech otoc¢eni Eukleidovského prostoru
R"™ se stfedem v pocatku.

Predchozi dvé dlohy davaji dilezitou geometrickou predstavu ortogonalnich grup. Nadale budeme uvazovat
grupy GO, (R) a SO, (R) jako uvedené grupy izometrii.

Rekneme, e zobrazeni f zachovdvd mnoZinu X, pokud f(x) = x pro kazdé z € X. Otoceni v R™ se nazyva

jednoduché, pokud je rovinné, tj. zachovava (n — 2)-dimenzionalni podprostor.

271. Dokazte, ze kazdy prvek GO, (R), ktery zachovava néjaky k-dimenzionalni podprostor
R™, 1ze napsat jako slozeni n — k osovych symetrii. Tedy grupa GO,,(R) je generovana osovymi
symetriemi. [N]

272. Dokazte, ze slozeni dvou osovych symetrii je jednoduché otoceni. Dedukujte, ze grupa
SO, (R) je generované jednoduchymi otocenimi.

Popis izometrii v prostoru R? lze provést uzitim komplexnich &isel.

273. Dokazte, Ze kazdé otoceni roviny se stfedem v pocatku lze zapsat jako zobrazeni C — C,
z — uz pronéjaké u € C, |u| = 1. Tedy grupa SO2(R) je izomorfni s podgrupou {z € C : |z| = 1}
grupy C*.

274. Dokazte, ze grupa GO2(R) je izomorfni s grupou vsech zobrazeni C — C tvaru z — uz
nebo z — uz pro néjaké u € C, |u| = 1.

275. Popiste vSechny kone¢né podgrupy SO2(R). [R]

Popis izometrii v prostoru R? lze provést uzitim kvaterniont. Pro tyto ucely kvaternion a + bi + c¢j + dk € H

identifikujeme s vektorem (b, ¢, d) € R®. (Tj. reprezentace neni jednozna¢nd, na realné slozce kvaternionu nezalezi.)

276. Dokazte, ze zobrazeni R? — R3, v +— zvz7!, kde 2 € H, je jednoduché otoceni. Je-li
z = r(cos ¢ + usin ), kde u je jednodtkovy vektor z R?, pak jde o otoceni o tihel 2¢ kolem osy
dané u.

277. Dokaizte, Ze kazdé otoceni R? je jednoduché otoceni, a lze zapsat zpiisobem uvedenym v
predchozim cviceni. Pritom dvé 21, zo € H urcuji stejné otoceni pravé tehdy, kdyz z; = rz2 pro
néjaké r € R\ {0}. Tedy grupa SO3(R) je izomorfni s grupou Inn(H*).

5. PUSOBENI GRUPY NA MNOZINE

278. Vypiste orbity pisobeni grupy Sg a) na mnoziné {1,...,6}, b) na mnoziné {(4,j) : i,j =
1,...,6}. [R]

279. Vypiste orbity ptisobeni grupy D vSech symetrii pravidelného pétithelnika a) na mnoziné
jeho vrcholid, b) na mnoziné jeho hran. [R]

280. Co jsou orbity ptisobeni dané grupy G konjugaci na svoji nosnou mnozinu G?7 Vypiste
orbity pro grupy Ss a A4. [R]

281. Vypiste orbity piisobeni grupy GL,(T) na vektorovy prostor T"? Uvédomte si, ze X4
jsou pravé vlastni vektory matice A ptislusné vlastnimu ¢islu 1 (pokud takové je). [R]

282. Uvazujme pusobeni grupy S¢ a) na mnoziné {1,...,6}, b) na mnoziné {(i,7) : i,j =
1,...,6}. Kolik prvk mé stabilizator bodu a) 2, b) (2,5) ? [R]

283. Necht grupa D1 vSech symetrii pravidelného pétithelnika ptisobi na mnoziné jeho vrcholi.
Kolik pevnych bodi méa a) otoceni o 72°, b) dané osova symetrie? [R]

284. Necht grupa D1 vSech symetrii pravidelného pétitthelnika ptisobi na mnoziné jeho vrcholt.

Kolik prvka mé stabilizator daného vrcholu? [R]
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285. Necht grupa D12 vSech symetrii pravidelného Sestitthelnika ptisobi na mnoziné jeho vrchold.
Kolik pevnych bodt mé a) stfedova symetrie, b) dana osova symetrie? [R]

286. Necht grupa D19 vSech symetrii pravidelného pétitithelnika ptisobi na mnoziné jeho vrcholi.
Kolik prvka mé stabilizator daného vrcholu? [R]

287. Uvazujme pisobeni grupy otoceni ¢tverce na mnozinu vSech obarveni Sachovnice 3 x 3
dvéma barvami. Kolik prvkt ma stabilizator obarveni, kde jsou a) jedno rohové policko ¢erné a
ostatni bila, b) dvé protilehld rohova poli¢ka éerna a ostatni bila, c) prostfedni policko éerné a
ostatni bila? [R]

288. Uvazujme pusobeni grupy Dg vSech symetrii ¢tverce na mnozinu vsSech obarveni sachovnice
3 x 3 dvéma barvami. Kolik prvka méa stabilizator obarveni, kde jsou a) jedno rohové policko
¢erné a ostatni bild, b) dvé protilehla rohova policka ¢erna a ostatni bila, c) prostfedni policko
derné a ostatni bila? [R]

289. Bud G grupa izometrii v roviné a X = R? rovina (v pfirozeném ptisobeni). Pro dany bod
x € X, co jsou prvky mnozin [x] a G, 7 [R]

290. Bud G grupa izometrii v roviné a X = R? rovina (v piirozeném ptisobeni). Co jsou prvky
X, v ptipadé, kdy je g a) otoceni, b) translace, c) osova symetrie? [R]

291. Bud G = R a X = R? rovina. Ozna¢me 7(n) permutaci (a, b) — (a+mn,b) (tj. horizontalni
posunuti o n). Je to pisobeni? Pokud ano, co jsou prvky mnozin [z], G, a X,, pro dané z € X
an e G? [R]

292. Bud G = R a X = R? rovina. Oznaéme 7(n) otoceni roviny o n stupiit se stiedem (0, 0).
Je to piisobeni? Pokud ano, co jsou prvky mnozin [z], G, a X, pro dané z € X an € G? [R]

293. Spoctéte kolika zpusoby lze obarvit poli¢ka Sachovnice o rozmérech a) 3 x 3, b) 4 x 4, c)
n X n ¢ernou a bilou barvou. Dvé obarveni povazujeme za totozna, pokud lze jedno z druhého
dostat oto¢enim Sachovnice. [R]

294. Reste predchozi tlohu za pfedpokladu, ze se obarvuje prihledna sachovnice. (Tj. zajima
nas pocet obarveni az na otoceni a prevraceni Sachovnice.) [R]

295. a) Détskd stavebnice obsahuje 3 Gervené, 3 zelené a 3 modré ¢tvercové desticky. Kolika
zpusoby je lze sestavit do velkého Ctverce 3 x 37 Dvé sestavy povazujeme za totozné, pokud
jednu z druhé dostaneme otocenim. b) Jak se vysledek zméni, pokud je mozné dilky pevné
spojovat? Tedy pokud dvé sestavy povazujeme za totozné, dostaneme-li jednu z druhé otocenim
a prevracenim. [R]

296. Reste piedchozi ilohu pro stavebnici, ktera obsahuje devét étvercovych desticek, na kterych
je nakreslena Sipka sméfujici k stfedu jedné z hran. (Opét a) az na otoceni, b) az na otoceni a
prevraceni; predpokladejte, ze Sipka ukazuje z obou stran stejnym smérem.) [N]

297. Reste piedchozi ilohu pro stavebnici, ktera obsahuje devét étvercovych desti¢ek, na kterych
je nakreslena Sipka sméfujici k jednomu z vrcholi (Opét a) az na otoceni, b) az na otoceni a
prevraceni; predpokladejte, ze Sipka ukazuje z obou stran stejnym smérem.)

298. a) Détska stavebnice obsahuje 8 ¢ervenych a 8 modrych trojihelnikovych desti¢ek. Kolika
zpusoby je lze sestavit do velkého trojihelniku s hranou 47 Dvé sestavy povazujeme za totozné,
dostaneme-li jednu z druhé otoéenim. b) Jak se vysledek zméni, pokud je mozné dilky pevné
spojovat? Tedy pokud dvé sestavy povazujeme za totozné, dostaneme-li jednu z druhé otocenim
a prevracenim. [R]

299. Reste piedchozi tlohu pro stavebnici, kterd obsahuje Sestnact trojihelnikovych desticek,
na kterych je nakreslena Sipka smérujici k jednomu z vrcholt.

300. Kolik nahrdelniki lze sestavit ze a) ¢tyf modrych a ¢yt ¢ervenych, b) k modrych a 8 — k
cervenych kuli¢ek? Nezélezi na poloze néhrdelniku, je mozno jej pievracet ¢i otacet. [R]

301. Kolika zptsoby lze z Sesti bilych a Sesti modrych trojuhelnikovych desticek sestavit pra-
videlnou Sesticipou hvezdu? Dve sestavy povazujeme za totozné, dostaneme-li jednu z druhé
oto¢enim a prevracenim.
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302. a) Spoctéte kolika zpiisoby lze rozesadit ¢eské poslance kolem kulatého stolu s 200 zidlemi
(tj. ke kazdé zidli umistujeme cedulku se jménem poslance). b) Kolika zpisoby to lze udélat,
pokud navzajem nerozlisujeme poslance jedné strany (tj. ke kazdé zidli umistujeme cedulku se
jménem strany)? (Poéty poslanci: ODS 81, CSSD 74, KSCM 26, KDU-CSL 13, SZ 6.) Dva
zasedaci poradky povazujeme za totozné, pokud lze jeden z druhého dostat otocenim stolu.

303. Kolika zptsoby lze obarvit stény krychle a) dvéma, b) k barvami? Dvé obarveni povazujeme
za totoznd, pokud lze jedno z druhého dostat otocenim krychle. [R]

304. Kolika zptisoby lze umistit na stény krychle Sipku, kterd ukazuje a) na stfed jedné z hran,
b) k jednomu z vrcholti? Dvé umisténi povazujeme za totozna, pokud lze jedno z druhého dostat
otocenim krychle.

305. Kolika zptisoby lze umistit na stény krychle ¢isla 1,...,67 Kolika zpusoby to lze udélat
tak, aby soucet protilehlych c¢isel byl 77 Dvé umisténi povazujeme za totozna, pokud lze jedno
z druhého dostat otodenim krychle. [R]

306. Spoctéte kolika zplisoby lze obarvit stény pravidelného ¢tyfsténu k& barvami. Dvé obarveni
povazujeme za totoznd, pokud lze jedno z druhého dostat otocenim étyfsténu. [R]

307. Reste pfedchozi tilohu za piedpokladu, Ze uvazujeme vSechny symetrie ¢tyfsténu. [R]
308. Kolik existuje neizomorfnich grafi na 3, 4, 5, * 6 prvcich? [?] [R]

309. * Kolik existuje neizomorfnich dvou a t¥iprvkovych algeber s jednou bindrni operaci? [R]

310. Bud T téleso. Rozhodnéte, zda je ptisobeni grupy a) GL,(T), b) SL,(T), ¢) O,(T) na
mnozinu 7" \ {0} tranzitivni. [R]

311. Bud H je podgrupa grupy G. Co jsou orbity ptsobeni H translacemi na G7 [R]

312. Dokazte, ze ptisobeni grupy G konjugaci na G je skutecné ptsobeni. Co jsou jeho orbity?
MiuzZe byt toto pusobeni tranzitivni? [R]

313. * Bud 7 pisobeni tranzitivni grupy G na mnoziné X . Pak svaz kongruenci undrni algebry
(X,7(g9) : g € G) je izomortni intervalu [G,, G| ve svazu podgrup grupy G (zde G, znaci
stabilizator bodu a € X). [7]

314. * Pouzitim predchoziho cvideni dokazte, Ze kazdy interval ve svazu podgrup néjaké grupy
je izomorfni svazu kongruenci néjaké (unarni) algebry. [?] [N]

6. ROZKLADY, NORMALNI PODGRUPY A FAKTORGRUPY

315. Dokazte, ze je-li H< G a [G : H] = 2, pak H < G. [R]

316. Najdéte podgrupu H grupy Sj3 takovou, ze existuje leva rozkladova tiida a * H, ktera neni
pravou rozkladovou tfidou. Tj. najdéte H < S3 a a € S5 takové, ze a x H # H * b pro libovolné
be S3. [R]

317. Bud G = (G, *,’,e) grupa a H jeji podgrupa. Dokazte, Ze mnozina A je levou rozkladovou
tifidou H v G pravé tehdy, kdyz je mnozina A" = {a’ : a € A} pravou rozkladovou t¥idou H v
G.

318. Bud G = (G,*,’,e) grupa a A B jeji normalni podgrupy. Dokazte, ze AN B a AB =
{axb:a € A be B} tvofi normalni podgrupu grupy G.
319. Rozhodnéte, zda je A, normélni podgrupou grupy S,,. [R]
320. Rozhodnéte, zda je Dsg, normalni podgrupou grupy S,,. [R]
321. Necht H je Kleinova podgrupa grupy Sy, tj. podgrupa sestavajici z identity a vSech t¥i
permutaci typu (i j)(k ). Rozhodnéte, zda je H normalni podgrupou grupy Sy. [R]
322. Rozhodnéte, zda mnozina {m € Sy : ©° = id} tvoii normalni podgrupu grupy S4. [R]
323. Spoctéte nejmensi normélni podgrupu grupy Ss obsahujici a) permutaci (1 2 3), b) per-
mutaci (1 2 3 4). [R]
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324. Spoctéte nejmensi norméalni podgrupu grupy Djy obsahujici a) permutaci (1 2 3 4 5),
b) permutaci (1 2)(3 5) (uvazujte Djy jako grupu symetrii pétithelnika, jehoZ vrcholy jsou
o¢islovany 1,...,5 po sméru hodinovych ruéic¢ek). [R]

325. Najdéte vSechny normalni podgrupy grupy Ss. [R]

326. Najdéte vSechny normalni podgrupy grupy Ss. [R]

327. ** Dokazte, ze grupa S,, n # 4, méa pravé tfi normélni podgrupy. Névod: 77?7 [7]

328. ** Dokazte, ze grupa A,, n # 4, neméa zadné vlastni normélni podgrupy. Navod: 77?7 [?]
329. * Najdéte vSechny normélni podgrupy a) dihedralni grupy Dsg, b) dihedrélni grupy Dy,
c¢) kvaternionové grupy Q. [R]

330. Dokazte, ze Inn(G) tvori normalni podgrupu grupy Aut(QG).

331. Dokazte, ze nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni pro grupu G:

(1) Aut(G) je normalni podgrupou grupy Sg;
(2) [Aut(G)| =1;
(3) G =2Zs.

332. Rozhodnéte, zda je grupa vSech regularnich hornich trojuhelnikovych matic n x n nad
télesem Q normalni podgrupou grupy GL,(Q). [R]

333. Rozhodnéte, zda je grupa vsech regularnich diagonalnich matic n X n nad télesem Q
normalni podgrupou a) grupy GL,(Q), b) grupy vSech regularnich hornich trojahelnikovych
matic. [R]

334. Rozhodnéte, zda je grupa vsSech regularnich hornich trojuhelnikovych matic n x n nad
télesem Q s jednickami na diagondle normalni podgrupou a) grupy GL,(Q), b) grupy vsech
reguldrnich hornich trojtihelnikovych matic. [R]

335. Rozhodnéte, zda je grupa SL, (Q) normélni podgrupou grupy GL,, (Q). [R]

336. Rozhodnéte, zda je grupa GO,,(Q) normalni podgrupou grupy GL,(Q). [R]

337. Rozhodnéte, zda je grupa SO, (Q) normalni podgrupou grupy SL,(Q). (SO, (Q) znaci
grupu vSech ortogonalnich matic s determinantem 1.) [R]

338. * Najdéte vSechny normalni podgrupy grupy GOz (R).

339. Bud A={(2%):a,b€Qa#0}, B={(89):0£a,bcQ},C={(29):0+#acQ}.
Rozhodnéte, které z téchto mnozin tvori podgrupu a které normalni podgrupu grupy GL2(Q).

[R]
340. * Predpokladejme, Ze kazda podgrupa grupy G je norméalni. Musi byt G abelovska? [R]

341. Predpokladejme, 7Ze je G a) abelovskd, b) neabelovskd grupa, a uvazujme néjakou jeji
vlastni normalni podgrupu H. Rozhodnéte, zda H a G/H muze, musi nebo nemuze byt abe-
lovska. [R]

342. * Bud G konec¢na abelovska grupa a H jeji podgrupa. Dokazte, Ze existuje podgrupa grupy
G izomorfni s G/H. Uvedte piiklad neabelovské grupy a jeji normalni podgrupy, pro kterou
tvrzeni neplati. Uvedte piiklad nekoneéné abelovské grupy a jeji podgrupy, pro kterou tvrzeni
neplati.

343. S kterou znamou grupou je izomorfni grupa GL,(Q)/SL,(Q)? [R]

344. S kterou znamou grupou je izomorfni grupa R*/R™, kde R™ zna¢i podgrupu kladnjch
Cisel? [R]

345. S kterou znamou grupou je izomorfni grupa R*/{£1}? [R]

346. Jak vypada faktorgrupa a) R/Z, b) Q/Z? Uvazujte interval (0,1) a operace ,sefiznuté®
do tohto intervalu (co to znamend pfesné?). [R]

347. S kterou znamou grupou je izomorfni grupa C/R? [R]

348. S kterou zndmou grupou je izomorfni grupa C*/R*? [R]
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349. S kterou znamou grupou je izomorfni grupa C*/{z € C: |z| = 1}? [R]
350. * S kterou znamou grupou je izomorfni grupa C*/C,? [R]
351. * S kterou zndmou grupou je izomorfni grupa Cp~/C,x? [R]
352. Bud H Kleinova podgrupa grupy Sy, tj. podgrupa sestdvajici z identity a vSech t¥{ per-
mutaci typu (¢ j)(k [). Dokazte, ze S4/H ~ S3. [N]
353. Bud Q osmiprvkova kvaternionova grupa. Vypiste jeji podgrupy a ovéite, Ze jsou vSechny
normalni. Rozhodnéte, zda je Q/Z(Q) izomorfni grupé Z, nebo grupé Zs x Zs.
354. Uvazujte grupu Dy, symetrii pravidelného n-tihelnika pro sudé n > 4.

a) Dokazte, ze stfedova symetrie (tj. otoceni o 180 stupiii) generuje normalni podgrupu,

oznacme ji N.

b) V zavisosti na n rozhodnéte, zda je grupa Ds, /N abelovska.
355. S kterou znamou grupou je izomorfni grupa GL2(C)/H, kde H = {(¢%) : 0 # a € C}?
[7]
356. Uvazujme grupu G vsech regularnich hornich trojihelnikovych matic 2 x 2 nad Q a jeji
podgrupu H matic s kladnymi ¢isly na diagonale. Dokazte, ze H < G. S kterou zndmou grupou
je izomorfni grupa G/H? [7]
357. * Uvazujme grupu G vsSech reguldrnich hornich trojahelnikovych matic n x n nad Q a jeji
podgrupu H matic s jednickami na diagondle. Dokazte, ze H < G. S kterou znamou grupou je
izomorfni grupa G/H? [N] [R]
358. * Dokazte, Ze posunuti tvori normdlni podgrupu grupy vSech symetrii v roviné. Které
znamé grupé je izomorfni prislusna faktorgrupa?
359. Bud A a B normalni podgrupy grupy G. Dokazte, ze AB = {ab: a € A,b € B} tvoii
norméalni podgrupu grupy G.
360. * Bud A a B normalni podgrupy grupy G, predpokladejme, ze AN B = {1} a AB =G.
Dokaizte, ze G ~ G/A x G/B. [N]
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ITI. Okruhy

1. PRIKLADY A ZAKLADNI VLASTNOSTI

361. Bud A abelovskd grupa. Dokazte, ze (End(A),+,—,0,0) je okruh. Zde End(A) znaci
mnozinu vSech endomorfismii grupy A, s¢itani a od¢itani endomorfismi je definovano po prvcich,
tj. (f£g)(x) = f(x)%g(x), 0 znaci konstantni endomorfismus = — 0 a o znaci sklddani zobrazeni.
362. Bud X mnozina, ozna¢me P(X ) mnozinu vSech podmnozin X a definujme na P(X) operaci
AAB = (AN B)U (B~ A). Dokazte, ze je (P(X), A, id,N, () komutativni okruh. M4 jednotku?
363. Rozhodnéte, zda je (R x R x R, 4, —, x,0) okruh. Zde sé¢itani a od¢itani je definovano po
slozkéch a x znaci vektorovy soucin. [R]

364. Rozhodnéte, zda je (ZxZ,+, —, *,0) okruh. Zde s¢itani a od¢itani je definovano po slozkach
a (a,b) * (c,d) = (ac+bd,ad + be). [R]

365. Definujme operace

—i—‘abcd "abcd
ala b ¢ d ala a a a
b|b a d c bla b ¢ d
cle d a b cla a a a
dld ¢ b a dla b ¢ d

Rozhodnéte, zda je ({a,b,c,d},+,—, -, a) okruh. [R]

366. Bud R okruh spliujici 22 = 0 pro vsechna z € R. Rozhodnéte, zda pro viechna z,y € R
plati a) xy = —yx, b) * xy = yz. [?] [R]

367. Bud R komutativni okruh. Rozhodnéte, zda je okruhem také algebra (R, 4, —,*,0), kde
operace * je definovana predpisem a * b = ab + ba.

368. Dokazte, ze pro okruhy s jednotkou plyne komutativita s¢itani z ostatnich axiomii.

2. PODOKRUHY A IDEALY

369. Rozhodnéte, zda a) {a +bv/5: a,b € Z}, b) {a +bV/5 : a,b € Z} tvoii podokruh okruhu
R. [R]

370. Rozhodnéte, zda a) polynomy s nulovym absolutnim ¢lenem, b) polynomy stupné nevyse
1, ¢) polynomy stupné alespon 1 tvoii podokruh okruhu Z[z]. [R]

371. Zjistéte, zda mnozina vSech a) symetrickych matic, b) regularnich matic, c) ortogonél-
nich matic, d) hornich trojahelnikovych matic, e) matic s poslednim sloupcem nulovym, tvori
podokruh okruhu M,,(R). [R]

372. Bud R okruh a M = {a € R : ar = ra pro v8echna r € R}. Dokazte, ze M tvofi podokruh
okruhu R. * Uvedte ptiklad okruhu, v némz je tento podokruh vlastni.

373. Dokazte, ze okruh Q je generovan mnozinou {% : p je prvocislo} a Ze neni generovan zadnou
jeji podmnozinou. * Dokazte, Ze okruh Q neni generovan viibec Zaddnou koneénou mnozinou.
374. Spoctéte prvky podokruht (28,63)7 a (15,18,40)z. [R]

375. Spoététe prvky podokruht (18,33, 69)¢, (%}Q, (%, %)@ a (%, %)Q [R]

376. * Spoctéte prvky podokruhu (7, )q pro obecné c,d € Z.

377. Spoététe prvky podokruhtt (2,3)r, (v2)r a (v/2,v3)g. [R]

378. Spoctéte prvky okruhti Z[v/2, /3] a Z[¥/2,14]. [R]
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379. Spoctéte prvky okruhu Q[v/2 + v/3]. [R]

380. Spoctéte prvky podokruhi <x2,m3>z[m], (22 42, —T)7[z] @ <2,1:2>ZM. [R]

381. Spoctéte prvky podokruhiti <((1) 0 )>M2(Z), (3 %)>M2(Z) a podokruhu ((83),(§ (1))>M2(Z).
(R]

382. Najdéte vSechny podokruhy okruht Z, Zs, Zs, Z12, obecné Z,, a Zs x Zs. [R]

383. Rozhodnéte, zda existuje okruh, ktery je sjednocenim svych dvou vlastnich podokruhi.

[R]

384. Najdéte vSechny idedly okruht Z, Zs, Zs, Z12, obecnd Z,, a Zs x Zs. [R]

385. Spoctéte prvky nejmensiho idedlu okruhu Z obsahujiciho a) 28,63, b) 15,18, 40. [R]
386. Spoctéte prvky nejmensiho idealu okruhu Q obsahujiciho %, % [R]

387. Spoctéte prvky nejmensiho idealu okruhu Z[x] obsahujiciho a) 22,23, b) 22 + 2, —x, ¢)
2,22, [R]

388. Rozhodnéte, zda mnozina {Y 1 ,a;x’ € Z[z] : ap + a1 + ... + a, = 0} tvoii idedl okruhu
Z[x]. Je to hlavni ideal? Pokud ano, najdéte generéator. [R]

389. Rozhodnéte, zda mnozina {f € Z[z] : f(1) =0 a 2%+ 1| f} tvoii ideal okruhu Z[z]. Je to
hlavni ideal? Pokud ano, najdéte generator. [R]

390. Rozhodnéte, zda mnozina {z - f + 3¢ : f, g € Z[z]} tvoii idedl okruhu a) Z[z], b) Q[x]. Je
to hlavni idedl? Pokud ano, najdéte generator. [R]

391. Najdéte generator hlavniho idealu a) (3 —1)Q[z]N (2% +3)Q[z], b) (2> —1)Q[z]4 (22> +3)Q|x]
v oboru Qlz]. [R]

392. Najdéte generator hlavniho idealu a) (23 —1)Q[z]N (2% —1)Q[z], b) (2*—~1)Q[z]+ (2> —1)Q[x]
v oboru Q[z]. [R]

393. Najdéte nejmensi podtéleso télesa C obsahujici prvky a) 2, —4, b) /2, ¢) i, d) {z € C :
|z| = 1}. [R]

3. HOMOMORFISMY

394. Bud R komutativni okruh a a € R. Dokazte, Ze zobrazeni R[z] — R, f — f(a) je okruhovy
homomorfismus. Spoctéte jadro a obraz. [R]

395. Dokazte, ze zobrazeni Z[z] — C, f +— f(i) je okruhovy homomorfismus. Spoététe jadro a
obraz. [R]

396. Dokazte, Ze zobrazeni Z[z] — R, f — f(1/2) je okruhovy homomorfismus. Spoététe jadro
a obraz. [R]

397. Pro kterd s, u je zobrazeni
0 Z\s| = Zy, a+ by/s+ a+bumodn

homomorfismem? [R]

398. Rozhodnéte, zda je zobrazeni Z,, — C, k — e27/" okruhov§m homomorfismem. Pokud
ano, spoc¢téte jadro a obraz. [R]

399. Dokaite, Ze pro kazdy homomorfismus ¢ : Q[v/2] — C plati ¢(a) = a pro kazdé a € Q.
[7]

400. Bud R = (R, +, —,-,0) okruh a definujme operace a®®b=a+b—1aa®b=a+b— ab.
Dokazte, 7ze existuji operace & a konstanta o takové, ze R’ = (R, ®, 5, ®,0) je okruh. Dokazte,
7e R~ R/
401. Bud X n-prvkova mnozina, ozna¢me P(X) mnozinu vSech podmnozin X a definujme na
P(X) operaci AAB = (A~ B)U (B~ A). Dokazte, Ze je okruh (P(X),A,id,N, () izomorfni s
okruhem (Z2)". [R]
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402. Dokaite, Ze a) podokruh {( % %) : a,b € R} < My(R) je izomorfni okruhu C; b) podokruh

a
{(_‘15 g) :a,b € C} < My(C) je izomorfni okruhu kvaterniont (zde a znadi ¢islo komplexné
sdruzené).
403. Zjistéte, pro ktera s € Z plati

ZIVE = (445 ") s b €21 =010

[R]
404. Necht R = Z[r] < R (7 znadi ¢éislo 3.1415...). Dokazte, ze R ~ Z[z]. [R]
405. Rozhodnéte, které z nasledujicich okruhti jsou izomorfni: Z[i], Z[v/2], Z[v/3]. [R]
406. Bud R komutativni okruh. Najdéte nekoneéné mnoho podokruhi Rl[z], kazdy z nich
izomorfni s R[z]. [R]
407. Dokazte, ze je-lin = p’fl p§2 ---pkn pak je okruh Z, izomorfni direktnimu soucinu Zpkl X
L ks X+ o X Do en .
j2 Pn
408. Dokazte, Ze okruh vsech endomorfismi vektorového prostoru T nad télesem T je izomorfni
s okruhem M,,(T). [R]
409. Dokazte, ze podilové téleso oboru Z[/s] je izomorfni s télesem Q[/s].
410. Dokaite, ze podokruh {( % %) : a,b € R} okruhu My(R) je izomorfni télesu C. [N]
411. Dokaite, ze podokruh {( % %) : a,b € Z3} okruhu My(Z3) je izomorfni télesu Fy =
Zs|x]/x? + 1. [N]
412. * Najdéte reprezentaci télesa Fy = Zo[x]/2? + x + 1 v okruhu My (Zs). [7]
413. * Najdéte vSechny dvou a t¥iprvkové okruhy.

Endomorfismem okruhu R se rozumi homomorfismus R — R, automorfismem se rozumi izomorfismus R — R.
Mnozina vSech automorfismti daného okruhu R tvoii podgrupu grupy Sg, znacéi se Aut(R).

414. Spoctéte vSechny endomorfismy oboru Z a télesa Q. Najdéte vSechny spojité endomorfismy
télesa R. Které z nich jsou automorfismy? [R]

415. Spoctéte vsechny endomorfismy okruhu Z,,. Které z nich jsou automorfismy? [R]

4. FAKTOROKRUHY

416. Dokazte, ze Z[z]/3 ~ Zs[z]. [R]
417. Bud [ = {f € Z[x] : 3| f(0)}. Dokazte, ze Z[z]|/I ~ Z3. [R]
418. Dokazte, ze R[z]/(x — a) ~ R pro libovolny komutativni okruh R a a € R. [R]
419. Dokazte, ze
(1) Z[x]/(z* 4+ 1) ~ Z[d].
(2) Rlz]/(2* +1) ~ C.
(3) Clz]/(2*+1) ~C x C.
[R]
420. Dokazte, ze
(1) Z[z]/(2* — 1) =~ {(a,
(2) Qlzl/(z? —1) =~ Q x
[R]
421. S jakymi znamymi okruhy jsou izomorfni Z[x]/(z? — 3), Q[x]/(z% — 3) a Rlx]/(z* — 3) ?
[R]
422. S jakymi zndmymi okruhy jsou izomorfni Q[x]/(z* — 4), R[z]/(x* — 4) a Clz]/(z* — 4) ?
[R]

423. * S jakym zndmym okruhem je izomorfni Q[z]/(z® —2) ? [N] [R]
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424. Zjistéte, které okruhy (az na izomorfismus) lze ziskat jako T[z]/ f volbou rtiznych polynomi
f € T[x] stupné 2. Zde T znadi téleso a) C, b) R, ¢) * Q. [R]

425. Zjistéte, které okruhy (az na izomorfismus) lze ziskat jako T[z]/ f volbou rtiznych polynomi
f € T[z] stupné 3. Zde T znadi téleso a) C, b) R. [R]

426. Kolik prvkt ma okruh Zs[z]/(z% +1)? Napiste tabulky s¢itani a ndsobeni v tomto okruhu.
Je to téleso?

427. Kolik prvkiét ma okruh Zs[x]/(z? + = + 1)? Napiste tabulky s¢itani a nasobeni v tomto
okruhu. Je to téleso?

428. Kolik prvkit ma okruh Zs[x]/(z® + = + 1)? Napiste tabulky s¢itani a nasobeni v tomto
okruhu. Je to téleso?

429. Kolik prvkt ma okruh Zs[z]/(z%+1)? Napiste tabulky s¢itani a ndsobeni v tomto okruhu.
Je to téleso?

430. Dokazte, ze R[z,y]/y ~ R]z] pro libovolny komutativni okruh R. [R]

431. * Najdéte néjaky znamy okruh, s nimz je izomorfni Rz, y]/(z + y). (Zde R je libovolny
komutativni okruh.) [R]

432. Bud X spocetna mnozina a = € X. Dokazte, ze R[X]/z ~ R[X] pro libovolny komutativni
okruh R. [R]

433. Dokazte, zZe matice, jejichz prvky jsou suda ¢isla, tvoii idedl v okruhu M, (Z). Dokazte,
ze prislusny faktorokruh je izomorfni okruhu M,,(Zs).

434. Dokazte, Ze (%%) / (‘g%) ~ Q. [R]
435. Dokazte, Ze (%%)/(8%) ~Q x Q. [R]

436. Bud I prvoideal komutativniho okruhu s jednotkou R (prvoidedl znamend, ze kdykoliv
a-bel, pak a € I nebo b € I). Dokazte, ze R/I je obor integrity.

437. Dokazte, ze faktorokruh Z[i]/2 neni obor integrity.

438. Bud I maximaélni ideal okruhu R (mazimdini znamena, ze v R neexistuje vétsi vlastni
ideél). Dokazte, Ze okruh R/I nemé zadné vlastni idedly. [Tedy je-li R komutativni s jednotkou,
pak je R/I téleso.] [N]

439. Necht I neni maximalni idedl okruhu R (viz pfedchozi cvi¢eni). Dokazte, Ze okruh R/I
ma néjaky vlastni ideal. [N]

440. Bud T téleso. Dokazte, ze idedl I je maximalni v okruhu T|[z| pravé tehdy, kdyz I = fT[x]
pro néjaky ireducibilni polynom f. [N]

441. * Bud R okruh a I jeho ideal. Dokazte, ze svaz idealit okruhu R/I je izomorfni intervalu
[I, R] ve svazu idealt okruhu R. [R]
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IV. Télesova rozsireni

1. ROzSIRENI KONECNEHO STUPNE

442. Spoététe minimalni polynom prvki —2, i, /2, 1 + /5 a €>™/3 nad télesem Q. [R]
443. Spoététe minimalni polynom prvki v/3 a v/2 nad télesem Q(+/2). [R]
444. Spo¢téte minimalni polynom prvku v/3 + v/5 nad télesem Q.

445. Bud T < S rozsifeni téles a a € S. Vyjadfete polynom mg,-: 7 pomoci koeficientii poly-
nomu mg . [R]

446. Spoctste [Q(i — 4) : @), [Q(V3, ¥3) : @, [Q(VZ, V) : Q). (1]

447. Spoctéte [Q(e2™/P) : Q] pro p prvoéislo. [R]

448. * Spoctéte [Q(v3+ /7)1 Q. [N] [R]

449. * Dokazte, ze [Q(\/p1, - --,+/Pn) : Q] =27, pokud p1, ..., p, jsou po dvou riznd prvocisla.
450. Spoctéte [Q(</p) : Q] pro p prvocislo. [R]

451. Bud T < S < C. Je-li [S: T| =2, pak S = T(y/r) pro néjaké r € T. [N]

452. Bud T < S < C. Je-li [S: T| = 3, musi byt nutné S = T(/r) pro né&jaké r € T? [R]
453. Jsou prvky 1 +v2 + /3 a \ﬁ/(ﬂ ++/3) algebraické nad télesem Q? [R]

454. Predpoklddejme, Ze je ¢islo a € R transcendentni nad Q. Dokazte, Ze a) ¢éislo v/a, b) ¢islo
f(a), kde f je libovolny polynom z Q[z], je také transcendentni nad Q.

455. Bud T < S < U rozsifeni téles, U algebraické nad S a S algebraické nad T. Je U
algebraické nad T? [N]

456. Bud p,q rtzna prvocisla. Dokazte, Ze jsou d¢isla 1,./p,/q,/Pq linedrné nezavisla nad
télesem Q. [R]

457. Bud T téleso a a algebraicky prvek nad T takovy, ze [T(a) : T] je lichy. Dokazte, ze
T(a) = T(a?). [R]

458. Bud T < S roz$iteni téles a a,b € S algebraické nad T. Pfedpokladejme, Ze stupné
polynomt mg T, mp 1 jsou nesoudélné. Pak [T(a,b) : T] = [T(a) : T] - [T(b) : T]. Uvedte
protipiiklad na tuto rovnost, pokud stupné nesoudélné nejsou.

459. Bud T téleso, a transcendentni prvek nad T a uvazujme téleso S spliujici T < S < T(a).
Rozhodnéte, které z nasledujicich tvrzeni je pravdivé: a) T < S je algebraické rozsifeni, b)
S < T(a) je algebraické rozsifeni. [7]

460. Bud T téleso a a, b algebraické prvky nad T takové, Ze jejich minimélni polynomy f, g
jsou nesoudélné v T[z]. Dokazte, Ze polynom g je ireducibilni v T'(a)[z]. [?]

461. * Bud T < U,V < S rozsifeni téles takové, ze [U : T| i [V : T] jsou konecné. Dokazte, ze
nejmensi podtéleso S obsahujici U UV je tvofené mnozinou {> . ja;b; : n € N,a; € U, b; € V}.
462. * Bud T je téleso a R obor integrity takovy, ze T < R. Obor R mtzeme povazovat za
vektorovy prostor nad T. Dokazte, Ze je-li kone¢né dimenze, pak je R téleso.

463. * Bud R, S obory integrity, R < S a predpokladejme, ze kazdy prvek R je kofenem
néjakého monického polynomu z S[z]|. Dokazte, Ze R je téleso pravé tehdy, kdyz S je téleso.

464. * Uvazujme rozsiteni T < S stupné n. Najdéte prosty homomorfismus S — M,,(T). [N]

465. * Na zakladé predchoziho cvi¢eni navrhnéte algoritmus na vypocet miniméalniho polynomu.
(7]
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466. Jsou dany tii ruzné body A, B, C. Dokazte, ze lze pravitkem a kruzitkem sestrojit pfimku,
kterd je kolma na pfimku AB a prochézi bodem C. (Nezapomerite rozlisit ptipad, kdy C
lezi/nelezi na AB!)

467. Jsou déany t¥i body A, B,C nelezici na pfimce. Dokazte, Ze lze pravitkem a kruzitkem
sestrojit bod D takovy, ze tthel BAD je stejny, jako tthel CAD.

468. Dokazte, ze z4dné transcendentni ¢islo neni konstruovatelné.

Tedy pravitkem a kruzitkem nelze fesit ani rektifikaci kruznice (k dané kruznici nalézt tsecku,
ktera je stejné dlouhd jako obvod této kruznice), ani kvadraturu kruhu (k danému kruhu nalézt
usecku takovou, Ze ¢tverec nad ni sestrojeny mé plochu stejnou jako tento kruh). [R]

469. Dokazte, ze algebraické Cislo, jehoZ minimalni polynom ma stupen, ktery neni mocnina
dvou, neni konstruovatelné.

Tedy pravitkem a kruzitkem nelze fesit zdvojeni krychle (k dané tsecce u sestrojit usecku v
takovou, ze krychle s hranou dlouhou jako v mé dvakrat vétsi objem, nez krychle s hranou
dlouhou jako u). [R]

470. Dokazte, ze pravitkem a kruzitkem nelze zkonstruovat ¢islo cos20°. [N]

Tedy pravitkem a kruzitkem nelze tesit trisekci vhlu (k danému thlu sestrojit tfetinovy thel):
nelze roztietit thel 60°. Zaroven je vidét, ze nelze zkonstruovat pravidelny k-thelnik pro zadné
k délitelné deviti.

471. Dokazte, ze pravitkem a kruzitkem lze sestrojit pravidelny n-uhelnik pravé tehdy, kdyz je
konstruovatelné ¢islo cos(27/n).

472. Bud p prvocislo. Dokazte, ze pokud lze sestrojit pravitkem a kruzitkem pravidelny p-
thelnik, pak p — 1 je mocnina dvou.

473. * Bud p prvodislo. Dokazte, ze pokud lze sestrojit pravitkem a kruzitkem pravidelny
p-uhelnik, pak p = 22" 41 pro néjaké k. [N]

474. Dokazte, ze pokud lze sestrojit pravitkem a kruzitkem pravidelny n-tihelnik, pak lze se-
strojit i pravidelny 2n-thelnik.

475. Které pravidelné n-tthelniky pro n < 17 lze sestrojit pravitkem a kruzitkem? [R]

476. ** Které pravidelné n-tuhelniky lze sestrojit pravitkem a kruzitkem?

477. Dokazte, ze konstruovatelnd ¢isla tvori podtéleso K télesa R takové, ze v/a € K pro kazdé
a€ K.

478. Dokazte, ze kazdé ¢islo, jehoz minimalni polynom m4é stupen 2, je konstruovatelné.

479. ** Uvedte ¢islo, jehoz minimalni polynom mé stuper 4, ale neni konstruovatelné.

2. KORENOVA A ROZKLADOVA NADTELESA

480. Najdéte vSechna kofenova nadtélesa polynomt z? — 1, 22 + 1 a 22 — 2. [R]

481. Najdéte viechna kofenova nadtélesa polynomt =3 — 1, 2% + 1 a 2% — 2. [R]

482. Najdéte vsechna kofenova nadtélesa polynomt xP — 1, 2P + 1 a 2P — 2, kde p je prvocislo.
483. Najdéte vSechna kofenova nadtélesa polynomt z* — 1 a 2% + 1. [R]

484. Najdéte vSechna kofenova nadtélesa polynomt z% — 1 a 26 + 1.

485. Najdéte rozkladova nadtélesa polynomu ™ — 1 a 2" + 1 nad Q. [R]

486. Najdéte viechna kofenova nadtélesa a rozkladové nadtéleso polynomu z? — 6z — 9 nad Q.
[R]
487. Najdéte vSechna kofenova nadtélesa a rozkladové nadtéleso polynomu z* — 522 + 6 nad
Q. [R]
488. Dokaite, ze Q(+/2, e2mi/ %) je rozkladové nadtéleso polynomu z° — 2 nad Q. Spoététe jeho
stupen nad Q.
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489. Urcete pocet prvkii rozkladového nadtélesa nasledujicich polynomii: a) 23 + 22 + 1 nad
Zs, b) 2o* 4+ 1 nad Zs, ¢) 2% + 222 + 1 nad Zs, d) ' + 2 nad Z,. [R]

490. Existuje polynom f € Q[z]| takovy, Ze ma n riznych komplexnich kofeni, ale stupen
rozkladového nadtélesa je mensi nez n? [R]

491. Bud S rozkladové nadtéleso polynomu f € T'[z]| stupné n. Dokazte, ze [S : T] déli n!. [N]
492. Dokazte, ze télesa Q(v/7) a Q(v/11) nejsou Q-izomorfn.

493. * Zjistéte, pro jakd r, s € Z jsou télesa Q(y/r) a Q(v/s) izomorfni. [?] [R]

Konecné téleso Fpn lze uvazovat také jako rozkladové nadtéleso polynomu A

494. Bud p prvocislo. a) Dokazte, ze v oboru Z plati p™ — 1 | p™ — 1 pravé tehdy, kdyz n | m.
b) Dokazte, ze v oboru Zy[z] plati 2™ — 1 | 2™ — 1 pravé tehdy, kdyz n | m.

495. * Uzitim predchoziho cviceni dokazte, Ze existuje vnoteni Fp» — Fpm pravé tehdy, kdyz
n | m. [N]

3. GALOISOVA TEORIE

496. Bud T < S rozsifeni téles, ¢ : S — S bud T-homomorfismus a 0 # f € T[x]. Dokazte, ze
o permutuje kofeny polynomu f, které lezi v S.

497. Bud S; a Sj rozsifeni télesa T a ¢ : S; — So T-izomorfismus. Dokazte, ze je-li f € T'[z]
a a € S1, pak a je kofen f v S; pravé tehdy, kdyz f(a) je kofen f v Sa.
498. Spoctéte Gal(C/R).
499. Spoctéte Gal(Q(,/p)/Q), kde p je prvocislo.
500. Spoctéte Gal(Q(/p)/Q), kde p je prvocislo a n € N.
501. Spoctéte Gal(v/2,v/3)/Q), kde p je prvocislo a n € N.
502. Spoctéte Gal(v/2,v/3,v/5)/Q), kde p je prvocislo a n € N.
503. Spoctéte Gal(S/Q), kde S je rozkladové nadtéleso polynomu a) 22 —1, b) 23 +1, ¢) 2% -2,
d) 2% + 2.
504. Spoctéte Gal(S/Q), kde S je rozkladové nadtéleso polynomu a) % — 1, b) 2% — 1.
505. Spoététe Gal(S/Q), kde S je rozkladové nadtéleso polynomu 2® — 2* — 23 — 2 — 2.
506. Spoctéte Gal(S/Q), kde S je rozkladové nadtéleso polynomu x° + 23 — 222 — 2.
507. Spoctéte Gal(S/Q), kde S je rozkladové nadtéleso polynomu a) 2* + 72244, b) 2* +4224-2,
a) o + 622 + 6.
508. * Bud S je rozkladové nadtéleso polynomu z* + ax? + b nad Q. Dokaite, Ze Gal(S/Q) je
izomorfni
® 7o X Zg, pokud b je druh& mocnina racionélniho ¢isla;
e Z4, pokud b neni druhd mocnina, ale b(a? — 4b) je druha mocnina;
e Dg v ostatnich pripadech.
509. * Bud S je rozkladové nadtéleso polynomu z™ — 1. Dokazte, ze Gal(S/Q) ~ Z.
510. * Spoctéte |Gal(S/Q)|, kde S je rozkladové nadtéleso polynomu z" — a, a € Q.
511. * Spoctéte |Gal(S/Q)|, kde S je rozkladové nadtéleso polynomu z° + 1423 — 7.
512. Dokazte, ze |Gal(R/Q)| = 1. Navod: Q-automorfismy zachovavaji uspofadani.
513. * Dokazte, ze Gal(C/Q) je nekone¢na.
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NAVODY

5. Bud z pfedchoziho cvideni odvodte soucet sudych ¢isel a vysledky sec¢téte. Nebo dosaze-
nim nékolika hodnot odhadnéte vysledek jako polynom an® + bn? + cn + d a dokalte, le je vaa
odhad spravny. 6. Dosazenim nékolika hodnot odhadnéte vysledek jako polynom cétvrtého
stupné a dokalte, le je vda odhad spravny. 30. Dokalte, le je délitelné 7. 35. (=) Pomoci
malé Fermatovy véty zparujte prvky 2,...,p—2 do dvojic, jejichl souéin je 1; diky pfedchozimu
cviceni jsou to skuteéné dvojice. Leva strana je tedy rovna sou¢inu spousty jednicek a p—1. (<)
Na levé strané se vyskytuje néjaky délitel p. 42. Nechs f = ZIS a;z™. Plati f(2") = (x—1)g(x)
pro né&jaky polynom g, spoététe koeficienty toho g. Ukéle se, le 1+ + --- + 2" 1 | g. 49.
Protole ztotolnéni u; = w; zptsobi, le je determinant nulovy, musi byt determinant délitelny
¢leny u; — u; pro kaldé i # j. Nyni uvalujte stupen vysledného polynomu. 55. Dokalte, e
je-li u kofen tohoto polynomu, pak je u + 1 také kofen. 57. Poulijte cviceni, které fikalo, e p
je ireducibilni pravé tehdy, kdyl p(x + a) je ireducibilni, a Eisensteinovo kritérium. 76. Je-li
a kofenem f i f’, pak je také kofenem NSD(f, f'). (Protole z — a déli oba dva, tedy i NSD.)
80. Ptevedte na feaeni diofantické rovnice a® — 2b> = 1. Neni cyklické, protole 1 + /2 a —1
jsou ,nezavislé“ generdtory. 82. Télka je pouze implikace (=). Dokalte nejprve, le a + bi
je ireducibilni pravé tehdy, kdyl a — bi je ireducibilni. Poté poulijte vlastnost jednoznacného
ireducibilniho rozkladu v oboru Z[i]. 84. Dokalte a) p | (((p — 1)/2)!)? + 1, b) neni molné,
aby v Z[i] ireducibilni prvek délil a? + b? pro nesoudélna a,b € Z. 91. Volba ¢,r podobné
jako pro Z[i], ale diikaz spravnosti je télai, protole v(r) # [r|>. 94. 4 | v(a) pravé tehdy,
kdyl 2 | a. 105. Poulijte Eulerovu vétu nebo Eukleiduv algoritmus. 108. Ulijte Bézoutovu
rovnost. 122. Definujte ¢(x) = ¢(2’). 124. Stadi ji umét rozlolit na direktni sou¢in. 125.
Protole ¢(a)* = e pravé tehdy, kdyl a® = e. 129. Vypliwujte tabulku. 130. Hodné dlouho
vypliiujte tabulku, nebo budte chytfejai :—). 138. Poulijte pfedchozi cviceni a Lagrangeovu
vétu. 146. Ulijte Bézoutovu nerovnost. 152. Ulijte Bézoutovu nerovnost. 163. a) Doka-
Ite, Ie p(z) = kx pro kaldé x € Z a potom ovéite, le tento vztah plati i pro zlomky. b) Spojita
funkce je ddna hodnotami v racionalnich bodech. ¢) Podivejte se na endomorfismy vektorového
prostoru R nad télesem Q. 167. V soudélném piipadé v Z,, X Z, nenajdete prvek fadu mn. V
nesoudélném poulijte Cinskou vétu o zbytcich. 171. Kaldé kladné racionalni é&islo lze napsat
ve tvaru p’fl . 22... - pk» pro néjaka prvoéisla p; a néjaka k; € Z. 172. Vezméte je
nejmenai kladny prvek grupy H. 176. Poulijte Cinskou vétu o zbytcich. 177. Postupujte
podobné jako charakterizaci podgrup grupy Z. 187. Uvalujte podgrupy generované —1,5.
200. K feaeni ¢ésti c) si prostudujte kapitolu o cyklickych grupach. 234. a) Oznacme a,b
generatory grupy D,,, kde a je prisluana rotace a b jedna z osovych symterii. Analogicky ozna-
éme c,d a e, f generatory Dor a D,,. Pak zobrazeni a’t/ +— (c%d’, e f7), kde u = i mod 2* a
v = i div 2¥, je vnofeni. b),c) analogicky. 235. Vnoite G do Sgug/, kde G’ je disjunktni kopie
mnoliny G. Zdvojenou permutaci jil snadno odmocnime. 236. Spoditejte, fe méa 8 prvki, Ie
neni abelovskd, a dokalte, Te neni izomorfni Dg. 242. Uvédomte si, le spojita realnd funkce
je jednozna¢né urdena svymi hodnotami v raciondlnich bodech. 257. Poulijte-li pfedchozi
cviceni, zbyva vyaetfit pouze piipad abelovskych grup. 266. 1+— E, i — (6 _OZ- ), Jj— (91 (1)),
k— (? 6) 7 komplexnich matic na redlné pak prejdeme nahrazenim komplexnich ¢isel za ma-
tice 2 x 2 jako v minulém cviceni. 271. Indukci podle n — k. 296. Pii pocitani symetrii
nezapomeite, le i kdyl pfi otoceni zlistane desticka na misté, aipka mile ukazovat jinam. 314.
Oznac¢me ten interval [H, G]. Uvalujte ptisobeni grupy G na rozkladovych tfidach G/H. 352.
S4/H mé 24/4 = 6 prvkia. Neni-li abelovskd, je izomorfni Sg. 357. ~ Q* x --- x Q*. 360.
Uvalujte homomorfismus = — (zA,zB). Obtilné je dokazat, le je toto zobrazeni na. K tomu
se hodi pozorovéni, le pro kaldé x € G existuje b € B takové, le A = bA a analogicky pro
zB. 410. a+bi— (%") je izomorfismus. 411. [az+b] — (5, ¢) je izomorfismus. 423.
Poulijte minimalni polynom prvku v/2. 438. Kdyby existoval vlastni ideal K v R/I, pak by
byl J ={a: [a] € K} ideadl v R ve sporu s maximalitou I. 439. Uvalujte {[a] : a € I}. 440.
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T[z] je OIHI, tedy I je hlavni idedl. Dale poulijte fakt, e aR C bR < b | a. 448. Uvalujte me-
zitéleso Q[v/21]. 451. Uvalujte a € S~ T. Pak S = T(a), a je kofen kvadratického polynomu
a poulijte znamy vzorec na vypocet koteni. 455. Je-li a kofen polynomu Y a;z° € S[z], pak
je to prvek T(a, a1, ...,ay), col je roaifeni konecného stupné. 464. Prvku a prifadte matici,
kterd odpovidd endomorfismu L, : © — ax vektorového prostoru S nad T. 470. Poulijte
vzorec cos3z = 4(cosx)® — 3cosx. 473. Podle piedchoziho cviceni je p = 2™ + 1. Pokud
liché n déli m, pak 27/" + 1 déli p. 491. Postupujte indukei stejné jako v ditkazu existence
rozkladového nadtélesa. 495. Vnofeni se zkonstruuje pomoci nasledujicitho pozorovani: pokud
f| g, pak rozkladové nadtéleso polynomu f je podtélesem rozkladového nadtélesa polynomu g.
Opacné implikace: uvalujte grupy Fpn aFpn a ulijte Lagrangeovu vétu.

~ <

RESENI

8.3,-3,32.12,-7,3. 9. 1. 11. a)x =5+7k,k € Z,b) x = 11421k, k € Z, c) x = 5+11k,
keZ. 12. 363. 13. 231. 14. x = 1320k+14,k € Z. 15. x = 120k+34,k € Z. 16. Nema
feaeni. 17. x = 15k+8, k € Z. 19. Pocitejte mod 11. Vyjde 0. 20. Pocitejte mod 13. Vyjde
0. 21. 13,1. 24. 8 25. —1. 26. 33. 27. 2. 28. 07. 29. apro5ta,0vopacéném
pfipadé. 31. Pokud 5 | n, je to zfejmé. V opa¢ném piipadé, podle malé Fermatovy véty
n? =n® =n (mod 5) an” =n3 (mod 5) a pak ul je to také jasné. 32. {(x,y):7{x,y=—1
(mod 7)}. 36. Napf. idedl vaech polynom, jejichl absolutni ¢len je sudy. 37. Napf. ideél
vaech polynomt, jejichl absolutni ¢len je nula. 38. Zvolte v podmince (2) a = 3z,b = 2x.
Zkuste vyjadiit 1 = NSD(x,2) = zu +2v. 39. Pravé tehdy, kdyl m | n. 40. zrmedm _ 1,
41. NSD(mn) _ 1 42, Ano. 43. Dosadte nékolik hodnot a poulijte vétu, le polynom mé
jen kone¢né mnoho kotent. 44. 10. 45. Napt. 2z —1)(x—i)(z+i)(x — (2—1))(x — (2+7)).
46. 23 — 922 + 262 — 18. 47. Napi. 2?2 +x € Zg[z]. 48. 22+ 1 ma kofeny +i, 47, +k.
49. Pokracovani navodu: tedy determinant je délitelny soucinem [, ” j(ui —u;), ale pfitom ma
stupeii nejvyae n(n—1)/2, takle je roven tomuto vyrazu al na konstantu. Neni télké nahlédnout,
le konstanta je 1. 50. a) —1,b) —3,—-1/2,1/3,1,2,¢) —1/2,2. 51. Ne, ne, ano, ne, ne. 52.
Ano (nemé koten), ne ((2z —1)(2z + 1)), ano (Eisenstein). 53. a) vaechny polynomy stupné
1, b) vaechny polynomy stupné 1 a ty polynomy stupné 2 které nemayji realny kofen. 56. Ano.
Je-li f(z+a) = g(x)h(x), pak f(z) = g(x—a)h(z—a), spor. 58. (x—v/2)(x+v2)(x—i)(z+1i),
(x—V2)(z+v2) (22 +1), (2% —2) (2> +1), (22 +3)(x +2)(z+3), (22 +1)2. 59. Ireducibilni,
(22 + z + 1)(2® — x + 1), ireducibilni, (z + 2)(2z +5). 60. Prvni: 2 (23 + 222 — 2 + 2),
ireducibilni. Druhy: (22 +3)(22+1). 61. (z+2)(2?> +x+1)(2? +2x+4). 62. Ireducibilni,
(22 +1) (23 4+22+2), (22 +1)3. 63. (2x+1)(22+1)(22—-2), 2z +1)(z+2)(z+3)(2%2+3). 64. a)
(z+1)(2® +r+1) (e 423 2?4+ 1) (2 + 234+ 1) (2t 2 +1),b) (2—1)(z+1) (22 4+1) (2 +1). 65.
234222 +2+2, —2x,1. 66. a)r+1,b)1,c)z—1. 67. 1, z+1. Zde je vyhodné ulit vypocet
pomoci rozkladi. 68. a) 1,b) 22+2. 69. z3+22+2+1vobou. 70. a # —5 jednonasobny,
a = —5 dvojnasobny. 71. a=-n,b=n+1. 72. a= —5/3c% be {-7/3c%2/3c*}, pro
libovolné ¢ € N.  73. 2,4, 3. V ¢) nelze poulit Vétu kvili charakteristice!!! 74. —2. 75.
Nejsou. 78. £1,4i, ~ Zy; +1,~Zo. T79. 14++/2je takovy. 81. (1+4)%(2+1), (2+14)(142i),
(1+4)(—=2—3i), 3(1+1i)(1—1i), 11. 82. Pokracovani navodu: (a+bi)(a—bi) = a? +b*. Kdyby
meéla prava strana netrivialni ireducibilni rozklad v Z, pak by ovaem ten ireducibilni rozklad
musel mit dva prvky, jeden asociovany s a + bi, druhy s a — bi. Ale ladné celé ¢islo nemtle
byt asociované s a + bi pro a,b # 0. Opacna implikace plyne z multiplikativnosti normy. 83.
Pokud se rozkladd, pak na souc¢in dvou prvkt normy p. Takové ale neexistuji: jedna slolka musi
byt lichd, druhd sudd, soucdet ¢tverci tedy bude = 1 (mod 4). 85. ireducibilni, ireducibilni,
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(iv2)%-(14iv/2). 87. Napiiklada)2,b) a =4,b=2+2\5. 88. 4=2.2 = (14+iy/3)(1—i/3).
89. |z—gq| <1, tedy v(r) = |a—bg|*> = |b]* |a/b—q*> = |b]* - |z —q| < |b]* = v(b). 90.
Analogicky jako v ptipadé Z[i], protole v(r) = |r|?.  92. a) (1 +1), (14+4)%(2+4)(2 — i),
b) 3, 18 + 214, ¢) 1+ 4i, 31 + 5i, d) 7+ 6i, 85 + 85i.  93. Je to hlavni idedl s generatorem
NSN(3+6i,12—3i) = 18 +21i. 94. Je to hlavni ideél s generatorem NSN(2,7 —3i) = 10+ 4.
96. [4z], [3z% + 2z + 1], [4z? +4]. 97. [ + 2% +1], [22% + 222 + 2], [2% + 222 + 22 + 2].
98. F§ ~ Z7, a tedy vaechny prvky rtzné od 0,1 jsou primitivni. 99. g ~ Zg, tedy
existuji 4 primitivni. Jsou to x + 1, + 2,2x + 1,2x 4+ 2. 101. Dvé: sebe sama a podtéleso
generované 1. 102. Ne (nula nemad inverz), ne (neni jednotka), ne (neni jednotka), ano neab.,
ne (neasociativni), ano ab., ne (existuji neregularni matice), ne (inverz mule byt racionalni), ne
(neexistuji inverzy), ne (neexistuji inverzy), ano ab. 103. u = d/, 2" = d' x2' xd’. 104.
r=a2xc2xb5 105. a)33,b)34. 108. 1=wum+ovn, b=a"" c=a"". 110. (=)
Je-li a,b € H, pak b/ € H a tedy i sou¢in axb' € H. (<) Je-li a,b € H, pak e = axd’ € H,
a =exd e H, 0 =exb e Hatedyiaxb=axb" € H. 112. Ne. Napf. v Sz, permutace
a=...... 22...(01+1)...... 22...ab=...... 22...(1—14)...... 22... jsou konec¢ného radu,
ale jejich sloleni ne. 113. Ano, v abelovskych grupéach |a * b| déli NSN(|al, |b]), viz cviceni
vyae. 116. Bud a n&jaky prvek. Podle Lagrangeovy véty je |a| = p’, a je vidét, Te [a?" | = p.
126. Napi. Z a Z x Z. 133. 16, 37, 4, 16. 136. Uvalujte komplexni kofeny polynomu
2" — 1. Pro nekoneé¢no uvalujte ¢islo €27 pro iraciondlni a. 138. n. 139. a) ne, b) ano.
140. a) ne, b) ne. 141. Kald4 podgrupa Q jisté obsahuje néjaké celé ¢islo. Vezmeme-li takové
a z jedné a b z druhé, jejich NSN padne do obou podgrup. V R to nefunguje, napt. uvalujte
podgrupy Z a v/2Z. 142. Ne. 143. 7Z,Z. 144. 3Z, {3a/4:a € Z}, {a/28 : a € Z},
{2a/15:a € Z}. 145. {+1,=+i}, {1,-1 =+ @z}, {£2",£2" :n € Z}. 148. Uvalujte grupu
Zy, a poCet prvki daného fadu v ni. Vysledek je n. 154. Ano, ne, ne, ne, ano. 155. Ne,
ne, ano, ano, ano. 156. Ano, ne, ano. 157. Ne, ano. 158. Endomorfismus pro vaechna
n, prosty pro lichd, na je jen pro n = £1. 159. Ano, jadro je {(x,y,z2) : 2z +y = z}, obraz
je {273Y : x,y € Z}. 160. a) x — az pro libovolné a € Z; b) x — ax mod n pro libovolné

a=0,...... 22...,n—1;¢) z+— 0. 161. a) z+ ax mod 6 pro a =0,2,4, b) z — ax mod 15
pro a = 0,5,10, ¢) x — ax mod n, kdea:k-m prok=0,...... 22...,NSD(m,n) — 1.

163. a) z — kx, k € Q, b) z — kx, k € R, ¢) vezméte néjakou bazi B vektorového prostoru
R nad télesem Q, néjaké (vhodné) zobrazeni B — B a rolaifte jej do homomorfismu R — R.
164. Ano, x — (xr mod 2,z mod 3,...... 22...). 165. Grupa C,. 166. a+ bi — (a,b),
re'? s (r,e¥). 168. ®adné dvé nejsou izomorfni — rfizné poéty generatorti. 169. ®Aadné
dvé nejsou izomorfni: Q* obsahuje prvek fadu 2, pro zbytek ulijte invariant Va3Jy y x y = x.
170. exp: RT — R, x — €% je izomorfismus. Naopak R* s nimi izomorfni neni, protole obsahuje
prvek —1 fadu 2. 171. Nechs p; < po < p3 < ... je seznam vaech prvocisel. M&jme a € Q.
Pak existuje n takové, le a = p’fl Ceee. 22... - pkr kde k; € Z jsou né&jaké celé exponenty.
Pololme ¢(a) = ", k;z'. Neni télké dokazat, le ¢ je izomorfismus. 172. Nechs a je nejmenai
kladny prvek grupy H. Neni-li H jednoprvkova, pak takovy urcité existuje diky té podmince
na intervaly. Kdyby a negeneroval celou H, podaii se vdm néjak nalézt menai. 175. Ano,
jsou to pravé podgrupy (e2™/") pro kaldé n. 178. Ne: napi. Zg X Zy nebo Cpee. 184, Zy,
Zo X ZQ, ??, Zg X Z5, Lo X Ly X Zg, Lo X Zig X Z5. 186. Nejmenai takova dVOjiCG je 3,6 188.
(1475)(23),(17425)(36). 189. 7= (132)"Lo(24)(15)0(352)(14)"1=(1345).
190. a) (132)(465),(142536),(152634),(162435)b) (135724 6),c) neexistuje.
191. Jsou to pravé ty permutace, které obsahuji sudy pocet cykli sudé délky. 196. =" = id
pro 7 liché, 7" = 7 pro r sudé. U ¢ zaleli na zbytku po déleni aesti. 197. Nejmenai spolecny
nasobek délek cykla v 7. 198. (123 45)(67 8), ne, ne, (123)(45)(67)(8). 199. a)4,
(1234).b)12, (1234)(567).¢)30,(12345)(678)(910). 200. a) Dy obsahuje dva
fadu 6, dva fadu 3, sedm Fadu 2 a jeden fadu 1; b) A4 obsahuje 8 Fadu 3, tfi fadu 2 jeden Fadu
1; ¢) Dy, obsahuje n transpozic a n-prvkovou cyklickou podgrupu, v nil je p(k) prvka fadu k
pro kaldé k | n. 203. a=2,b=3. 204. m=(13...... 22...n—-1)(24...... 22... n)
pronsudéa (13...... 22...m24...... 22...n —1) pro n liché. Tedy je sudd. 205. a) 1
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b) (—1)"("“)/2. 207. Ne, leva strana je nutné sudd permutace, prava strana je lichd. 210.
(43251)(76). 211. (82 1)(795 3)(46). 212. Ano, napi. (3 4). Ne, nebo> Tadna
permutace, kterd konjuguje ty dvé uvedené, neni sudd. 213. Ano, napf. (174568 2) € Ag
feal obé otazky. 214. (1 3)(1 5)(1 2)(36)(3 7). 216. Kaldy cyklus lze nezavisle rozlolit
jako (a1 ag ... ax) = (a1 ag)...(a1 a3)(a1 a2). 217. Plyne z faktu, Ie (i j)(j k) = (i j k)
a (ij)kl)=(kil)o(ijk) (pfedpoklddame 1,7, k,| navzajem ruzné prvky). 226. Staci
nahlédnout, Te n-cyklus generuje n-prvkovou podgrupu neobsahujici lddnou osovou symetrii. Z
Lagrangeovy véty, mé li podgrupa 2n-prvkové grupy alesponi n + 1 prvki, pak je rovna celé
grupé. 228. Ano, ne. 229. a) ne, b) ano. 230. Pro kontrolu: S jich mé 6, A, jich ma
10, Dg jich ma 10, Q jich mé 6. 240. Nejmenai existuje na aesti prvcich a jsou dva. Jeden je
prasatko bez nolic¢ek a druhy trojthelnik s rizné dlouhymi rohy. 241. a) Jednoprvkova grupa.
b) Obsahuje pravé vaechny funkce x — x + k, k € Z. 242. Grupa obsahuje pravé restrikce
striktné rostoucich spojitych redlnych funkci na mnolinu Q. 246. a) x — ax pro a = +1, tedy
~ Zs. b) x — ax pro a € Q \ {0}, je ~ Q*. ¢) Libovolné prohozeni nenulovych prvki; tedy
~ S3.d) 7?77. e) Jde o automorfismy indukované pfejmenovanim prvka mnoliny {1, 2, 3}; pfitom
vic nel aest automorfismi byt nemtile, nebo> celd S3 je generovand dvojici transpozic, které se
mohou zobrazit jediné na transpozice; tedy Aut(Ss3) ~ S3. 247. Automorfismy jsou pravé = —
kx mod n pro k € Z}. Prifadime-li tomuto zobrazeni prvek k, dostaneme izomorfismus na Z;.
253. Jen vnitini, ~ Sy. 258. Ano, ano, ne (maji determinant +1). 259. Neni, napf. proto,
le neni abelovska. 263. Ano. 265. a-+bi— (%°). 266. a+bi+cj+dk— (40 crdi)

c+di a—bi )
a b c d

a+bi+cj+dk — :l; d _ad 5 |- 275. Jsou to pravé podgrupy ( otoCeni o 27/n), n € N. 278.
—dc b a

V obou piipadech jen jedna orbita. 279. V obou pfipadech jen jedna orbita. 280. Mnoliny
navzajem konjugovanych prvka. Pro Sy to jsou pravé mnoliny permutaci daného typu (tj. celkem
5 orbit), pro A4 to jsou {id}, {(12)(34),(13)(24),(14)(23)},{(123),(214),(341),(432)},
{(132),(241),(314),(423)}. 281. Dvé orbity: {(0,...,0)} a T" ~ {(0,...,0)}. 282.
a) 5!, b) 4l. 283. a)0,b) 1. 284. 2. 285. a) 0, b) 2 nebo 0, podle toho, zda prochazi
vrcholy nebo stfedy hran. 286. 2. 287. a) 1, b) 2,c) 4. 288. a)2,b)4, c)8 289.
[x] = X, G, obsahuje vaechna otoceni se stfedem v x a osové symetrie s osou prochazejici x.
290. X, obsahuje a) stfed otoceni, b) nic, c) osu symetrie. 291. Ano, [z] je horizontalni
pfimka prochazejici bodem z, G, = {0} a X,, = . 292. Ano, [z] je krulnice se stfedem
(0,0) prochazejici bodem z, G, = 360Z pro x # (0,0), resp. G0y = R, a Xn = {(0 0)} pro

n & 3607Z, resp. Xn = X v opa¢ném piipadé. 293. Pron sude 4(2" +2- 2 1 —|— 2T ) Pron
liché 1 (2™ +2 27 +2"z“). 294. Pronsudé §(2" +2.2°7 - 13.2% +2-2°%). Pro 7 liché

L(on® £2.9"37 4237 £4.2"57). 295. a) 420, b) 228. 298. a) L. 160 1) 1. (160 4 3.150).
300 a) 8. 303. a) 10. b) kS + 3k* + 12k3 + 8k* 305. 30, resp. 2. 306. (k* + 11k?)/12.
307. (k* +6Kk3 + 11k? + 6k)/24. 308. 4, 11, dal nevim. 309. 10, 3405. 310. Ano,
ano, ne. 311. Rozkladové t¥idy G podle H. 312. Trtidy konjugace. Jen pro jednoprvkovou
grupu. 315. Jsou-li jen dvé rozkladové t¥idy, pak jedna je H = ¢ *x H = H x ¢ a druh4 tudil
musi byt a x H = H % a pro néjaké a. 316. H ={id,(12)},a=(123). 319. Ano. 320.
Neni uzaviena na kojugaci. 321. Ano. 322. Neni uzaviena na nasobeni! 323. a) Je to
podgrupa Ajs, nebo> konjugovanim ziskam vaechny trojcykly a ty generuji As. b) Je to celd Ss.
324. a) Je to podgrupa sestavajici ze vaech otoceni. b) Je to celd D1g. 325. {id}, Az, Ss.
326. {id}, Kleinova, Ay, S4. 329. a) Je jich aest: vaechny t¥i ¢tyfprvkové podgrupy jsou
normalni a jejich prinik, podgrupa generovana stiedovou symetrii, je normalni. (???) b) Pouze
otoceni tvori vlastni normélni podgrupu. ¢) Vaech aest podgrup je normélnich. 332. Ne. Pro
n = 2 konjugujte matici (1) matici (), pro n obecné doplnte diagonélu jedni¢kami. 333.
Ne, ne. Pro n = 2 konjugujte matici (% 9), u # v, matici (} 1), pro n obecné dopliite dlagonalu
jednickami. 334. Ne, ano. 335. Ano. 336. Ne. Pron = 2 konjugujte matici ({ }) matici
(91), pro n obecné dopliite diagonalu jednickami. 337. Ne. Pro n = 2 konjugujte matici
(_01 (1]) matici (§1), pro n obecné doplitte diagonélu jedni¢kami. 339. Podgrupu vaechny,
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normalni jen C. 340. Ne, kvaternionovéa grupa je protipiiklad. 341. a) Musi, b) mile ale
nemusi. 343. R* homomorfismus A + det A. 344. Zy ~ ({£1},-,7!,1), homomorfismus
x +— sgnzr. 345. RY, homomorfismus z — |z|. 346. Operace jsoua®b=a+b—[a+b] a
©a = n — a. Homomorfismus a — a — [a]. Pro racionélni ¢isla uvalujeme jen racionélni prvky
toho intervalu. 347. R, homomorfismus a+bi — b. 348. {z € C: |z| = 1}, homomorfismus
z— z/|z|. 349. RT, homomorfismus z — |z|. 350. C*, homomorfismus z — z". 351. Cpe.
357. Homomorfismus funguje tak, le se matici pfifadi vektor z prvki, které leli na diagonéle.
363. Ne, x neni asociativni. 364. Ano. 365. Ano. 366. 777 Ano, ne. 77?7 369. Ano, ne.
370. Ano, ne, ne. 371. Ne, ne, ne, ano, ano. 374. 7Z,7Z. 375. 3Z, {5 :a € Z,n € N},

{gw% + a € Z,m,n € N}, {33% ca € Z,mn € N}. 377. Z, {2a +bV2 : a,b € 7},
{a + V2 4+ cV3 +dV6 : a,bc,d € Z}. 378, {a+bv2+ V3 +dV6 : a,b,c,d € 7},
{a+62§—|—02§+di+ei2§—l—ﬁ2§ ca,b,c,d,e, f €Z}. 379. {a+bvV2+cV/34+dV6:a,b,c,dc Q}.
380. {> I jaiz’:ag=a1 =0}, {digaix’ : 2| ao}, {drgaix’ : 2| ap,a; = 0 pro i liché }.
381. {(¢9):a,b€Z,a+bsudé}, {(&b):a,beZ},{(gl):a,beZ}. 382. {0}aaZ,acN;
jen nevlastni; nevlastni a {0,2,4,6}, {0,4}; nevlastni a {0,2,4,6,8,10}, {0,4,8}, {0,3,6,9}; {0}
a aZnp, a | n; nevlastni a Zs x {0}, {0} x Z3. 383. Ne. 384. aZ, a € NU{0}; jen nevlastni;
nevlastni a {0,2,4,6}, {0,4}; nevlastni a {0,2,4,6,8,10}, {0,4,8}, {0,3,6,9}; {0} a aZy, a | n;
nevlastni a Z3 x {0}, {0} x Z3. 385. 7Z,Z. 386. Q. 387. {d> ", aix’:ag=a =0},
{8 jaixt 22 | a}, {dhgaix’ 12| ag,a1}. 388. Ano, je to (x — 1)Z[z]. 389. Ano, je to
(x2 +1)(z — 1)Z[z]. 390. a) Ideél ano, hlavni ne, protole prvky 3 a x v ném jsou, ale jejich
jediny spole¢ny délitel nikoliv. b) Ano, je to Q[z]. 391. (2% —1)(2?+3), 1. 392. z* -1,
r—1. 393. Q, Q(v/2), Q(i), C. 394. Obraz je R, jadro je (x — a)R[z]. 395. Obraz je
C, jadro je (? + 1)Z[x]. 396. Obraz je R, jadro je (22 — 2)Z[z]. 397. u? = s (mod n).
398. Ne. 401. Oznaéme X = {zi,...,z,}. Hledany izomorfismus je A — (a1,...,an),
kde a; = 1 pravé tehdy, kdyl z; € A. 403. Neni-li s druhou mocninou pfirozeného d&isla,

pak je a + by/s — ( b\a/g b‘f) izomorfismus (pro s = 0 to funguje taky). V opa¢ném piipadé

je Z[\/s] = Z a okruhy izomorfni nejsou. 404. Zlzx] — Z[r], p — p(n) je izomorfismus.
Prostost plyne z toho, Ie 7 je transcendentni. 405. ®adné dva. 406. Napt. idedly Rlz],
R[z?], R[2z?%], atd. 408. Matici odpovid4 linedrni zobrazeni (endomorfismus) s touto matici
vzhledem k néjaké pfedem pevné zvolené bazi (napf. kanonické). 414. Ve vaech ptipadech jen
identita a konstantni zobrazeni na 0. Automorfismus je tedy jen identita. 415. x +— axz mod n
pro a = 0,...,n — 1 spliujici > = a (mod n). Automorfismus je tedy jen identita. 416.
Hledany homomorfismus je f — f mod 3. 417. Hledany homomorfismus je f — f(0) mod
3. 418. Hledany homomorfismus je f +— f(a). 419. Hledané homomorfismy jsou f — f(i),
fe f@), f— (f(@),f(=i)). 420. Hledané homomorfismy jsou f — (f(1), f(—1)). 421.
Z[V3], Q[V3], RxR. 422. Jeto Q[i] x Q[v2i], RxRxC,CxCxCxC. 423. Jeto Q[v/2],
hledany homomorfismus je f — f(v/2). 424. a) C xC, b) R x R pro f rozlolitelny a C pro f
ireducibilni. ¢) Q x Q pro f rozlolitelny a Q[y/r] pro rizna r € Z pro f ireducibilni. 425. a)
CxCxC,b)RxRxRaCxR. 430. Hledany homomorfismus je f — f(x,0). 431. Je
to R[z|, homomorfismus je f — f(z,—z). 432. Vezméte né&jakou bijekci ¢ : X — X ~\ {z}
a uvalujte homomorfismus, ktery vezme polynom f a za proménnou z dosadi 0 a za kaldou
proménnou y # z dosadi ¢(y). 434. Hledany homomorfismus je (8 lc’) — c. 435. Hledany
homomorfismus je (&%) — (a,c). 441. K {a:[a] € K}. 442. 2+2,2°+1,2°-2, 2% 224,
22 —x+1. 443. 22 -3, 22— V2. 445. Je-li Mo, T = Y g a;x’, pak Mo T =Y g it
446. 2,6,4. 447. p—1, protole polynom aP — 1 neni ireducibilni! 448. 4. 450. n, protole
polynom z™ — p je podle Eisensteinova kritéria ireducibilni. 452. Ne, viz Cardantv vzorec pro
kofeny polynomu tfetiho stupné. 453. Ano: jsou obsaleny v rozaifeni kone¢ného stupné Q...),
kde pfidavame vaechny uvedené odmocniny. 456. Plati \/pq € Q[,/p,/q]. Z teorie plyne, le
stupeni tohoto rozaifeni je 2 nebo 4. Prvni pfipad vylou¢ime tim, le dokaleme (elementarnim
zptisobem), le linearné nezavislé jsou 1,,/p,/q. Tedy stupeil je 4 a linedrné nezavislé musi
byt vaechny étyii uvedené prvky. 457. Urcité a®? € T(a). Je a € T(a?) ? Kdyby ne, tak
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[T(a) : T(a?)] = 2, takle [T(a) : T] je sudé, spor. 468. Stupeti transendentniho rozaifeni je
nekoneény. 469. Stupen takového rozaifeni neni mocnina dvojky. Zdvojeni krychle vede na
V2. 475. 3,4,5,6,8,10,12,15,16. 480. Q. Q(i). Q(v/2). 481. Q,Q(e2™/3). Q,Q(e?™i/).
Q(v/2), Q(¥/2e%m/6).  483. Q,Q(7). Q(e2™/8). 485. Q(e2™/™), Q(e™/™). 486. Koienové:
Q a Q(+/3i). Rozkladové: Q(v/3i). 487. Kotenové: Q(v/2) a Q(v/3). Rozkladové: Q(v/2,/3).
489. 53,3232, 777, 490. Napi. pro f = 2" — 1 je stupein > n —1. 493. Pravé tehdy, kdyl
je ¢ druhd mocnina racionélniho ¢isla.
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